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vrij te gebruiken en aan te passen

Opgave 1.
Voor een ruit ABC D geldt: breedte AC is 16 en hoogte BD is 40. Wat is de omtrek?

Oriënteren

Maak een tekening.

Maak een tekening waarin je alle informatie
zet. Het mag een schets zijn, maar in dit geval
is het een kleine moeite een precieze tekening
te maken – en wie weet heb je daar straks wat
aan. Vraag je daarbij af: wat is ook alweer een
ruit? En wat betekenen ’breedte’ en ’lengte’ bij
een ruit? Wat wordt bedoeld met ’omtrek’?

16

40

Plannen
maken &
uitvoeren

Terugdenken: Hoe deel je het probleem op?

De omtrek bestaat uit de vier zijden van de
ruit. Al die zijden zijn even lang, dus het is
voldoende om één zijde te berekenen. Hoe doe
je dat?

Gebruik de stelling van Pythagoras:

8

20

Afronden

Kun je de methode ook voor
andere figuren gebruiken?

Beschrijf de stappen (zonder het rekenwerk!)
die je hebt genomen in eigen woorden. Kun je
dit ook gebruiken bij andere figuren: een
vlieger? Welke aanpassingen moet je dan
maken?

Bedenk dat bij een vlieger niet alle zijden gelijk
zijn.
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Opgave 2.
Een cirkel heeft straal 9. Wat is de zijde van het grootste vierkant dat in de cirkel
past?

Oriënteren

Maak een tekening.

Een cirkel heb je natuurlijk zo getekend, maar
hoe construeer je hierin het grootst mogelijke
vierkant? Als je een willekeurige zijde tekent,
gaat het mis:

Uit de losse pols kun je het waarschijnlijk wel
schetsen. Wat weet je van de diagonalen van
het vierkant?

Die diagonale zijn even lang en staan
loodrecht op elkaar. Ze moeten precies in het
vierkant passen. Dat geeft:

Hier zijn de diagonalen tevens diameters van
de cirkel. En nu kun je het vierkant afmaken.

Plannen
maken &
uitvoeren

Welke stelling kun je toepassen?

Kijk nog eens naar de tekening.

a

Het doel is de lengte van zijde a te berekenen.
Gegeven is dat de straal van de cirkel 9 is. Hoe
verbind je die twee?

Gebruik de stelling van Pythagoras:

9

9
a

Afronden
Reflecteer op je denkproces.

Je bent waarschijnlijk begonnen met het
maken van een tekening. Hoe heeft dit je
geholpen in het oplossen van het probleem?

Veralgemeniseren

Uitdaging: Stel dat de straal niet 9 is (zoals
hier), maar algemener: r. Kun je een formule
afleiden waarmee je de zijde van het grootste
vierkant kunt berekenen afhankelijk van r?
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Opgave 3.
Het kleine vierkant heeft oppervlakte 169, het grote 289. Wat is de omtrek van één
van de driehoeken?

Oriënteren

Welke formules heb je nodig?

Het probleem gaat over oppervlaktes van
vierkanten en zijden van driehoeken. Die
driehoeken zijn bovendien rechthoekig. Welke
formules ken je om hiermee aan de slag te
gaan?

De omtrek van een vierkant is het kwadraat
van de lengte van een zijde. Voor rechthoekige
driehoeken ken je de stelling van Pythagoras.
(En daarnaast misschien ook de sinus en zo,
maar omdat er geen hoeken zijn gegeven, ligt
het gebruik daarvan niet meteen voor de hand
– dat bewaren we wel voor het geval we er niet
uitkomen!)

Voer een geschikte notatie in.

De vier driehoeken hebben dezelfde
afmetingen. Je wil de lengtes van de zijdes van
een van de driehoeken weten. Kies hiervoor
letters, bijvoorbeeld a, b en c:

a

bc

Plannen
maken &
uitvoeren

Vooruitdenken: Welke vergelijkin-
gen bevat de gegeven oppervlaktes?

De lengte van een zijde van het kleine vierkant
is c, dus de oppervlakte is c2 en omdat deze
gelijk is aan 169 geeft dat de eerste
vergelijking:

c2 = 169.

Maar welke vergelijking geldt voor de
oppervlakte van het buitenste vierkant?

Bedenk dat de zijde van het buitenste vierkant
a+ b is.

(a+ b)2 = 289. Misschien is het zinvol haakjes
uit te werken, maar het kan ook zijn dat dit niet
nodig blijkt. Wacht hier dus nog maar even
mee. . .

Hoe combineer je de vergelijkingen?

De ene vergelijking bevat de variabele c, de
andere de variabelen a en b. Om de twee
vergelijkingen te combineren, moet je die c
met de a en b in verband brengen. Hoe doe je
dat?

Gebruik Pythagoras: a2 + b2 = c2.

Hoe lossen we de twee vergelijkingen op?

We hebben inmiddels twee vergelijkingen:
a2 + b2 = 169 en (a+ b)2 = 289. Als je niet
meteen ziet hoe je deze combineert, helpt het
misschien om haakjes uit te werken in die
tweede vergelijking.

Afronden
Heb je de vraag beantwoord?

Lees nog eens de vraag. Je moet een omtrek
geven. Heb je dat ook gedaan?

Als antwoord moet je dus a+ b+ c berekenen.
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Opgave 4.
Je ziet hier een stapel bollen. Elke bol heeft straal 2. Hoe hoog is de stapel?

Oriënteren

Wat is belangrijke voor-
kennis voor dit probleem?

(1) Wat weet je over de doorsnede van een
vlak en een bol?
(2) Wat weet je over de ligging van het
raakpunt van twee cirkels en de middelpunten
liggen op één lijn.

De doorsnede van een vlak en een bol is altijd
een cirkel(schijf), tenzij het vlak aan de bol
raakt, dan is het een punt

Het raakpunt van twee cirkels en de
middelpunten liggen op één lijn

Plannen
maken &
uitvoeren

Hoe begin je aan een plan?

Een 3-dimensionaal probleem kan in je in een
2-dimensionaal probleem vertalen door in één
of meer doorsneden met een vlak of
aanzichten te werken.
Wat is een geschikte doorsnede om de hoogte
te berekenen? Wat is een geschikte doorsnede
om de horizontale afstanden in te berekenen?

Een verticale, diagonale doorsnede:

Bij een probleem met cirkels is het handig te
straal op nuttige plekken te tekenen.

Teken de volgende hulplijnen

A B

C

H

K

G

Teken een bovenaanzicht/horizontale
doorsnede door de middens van de onderste
ballen

Bij een probleem met cirkels is het handig te
straal op nuttige plekken te tekenen.

Teken de volgende hulplijnen

A D

B

Hoe maak je een plan?
Deel het probleem op in deelproblemen. Deel
de hoogte op in delen. Welke?

(1) van de grond tot het midden van de
onderste bollen; (2) van het midden van de
onderste bollen tot het midden van de
bovenste bol (3) van het middelste van de
bovenste bol tot de top. Hoe bereken je die
afstanden?

Twee afstanden zijn gelijk aan de straal van de
bol. De middelste afstand kan het best
berekend worden met behulp van twee
doorsneden met hulplijnen

A B

C

H

K

G
A D

B

Hoe reken je aan je plan?
Bij het rekenen aan lengtes van zijden van
driehoeken is vaak de Stelling van Pythagoras
of het principe van gelijkvormigheid nuttig.

De driehoeken in dit probleem zijn gelijkvormig
met de driehoek met zijden 1 en 1 en

p
2 (een

half vierkant).

Afronden
Veralgemeniseer

Kun je het probleem ook oplossen voor andere,
hogere stapels? Het aantal bollen in de
onderste laag kan ook drie zijn.
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Je ziet hier twee regelmatige zeshoeken met een gedeelde zijde van lengte 1. Hoe
lang is het diagonale lijnstuk?

Oriënteren

Wat is belangrijke voor-
kennis voor dit probleem?

Enkele feiten over zeshoeken
(1) De hoeken van een regelmatige zeshoek
zijn 120◦.
(2) Een zeshoek kan je onderverdelen in zes
gelijkzijdige driehoeken.

Op deze manier

Plannen
maken &
uitvoeren Welke hulplijnen zijn nuttig voor een plan?

Als je de lengte van een lijnstuk wilt
berekenen, is het handig dit lijnstuk onderdeel
van een rechthoekige driehoek te maken om
de Stelling van Pythagoras daarin in toe te
passen.

Teken bijvoorbeeld de blauwe lijnen om een
rechthoekige driehoek te maken.

Probeer de lengtes van de zijden in verband te
brengen met de zijden van de zeshoeken.

Je kunt de zeshoeken onderverdelen in
regelmatige driehoeken

Plan maken: terugredeneren

Uitgaande van deze hulplijnen

wil je de Stelling van Pythagoras voor de
blauwe driehoek. Druk de zijden uit in wat je al
weet.

De horizontale rechthoekszijde is 2 1
2 maal de

zijde van de zeshoek. De verticale
rechthoekszijde is 1 1

2 keer de hoogte van de
zeshoek, d.w.z. driemaal de hoogte van de
gelijkzijdige driehoek.

Hoe reken ik aan het plan?

De hoogte van een gelijkzijdige driehoek kun je
met gelijkvormigheid berekenen (met de
standaard (1−

p
3− 2)-driehoek of de Stelling

van Pythagoras.

De hoogte van de gelijk zijdige driehoek is
1
2

p
3, want de driehoek is half zo groot als de

(1−
p

3− 2)-driehoek (vergelijk de langste
zijden).

Pas nu de Stelling van Pythagoras toe met
zijden van 2 1

2 en 1 1
2

p
3.

Afronden
Andere aanpak

Kun je nog andere manieren vinden om dit
probleem op te lossen?

Bijvoorbeeld via deze wat ander driehoek
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Opgave 6.
De lijn raakt aan de rakende cirkels met straal 1 en 5. Hoe lang is afstand tussen de
raakpunten op de lijn?

Oriënteren

Zet in de tekening de gegevens.

Je weet dat de stralen respectievelijk 1 en 5
zijn. Wat zijn handige stralen om te tekenen?
En zijn er ook ergens rechte hoeken die
mogelijk kunnen helpen?

Teken de stralen als volgt:

5

1B

A

5

1

Waarom zijn de hoeken bij A en B recht?

Plannen
maken &
uitvoeren

Teken een hulplijn.
Kun je een hulplijn tekenen zodat je simpele
figuren (een rechthoek, een rechthoekige
driehoek) krijgt waaraan je kunt rekenen?

Teken de stralen als volgt:

4

B

A

6

Hoe kun je nu de lengte van het blauwe
lijnstuk berekenen?

Gebruik Pythagoras!

Afronden Reflecteer op de oplossingWat was de essentiële stap? Die blauwe hulplijn maakte dat we Pythagoras
konden toepassen.
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Opgave 7.
Drie vierkanten liggen rond een middellijn als volgt:

Het grote vierkant heeft oppervlakte 4. Wat is de oppervlakte van de kleine vierkant-
jes?

Oriënteren Wat zijn belangrijke be-
grippen in dit probleem?

De cirkel en de straal van een cirkel. Wat zijn
dat?
Een vierkant. Wat is dat?

Een cirkel bestaat uit alle punten op gelijke
afstand van het middelpunt. Een lijnstuk van
het midden naar de rand heet een straal en die
is dus voor ieder punt even lang.

Een vierkant is een vierhoek met rechte
hoeken en zijden van gelijke lengte.

Waar moet je aan kunnen rekenen?
De oppervlakte van een cirkel. Hoe moet dat?
De oppervlakte van een vierkant. Hoe moet
dat?

De oppervlakte A van een cirkel met een straal
r is A= πr2.

De oppervlakte van een vierkant met zijde z is
z2.

Plannen
maken &
uitvoeren

Hoe maak ik een begin met een plan?Teken geschikte hulplijnen Bij een probleem met een cirkel is het vaak
nuttig de straal door één of meer relevante
punten op de omtrek te tekenen en te
onderzoeken of deze bijdragen aan het
oplossen van het probleem.

Teken een stralen naar een hoekpunten van de
vierkanten, bijvoorbeeld:

Als je de lengte van een lijnstuk wilt
berekenen, probeer dan hulplijnen door enkele
voor het probleem relevante punten te
tekenen zo dat het lijnstuk onderdeel wordt
van een rechthoekige driehoek. Onderzoek of
de lengte van de hulplijnen bepaald kunnen
worden.

Teken een rechthoekige driehoek, zoals
bijvoorbeeld hieronder

Hoe maak ik een plan?

De twee getekende stralen brengen de
vierkanten met elkaar in verband.

Vanuit de oppervlakte van het bovenste
vierkant bereken je de zijden. Hoe moet dat?
Met behulp van de driehoek bereken je
vervolgens straal. Hoe moet dat? Met de straal
bereken je de zijde van het onderste vierkant
en daarmee de oppervlakte.

De oppervlakte is 4, dus de zijde is 2.

Het middelpunt van de cirkel deelt de zijde van
het bovenste vierkant in twee. De
rechthoekszijden van de roze driehoek kun je
dus bepalen, en daarmee de langste zijde.

De rechthoekszijde hebben lengte 1 en 2. Met
de stelling van Pythagoras bereken je de
langste zijde:

p
12 + 22 =

p
5. Dat is de lengte

van de straal van de cirkel.

De diagonaal van een vierkant en de zijde
verhouden zich als

p
2 : 1. Wat is de zijde van

de onderste vierkanten?

De zijde is dan
p

5/
p

2. Bereken daarmee de
oppervlakte

Afronden
Veralgemeniseer

Bedenk hoe je met dezelfde technieken het
probleem kan oplossen voor andere aantallen
vierkantjes onder en boven de diameter.
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Opgave 8.
Hieronder zie je een rechthoek in een vierkant. Het gekleurde deel heeft oppervlakte
200. Hoe lang is het zwarte lijnstuk?

Oriënteren

Welke onderdelen herken je in de figuur?

We zien natuurlijk een vierkant en een
rechthoek. Er zijn echter ook een aantal
driehoeken. Welke zijn dat en welke
eigenschap hebben die?

Er zijn vier gekleurde driehoeken. Verder deelt
diagonaal FG de rechthoek op in twee
driehoeken. Al die driehoeken zijn rechthoekig
(maar zie voor meer eigenschappen de
volgende hint.

Is duidelijk wat de gegevens zijn?

De vraag is erg kort. De tekening suggereert
dat de gekleurde driehoeken gelijkbenig zijn.
Dat weet je echter niet zeker. Je mag er vanuit
gaan dat zo is – maar als je een extra uitdaging
wil, dan kun je erover nadenken waarom dit
wel zo moet zijn.

Ga je voor de extra uitdaging? Probeer dan
eens een paar gekke gevallen en bedenk
daarbij dat de vraag onzinnig zou zijn als er
niet altijd dezelfde lengte FG uit zou komen.

Geef eigenschappen aan in de figuur.
Geef alle rechte hoeken en gelijke zijden een
symbooltje.

Ken je een stelling die van pas zou komen?

De opgaven gaat over: (1) de totale
oppervlakte van vier driehoeken; (2) de lengte
van diagonaal FG in een rechthoek. Welke
twee stellingen komen waarschijnlijk van pas?

De oppervlakte van een driehoek is
half-keer-basis-keer-hoogte. En de lengte van
een diagonaal kun je bijvoorbeeld met de
stelling van Pythagoras berekenen.

Plannen
maken &
uitvoeren

Vooruitdenken / voer een geschikte notatie in.

Je hebt informatie over de oppervlakte van de
gekleurde driehoekjes. Geef de zijden van
deze driehoekjes aan met x en y:

y

y

x

x

Je kunt nu een vergelijking opstellen. Doe dat.

De oppervlakte van de kleine driehoekjes is
1
2 x2 en van de grote 1

2 y2. Gegeven is dat de
som van alle driehoekjes samen 200 is. Dus
x2 + y2 = 200.

Terugdenken

De lengte van diagonaal FG kun je met
Pythagoras berekenen, als je de lengtes van
de zijden van de rechthoek kent. Kun je voor
die lengtes van de zijden van de rechthoek een
formule voor vinden? Gebruik dit om een
formule voor de lengte van FG te vinden.

De zijden van de rechthoek zijn tevens zijden
van de gekleurde driehoekjes – en ook die kun
je met Pythagoras berekenen.

De lengte van de korte zijde is
p

x2 + x2 en die
van de lange
p

y2 + y2. Hieruit volgt dat
|FG|2 = 2x2 + 2y2.

Combineer de twee vergelijkingen.

Als je hebt afgeleid dat x2 + y2 = 200 en dat
|FG|2 = 2x2 + 2y2, dan kun je die
vergelijkingen combineren. Bedenk daarbij
wat het doel is. Wat wil je berekenen?

Een hele andere aanpak:
Bekijk extreme gevallen.

Het valt op dat er heel weinig informatie is
gegeven. Wat gebeurt er in de volgende twee
extreme gevallen: (1) F en G liggen
halverwege de zijde van het vierkant (alle
gekleurde driehoeken zijn dus even groot);
(2) F en G liggen op de hoekpunt van het
vierkant (de rechthoek schrompelt dus ineen
tot een lijnstuk.

In beide gevallen kun je in een stap uitrekenen
dat |FG|= 20. Maak als je dit niet ziet een
tekening en gebruik Pythagoras.

Afronden
Als je de opgave hebt opgelost voor

een extreem geval, ben je dan klaar?

Als je in een extreem geval hebt gezien dat
|FG|= 20, heb je dan de vraag in zijn
algemeenheid beantwoord? Geef een
argument voor en tegen.

Een argument voor is dat de vraag niet goed
zou zijn als je niet voor iedere positie van F en
G dezelfde waarde voor |FG| zou krijgen. Heb
je dus in een geval een antwoord gevonden,
dan moet dat ook in andere gevallen het
antwoord zijn! Een argument tegen is dat het
toch wel fijn is zeker te weten –of te
begrijpen!– dat die lengte altijd hetzelfde is.
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