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Kort Vooraf
Tom Goris

Mijn eerste of f ic iële ‘daad’ voor Eucl ides was 
het jaar l i jkse redact iediner en daar kwam ik 
naast Dick te z i t ten . Het was zi jn 
afscheidsdiner , dat een aantal keer was 
uitgesteld . Ik kende Dick ui teraard van naam 
en faam, maar hemzel f eigenl i jk niet . Hi j 
vertelde ontwapenend en innemend over z i jn 
genezingsproces , en dat hi j e indel i jk weer 
‘wiskunde kon bedri jven’ . En wat dat voor 
hem betekende (al les) , maar dat eigenl i jk ook 
weer wist te relat iveren (niets) .

Dick beloofde me dat hi j weer voor een al dan 
niet regelmatige toestroom van art ikelen zou 
gaan zorgen. Ik moest ze maar bewaren en 
zien in welke Eucl ides ze terecht konden 
komen. Als voormalig eindredacteur wist hi j 
natuurl i jk als geen ander hoe f i jn het is om 
dit soort t i jd loze ‘wisselgeld-art ikelen’ op de 
plank te hebben l iggen. Die beloofde 
toestroom is gebundeld in deze Eucl ides-
special . Van Dicks zoon Pim begrepen we dat 
een van de laatste dingen die Dick deed het 
corr igeren van de drukproef van de 
'b issectr icestel l ing ' was . Met een haviksoog 
voor detai l . En heb je als docent wel eens 
ouders op de ouderavond gehad die zel f in 
het onderwi js z i t ten? Zo is het ongeveer als 
je Dick de drukproeven laat corr igeren. . . Maar 
met hetzel fde doel voor ogen: een mooie 
Euclides maken.

Er lagen nog vier bijdragen van Dick op de 
plank toen hij overleed .  Met toestemming van 
de familie publiceerden we deze postuum ,  in 
nummer 2 en nummer 7 .  Van de twee 
allerlaatste artikelen zijn de oorspronkeli jke 
versies, zoals Dick ze naar de redactie 
stuurde, opgenomen in deze special.

Dick is er niet meer. De afgelopen jaren was 
dit het onderschrift van zijn mails, daar heb 
ik niets aan toe te voegen :

Foto: 
Gebouw Rijkswaterstaat 'de Maas', 
Rotterdam. 

Voor Dick, 
die zowel van Rotterdam 
als van driehoeken hield. 
Tom Goris
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NOG MAAR EENS OE TRISECTIE 
Dick Klingens 

Dat de trisectie van een hoek niet te construeren is. dat weet iedereen wel In 

Geo�ebra zit dan ook �een knop ·verdeel de hoek in drie �elüke delen· Maar de con­

structie kan wél met de knoppen van Geo�ebra Zonder de hoek op te meten. wel te 

verstaan Dick Klin�ens laat zien hoe dat �aat en waarom de methode klopt 

Meetkundige plaats 
We beginnen met een niet zo eenvoudig probleem uit de 
(analyüsche) meetkunde. Nadat we het hebben opgelost, 
zullen we hetgeen we hebben gevonden, gebruiken bij een 
'oud probleem' (ach, de kop van dit artikel verraadt het al). 

Opgave. In een gegeven driehoek ABC is hoek 8 twee 
keer zo groot als hoek A. Bepaal (de vergelijking van) de 
meetkundige plaats K van de punten C (bij veranderlijke 
hoek A). 

Het is direct duidelijk dat hoek A kleiner moet zijn dan 
60Q. Hoek 8 is in dat geval immers kleiner dan 120Q, en 
samen zijn ze nu kleiner dan 180Q (en dat moet in een 
driehoek). 
Voor de oplossing van het probleem plaatsen we de 
driehoek in een orthonormaal assenstelsel xOy (zie figuur 
1), waarvan de x-as de drager is van het lijnstuk AB en 
waarvan het punt O samenvalt met het punt A. We stellen 
de coördinaten van het punt 8 gelijk aan (p, 0) en die van 
het punt C gelijk aan (x, y). 

En dan proberen we een relatie te vinden tussen die x en 
y (uiteraard is die afhankelijk van p), waarbij we kiezen 
voor een goniometrische aanpak. 

figuur 1 

y LA=36,60 
LB=73,20 

r 

M 

C 

I 

K 

D B = (p,O) 

-----+--+·•-_.I 
X 

X 

We stellen de grootte van hoek A gelijk aan 0. 

Verder is ook, met O als projectie van C op de x-as, zie 
figuur 1: 

00 = x, CO= y, 08 = q, AC =ren BC = s (en 
daarmee geldt p = x + q) 

In driehoek AOC gelden nu onder meer de volgende 
relaties: 

X = ( · COS0, y = ( · Sin0 

zodat in driehoek BOC geldt: 

L'.8=28 ⇒ �=sin(20) ⇒ s Y rsin8 
s sin(20) sin(28) 

Volgens de stelling van Pythagoras geldt in die driehoek 
ook de relatie q2 = s2 - y2. 

En daaruit vinden we door substitutie en verdere 
uitwerking: 

q2 = ( 1:5in8 )
2 

-(r in0)2 = ,.2 sin2 0 · ( 1 1) 
stn(20) sin2 (20) 

2 . 2 8 1- in2(20) 2 . 2

8 
cos2(20) =r Sll1 · --��=r Slll - -��

sin2(20) sin2(20) 

H. . l . 0 
cos(20)

LerULt vo gt: q=r lil --� 
sin(20) 

Merk op dat q negatief is (gerekend moet worden) als 
45° 

< e < 60° ; zie figuur 2. 

figuur 2 

LA=5O,90 

q<O 

M T2 B 

D 

q 
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figuur 5 

- teken een cirkel met middelpunt H en willekeurige straal;
- bepaal de snijpunten Ren S ervan met de benen van

de hoek;
- (optioneel) teken de lijn RS;
- bepaal het punt M (het middelpunt van de hyper-

bool), dat het beeld van Sis bij een vermenigvuldiging
(homothetie) met centrum Ren factor } ;

- bepaal het punt F
1 

als puntspiegelbeeld van M in het
punt R;

- teken de hyperbool K met als brandpunten F
1 

en
S = F

2 
en met punt R als punt op de hyperbool; 

- bepaal P als snijpunt van de hyperbool met de 
cirkel(boog) RS;

- de lijn HP is dan een trisectie van de hoek H.

Opmerkingen
- De in de constructie gebruikte hyperbool heeft

noodzakelijk 2 als excentriciteit. De lezer vergelijke
figuur 5 met figuur 3.

- De tweede trisectrice van een hoek kan gevonden
worden als spiegelbeeld van de eerste in de
bissectrice van de hoek.

6 

Het bewijs van de juistheid van bovenstaande constructie 
is eenvoudig. Een en ander volgt direct uit de eigen­
schappen van middelpuntshoeken van een cirkel. Immers, 
we hebben hierboven gezien dat het punt P (als punt van 
de hyperbool) de cirkelboog RPS verdeelt in stukken RP
en PS die zich verhouden als 2 : 1. 
De middelpuntshoeken RHP en PHS staan opvolgend op 
de deelbogen RP en PS van die boog. 
Inderdaad is dan LRHP = 2-LPHS.

Noten 
[1] Zie voor de afleiding van de formule voor de excen­

triciteit van een hyperbool: Klingens, D. (1999).
Kegelsneden en hun vergelijkingen. Op: www.pandd.
demon.nl/kever.htm#42

[2] Heath, T.L. (1981 ). A History of Creek Mathematics.
Deel 1. New York: Dover Publications, p. 243.
Hierin wordt verwezen naar boek IV van Pappos'
Synagoge.

[3] Zie de website: www.geogebra.org
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Van de in K ingeschreven driehoek ABC is OEF de 
driehoek die bepaald is door de middens van de zijden, 
zie figuur 4. 

figuur 4 

De omcirkell51 van driehoek OEF is de zogeheten negen­

puntscirkel of cirkel van Feuerbach 151 van driehoek ABC

De negen in de naam van de cirkel bedoelde punten die 
op die cirkel liggen, zijn: 
- de middens van de zijden van de driehoek;
- de voetpunten van de hoogtelijnen van de driehoek

(geen namen in figuur 4);
- de middens van de 'bovenste' stukken van de hoogte-

lijnen (niet getekend in figuur 4).121
En de in stelling 4 te noemen mooie eigenschap - een 
tiende punt op de negenpuntscirkel - is nu eenvoudig te 
bewijzen. 

Stelling 4: Is een driehoek ingeschreven in een orthogo­
nale hyperbool, dan ligt het middelpunt van die hyperbool 
op de negenpuntscirkel van die driehoek. 

Bewijs: Zie weer figuur 4. Hierin is K dus een 
omgeschreven orthogonale hyperbool van driehoek ABC

Het middelpunt van Kis het punt 0.

We passen stelling 3 toe op de koorden AB en AC van 
K. De lijnstukken OF en Of verbinden het middelpunt
van de hyperbool met de middens van die koorden, zodat:
LFOE = LCAB = LEAF 

Maar vierhoek OEAF is een parallellogram, zodat LEOF

= LEAF. Gevolg: LFOE = LEOF

Volgens de stelling van de omtrekshoek ligt dan ook het 
punt O op de negenpuntscirkel. 
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Hoogtepunt 
Een eveneens mooie eigenschap van het hoogtepunt van 
een driehoek die is ingeschreven in een orthogonale 
hyperbool, staat in de volgende stelling. 

Stelling 5: Is een driehoek ingeschreven in een orthogo­
nale hyperbool, dan ligt het hoogtepunt van die driehoek 
op die hyperbool. 

Bij het bewijs van stelling 5 gebruiken we coördinaten.171 
Zonder de algemene geldigheid van het bewijs geweld 
aan te doen, kiezen we de asymptoten van de orthogonale 
hyperbool K langs de coördinaatsassen van een recht­
hoekig assenstelsell2l xOy. En, op grond van gelijkvormig­
heid, kunnen we voor de vergelijking van K uitgaan van: 
xy = 1 of y = �. 

Bewijs van stelling 5: Zie figuur Sa waarin A = (a, 1 /a),

B = (b, 1/b), C= (1, 1/c) drie verschillende punten zijn 
van K (met a, b, c -:f. 0 en onder meer b -:f. c).

Voor de richtingscoëfficiënten (rico's) van de lijnen AB en 
AC hebben we dan:181 
rico(AB) = -1 lab

rico(AC) = -1 / ac

Vergelijkingen van de hoogtelijnen van driehoek ABC uit 
8 en C zijn dan: 
88' : y - 1 / b = ac(x - b) of by - 1 = abc(x - b) 
CC': y - 1 /c = ab(x - c) of cy - 1 = abc(x - c)

figuur 5a 

K 

-------•------------- -
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MET EN/OF ZONDER COORDINATEN_ 
Dick Klingens 

Dick Klin�ens duikt in het verleden. maar blüft ook in het heden. niet alleen 

bü het beantwoorden van een vraa� van een WisFaq-bezoeker 

Zo maar een vraag? 
In februarL 2017 kwam op WisFaql1 l de volgende vraag 
bLnnen: 
Hoe bewijs ik dat de bissectrice van een hoek van een 
driehoek de overstaande zijde verdeelt in stukken die zich 
verhouden als de aanliggende zijden? Deze vraag staat 
al op WisFaq maar ik vind het antwoord niet zonder 
gelijkvormigheid toe te passen. Alvast bedankt, Dries. 

Het antwoord dat Lk gaf, als WisFaq-beantwoorder, staat 
hLeronder. 

Dag Dries, 
Uitgaande van een driehoek ABC waarvan de bissectrice 
van hoek A de zijde BC snijdt in D, kun je in ieder geval 
bewijzen dat de oppervlaktes van de driehoeken ABO en 
ACO zich verhouden als 80: CO (hoe?). 
Het punt D heeft gelijke afstanden tot AB en AC 
(waarom?). 
En dan kun je nog een keer de verhouding van de opper­
vlaktes van de reeds bekeken driehoeken uitdrukken in 
twee (andere) zijden van die driehoek. 
En dan rest jou het netjes formuleren van het 
bovenstaande en het volledig maken van het bewijs. 

8 D C 

figuur 1 

ULteraard moest er voor de vragensteller ook nog wat 
te doen blLjven, vandaar de twee vragen bLnnen het 
antwoord. 
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Het bewLjs dat de oppervlaktes (aangeven met <p) van de 
deeldrLehoeken ZLch verhouden als 80 : CO LS natuurlLjk 
standaard en elementaLr, ZLe figuur 1: 
<j)(ABO) = ½ · h · 80 
<j)(ACO) = ½ · h · CO 
waarLn h de lengte LS van de hoogtelLjn uLt A op de ZLjde 
BC. 
ULteraard LS afst(O, AB) = afst(O, Bq = d, omdat O een 
punt LS van een bLssectrLce, en zo'n punt heeft gelLjke 
afstanden tot de benen van de betreffende hoek (het LS de 
meetkundLge plaats van alle punten met dLe eLgenschap). 
En zo LS ook: 
<j)(ABO) = ½ · d · AB 
<j)(ACO) = ½ · d · AC 
En dan Ls dLrect duLdelLjk dat 80 : CO = AB : AC. 

Even terug in de tijd 
Waarom de vragensteller zo graag een bewLjs wLlde 
zonder gelLjkvormLgheLd, LS mLj nLet duLdelLjk, maar het 
zou om dLdacüsche redenen kunnen ZLjn (student aan een 
lerarenopleLdLng?). Toen Lk wat later mLjn antwoord nog 
eens terug las, vroeg Lk me af welk bewLjs Lk zelf voor het 
eerst zag ... Het zal Ln 1958 geweest ZLjn, Ln de tweede 
klas van de mLddelbare school. 

X 

B D C 

figuur 2 

Ik vond het bewLjs terug Ln een boek van Van der Neut en 
Holwerda 121, en dat bewLjsLdee gebruLk Lk, zLe figuur 2. 
Op het verlengde van CA lLgt het punt E zó dat 
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De Apollonius-cirkel 
De evenredigheid AB : AC = b : c kunnen we ook 
schrijven als AB = k · b, AC = k · c, met k -:f. 0. 
Het punt A is daardoor ook één van de snijpunten van de 
6rkels: 
(x + b)2 + y 2 = (kb)2 

(x - c)2 
+ y2 = (kc)2 

We kunnen ons nu afvragen wat de meetkundige plaats 
is van het snijpunt A van de beide 6rkels als k varieert, 
bij vaste punten 0, 8 en C. Bekijken we dit met of zonder 
coördinaten? Ik hes voor met.
De coördinaten van het punt A voldoen nu ook aan het 
stelsel vergelijklngen: 

{
(x+b)2 +y2 =k2b2

S: x=1(k2 -1)(b-c) 

B 

figuur 5

y-as 

0 

C M 

x -as 

De laatste vergelijklng van 5 is de vergelijklng van de 
zogeheten machtlijn van beide hierboven genoemde 
6rkels; in figuur 5 is dat de lijn m. En dan voldoen 
de coördinaten van A óók aan een combinaüe van 
de vergelijklngen van 5 waarin k, en dus ook k2

, niet 
voorkomt. Üle vergelijklng is dan de vergelijklng van 
de meetkundige plaats. 
We elimineren daarom k2 uit beide vergelijklngen: 
k2 = b

2x + 1 , zodat: 
-c 

(x+ b)2 + y 2 = (l�c+1 ). b2 

Na enig rekenwerk aan deze vergelijklng vinden we: 

(x--b-)2 +y2 =___il_L 
b-c (b-c)

2 

En dit is de vergelijking van een cirkel, die gaat door het 
punt O en waarvan het middelpunt M op de x-as ligt. 
Opmerking. Is f het tweede snijpunt van deze 6rkel 
met de x-as, dan staat EA loodrecht op OA (2e stelling 
van Thales). Uiteraard kan dit ook analyüsch bewezen 
worden. 

Als we de verhouding 80 : CO gelijk aan r stellen 
(80: CO= r :  1), dan noemen we de gevonden 
meetkundige plaats de r-Apollonius-6rkel op BC.181 
In de appendix staat, naast een korte syntheüsche 
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behandeling, een eenvoudige construcüe van deze cirkel. 
Verder vindt de lezer daar een korte beschrijving van de 
(drie) Apollonius-6rkels van een driehoek. 

Terug naar stelling 1 
Een niet zo'n bekend, maar eenvoudig gevolg van de 
bissectricestelling zien we geülustreerd in figuur 6a. 

F 

8 
(a) (b)

figuur 6 

Van de driehoeken ABC en OEF is LA = LO en zijn de 
hoeken C en f elkaars supplement. In deze driehoeken 
geldt nu: 
Stelling ll. AB: OF= BC: EF.

C 

Ten behoeve van het bewijs hiervan plaatsen we de 
driehoeken tegen elkaar, zoals is weergegeven in figuur 
6b. En we vullen aan met de vierhoek CGFE ('natuurlijk' 
is daarbij EF 11 CG). Nu is, volgens de bissectricestelling 
in driehoek ABC:
AB : AG = BC: CC In driehoek DCC (=ACG) geldt, 
mede op grond van de 1 e stelling van Thales: 
DC : OF = CG : f F.
Vermenigvuldiging van beide evenredigheden geeft nu: 

�� · g� = �i · �� • En hier staat niets anders dan hetgeen 

we wilden aantonen, omdat immers AG ::::OG is. 

Ik heb deze eigenschap ooit eens (en dat was heel wat 
jaren ná 1958) gebruikt om de volgende stelling te 
bewijzen. 

figuur 7 

Stelling 111. Van een raaklijnenvierhoek gaan de 
diagonalen en de verbindingslijnen van 'overstaande' 
raakpunten door hetzelfde punt191. 
In figuur 7 staat de raaklijnenvierhoek ABCD.
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Dick Klingens

Over een eigenschap 
van een ellips

Inleiding

figuur 1

In figuur 1 zijn in een rechthoekig xOy-assenstelsel 
weergegeven:
 een ellips Γ met vergelijking b2x2 + a2y2 = a2b2;
 de lijnen l, m die beide door het middelpunt O van de

ellips gaan;
 de toppen van de ellips: A, At, B, Bt met OA = a,

OB = b;
 de snijpunten[1] van Γ met l, m: Γ & l = {P, Pt}, Γ &

m = {Q, Qt}.
De lijnstukken PPt en QQt worden middellijnen van de 
ellips genoemd – analoog aan hetzelfde begrip bij de 
cirkel: het zijn koorden door het middelpunt. Ik val nu 
maar direct in huis met een definitie:

Definitie. Twee middellijnen PPt , QQt van een ellips 
heten toegevoegde middellijnen als voor de richtingscoëf-
ficiënten (rico’s) van de dragers l, m van die middellijnen 
geldt: rico(l ) · rico(m) = -b2/a2.

In hetgeen volgt zal onder meer een constructie met 
passer en liniaal (met p&l) worden besproken waarmee, 
bij gegeven lijnstukken OP en OQ, de halve grote as OA 
en de halve kleine as OB van de ellips kunnen worden 
gevonden.
Ik merk nog op dat met de lijnstukken OP en OQ – die 
ook wel toegevoegde stralen worden genoemd – tevens de 
middellijnen PPt en QQt vastliggen.

Gegeven: de ellips en een punt erop
Als de ellips Γ gegeven is in een coördinatenstelsel en 
als het punt P op Γ ligt, dan kunnen de coördinaten van 
het punt Q uitgedrukt worden in die van P als OP en OQ 
toegevoegde stralen van Γ zijn. Er geldt namelijk:

Stelling 1. Is in een xOy-assenstelsel een ellips Γ 
gegeven met de vergelijking b2x2 + a2y2 = a2b2, ligt het 
punt P = (p1, p2) op Γ en is Q het op Γ liggende eindpunt 
van de toegevoegde straal OQ van OP, dan is voor de 
coördinaten (-q1, q2) van het punt Q (zie figuur 1): [2] 
q1 = a/b ∙ p2, q2 = b/a ∙ p1

Het bewijs van stelling 1 staat in paragraaf 1 in de 
appendix bij dit artikel.[3]

De p&l-constructie van de coördinaten van het punt Q 
volgt nu eenvoudig uit twee evenredigheden die gebaseerd 
zijn op de in stelling 1 genoemde relaties:
b : a = p2 : q1, a : b = p1 : q2
In figuur 2 is de (gebruikelijke) constructie van lijnstukken 
met lengtes q1, q2 uitgevoerd, uitgaande van een lijnstuk 
KL met lengte a + b, en lijnstukken met lengtes p1, p2 .

Dick Klingens beschrijft constructies met passer en liniaal met behulp van de 
toegevoegde middellijnen van een ellips. 
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figuur 2

Zoals bekend is het met p&l construeren van een kegel-
snede alleen puntsgewijs mogelijk. Voor de constructie 
van een punt van de ellips (in casu het punt P) kies ik 
een loodrechte lijnvermenigvuldiging [4] van de cirkel C1 
(middelpunt O) met straal a ten opzichte van de x-as met 
factor b/a. Zie daartoe figuur 3, waarin de lengte van de 
straal van de cirkel C2 (middelpunt O) gelijk is aan b 
(hier met b < a).
Ik zal laten zien dat bij die lijnvermenigvuldiging (het 
woord ‘loodrechte’ laat ik in hetgeen volgt maar weg) een 
cirkel inderdaad wordt afgebeeld op een ellips.

figuur 3

In de appendix (paragraaf 4) [3] toon ik aan, dat deze 
afbeelding (met een factor kleiner dan 1) overeenkomt met 
een orthogonale projectie van een cirkel in de 3-dimensio-
nale euclidische ruimte op een vlak.

De vergelijking van C1 is x2 + y2 = a2; daarop ligt het 
punt P1. Met [5] x(P1) = x1, y(P1) = y1 geldt dan:
x1

2 + y1
2 = a2					     (1)	

Het punt P is het beeld van P1 bij de bedoelde lijnverme-
nigvuldiging. Met x(P) = x, y(P) = y is nu:

1 1

1 1

( ) ( )
( ) / ( ) /

x P x P x x
y P b a y P y a b y

= ⇒ = 
 

= ⋅ ⇒ = ⋅ 
 (2)

Immers, in driehoek 
OPxP1 is P1Px : PPx = P1O : P2O of y1 : y = a : b.
Uit (1) en (2) volgt dan door substitutie de vergelijking 
van de meetkundige plaats van het punt P als P1 de cirkel 
C1 doorloopt:
x2 + (a/b)2 ∙ y2 = a2  of  b2x2 + a2y2 = a2b2

En dit is inderdaad de vergelijking van Γ.
Gevolg (van stelling 1). Het punt Q in figuur 3 is uiter-
aard ook het beeld van een punt van C1 bij de onderhavige 
lijnvermenigvuldiging, namelijk van Q1. Voor het product 
van de rico’s van OP, OQ geldt (per definitie):
rico(OP) ∙ rico(OQ) = -b2/a2.
Nu is rico(OP1) = a/b ∙ rico(OP), rico(OQ1) = 
a/b ∙ rico(OQ), zodat:
rico(OP1) ∙ rico(OQ1) = a2/b2 ∙ -b2/a2 = -1
De lijnstukken OP1 en OP2 (stralen van C1) staan dus in 
O loodrecht op elkaar. En, het omgekeerde is eveneens 
juist.

Gegeven: twee toegevoegde stralen van een ellips
Ik merk allereerst op dat het werken met coördinaten 
ten behoeve van een p&l-constructie, zoals in de vorige 
paragraaf, niet mogelijk is als alleen twee toegevoegde 
stralen van een ellips in ligging en grootte gegeven zijn.
In de nu volgende theoretische voorbehandeling (de 
analyse) van de constructie zal ik echter wél gebruik 
maken van de halve assen.

figuur 4

In figuur 4 is de straal van cirkel C1 gelijk aan a en 
die van C2 gelijk aan b. Voorts zijn er twee onderling 
loodrechte lijnen door O getekend: OA, OB; dit zijn de 
(symmetrie)assen van de ellips.
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De punten P, Q van de ellips zijn de beelden van de 
punten P1, Q1 (op cirkel C1) bij de lijnvermenigvuldiging 
ten opzichte van de lijn OA (de drager van een middellijn 
van C1).

De lijnstukken OP1 en OP2 zijn zo gekozen dat ze 
loodrecht op elkaar staan. Op grond van het gevolg van 
stelling 1 zullen OP en OQ dan toegevoegde stralen van 
de ellips zijn.
De in Q rechthoekige driehoek QQ1Q2 (Q2 op cirkel C2) 
wordt geroteerd in wijzerrichting (over -90o) met O als 
centrum. Het beeld van die driehoek is driehoek Q’P1P2 
(P2 op cirkel C2).
Verder is PQ’ & OA = U en PQ’ & OB = V. Dan is 
vierhoek PP1Q’P2 een rechthoek waarvan de zijden twee 
aan twee evenwijdig zijn met de assen van de ellips. 
Daardoor maakt de lijn UV dezelfde hoeken met de assen 
van de ellips als de lijn OP1 (beide zijn drager van een 
diagonaal van de rechthoek). Dan is, en zie de gelijk-
benige trapezia OP2Q’V en OUPP2:
OP1 = a = OP2 + P2P1 = b + Q’P = 
VQ’ + Q’P = VP 
OP2 = b = UP
Ik formuleer nu, deels op grond van wat hierboven is 
gevonden:

Stelling 2. Zijn OP en OQ toegevoegde stralen van een 
ellips (met halve assen a en b), is Q’ het beeld van Q bij 
een rotatie om O over -90o en is M het midden van PQ’, 
dan snijdt de lijn PQ’ de cirkel met middelpunt M en 
straal MO in de punten U en V (zie figuur 4), waarbij 
VP = a en UP = b.

Bewijs. Voor de punten U, V op de lijn PQ’ geldt dan 
VP > UP. Verder is VQ’ = OP2 = UP (zie de genoemde 
trapezia), zodat het midden M van het lijnstuk PQ’ ook 
het midden is van het lijnstuk UV. Met andere woorden: 
M is het middelpunt van de omcirkel van de (in O recht-
hoekige) driehoek OUV. 

Tot zover de theoretische aanloop naar de hierna volgende 
p&l-constructie.

De constructie van Rytz
Geheel conform stelling 2 kunnen de grote en de kleine 
as van een ellips met p&l worden geconstrueerd als alleen 
twee toegevoegde stralen OP en OQ gegeven zijn; zie 
figuur 5.

figuur 5

Constructiestappen bij de in ligging en grootte gegeven 
lijnstukken OP en OQ. [6]

1. Loodlijn(O, OQ) = n
2. Cirkel (O, Q) = Cr // t.b.v. de rotatie.
3. Cr & n = Q‘
4. Midden(P, Q‘ ) = M
5. Lijn(P, Q‘ ) = l
6. Cirkel(M, O) = C
7. C & l = {U, V}
8. Passer(VP, O) = C1 ; Passer(UP, O) = C2
9. Lijn(O, U) = x ; Lijn(O, V) = y // dit zijn de assen van

de ellips.
10. C1 & x = {A, At} ; C2 & y = {B, Bt} // dit zijn de

toppen van de ellips.

De ellips is nu bepaald door vijf van de zes (acht) punten 
A1, A2, B1, B2, P, Q, (Pt , Qt).
Deze constructie, die voor het eerst gepubliceerd is in 
1845, is vernoemd naar de Zwitserse wiskundige David 
Rytz von Brugg (1801–1868).

Het waarom?
Het antwoord op die vraag is natuurlijk niet alleen 
‘Vanwege de wiskunde!’. Het met p&l construeren van een 
ingeschreven cirkel in een vierkant kost minder dan een 
cent: construeer het midden van twee geschikte lijnstukken 
en je hebt het middelpunt en een raakpunt van die cirkel, 
zie figuur 6 (links). Het tekenen (want met p&l écht 
construeren gaat immers niet) van een ingeschreven ellips 
van een parallellogram, zie figuur 6 (rechts), waarin ook 
de assen van het parallellogram zijn weergegeven, kost 
toch wel iets meer!

figuur 6

EUCLIDES  |  december 2020 33



Maar, een eigenschap van twee toegevoegde middel-
lijnen van een ellips kan bij dit laatste uitkomst bieden, 
namelijk:

Stelling 3. De meetkundige plaats van de middens van de 
koorden van een ellips die evenwijdig zijn met een middel-
lijn van die ellips, is de aan die middellijn toegevoegde 
middellijn, zie figuur 7.

Een analytisch bewijs van deze stelling staat in de 
appendix (in paragraaf 2).[3]

figuur 7

In figuur 7 zijn ook de raaklijnen in de eindpunten van 
beide toegevoegde middellijnen PPt en QQt weergegeven.
Deze zijn uiteraard (?) evenwijdig met de betreffende 
middellijn.[7]

Een slotopdracht. Construeer met p&l de assen van een 
ingeschreven ellips in een gegeven parallellogram.
Hierbij merk ik op, dat er natuurlijk méér ingeschreven 
ellipsen zijn dan die ene die kan worden ‘gevonden’ met 
de constructie van Rytz.[8]

Voor de appendix bij dit artikel:

vakbladeuclides.nl/963klingens

Noten
[1] 	�In hetgeen volgt betekent u & v = {X, Y}:

de punten X en Y zijn de snijpunten van
de meetkundige objecten u en v; u & v = X
betekent: X is een/het snijpunt van u en v.

[2] 	�De algemene geldigheid van de stelling wordt
geen geweld aangedaan door te stellen dat
p1, p2 > 0 en ook q1, q2 > 0.

[3] 	�Voor de appendix bij dit artikel:
vakbladeuclides.nl/963klingens

[4] 	�Een lijnvermenigvuldiging behoort tot de klasse
van affiene afbeeldingen van het euclidische
vlak op zichzelf. Zie voor een beschouwing
daarvan bijvoorbeeld: http://www.pandd.demon.
nl/promeet/affien.htm#41

[5]	� Met x(U) c.q. y(U) wordt in hetgeen volgt
bedoeld: de x-coördinaat van het punt U c.q. de
y-coördinaat van het punt U.

[6] 	�De functies die in de constructiestappen
worden gebruikt, komen in het algemeen
overeen met functies die zijn opgenomen in
computer-tekenprogramma’s, zoals GeoGebra.
Na // staat commentaar bij de constructiestap.
Zie: https://www.geogebra.org.

[7] 	�Zie opmerking 2 bij stelling 3 in paragraaf 2
van de appendix.

[8] 	�In de appendix (paragraaf 5) staat een
eenvoudiger methode om punten van een in
een parallellogram ingeschreven ellips te
construeren. Die methode is gebaseerd op
een orthogonale projectie, waarvan een korte
inleiding staat in paragraaf 4 van die appendix.
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En hLermee kan dan het (ongebruLkelLjke) bewLjs van 
stellLng 1 redelLjk eenvoudLg worden geleverd. 

A 

C' 

B D C 

figuur 2 

Eerste bewijs van stellin� 1 
In de configuraüe van figuur 2 moet dus bewezen worden: 
80: CO= BA : CA = c: b 
De loodlLjn uLt 8 op AD snljdt de lLjnen AD, AC Ln opvol­
gend O', C'. Dan LS drLehoek ABC gelLjkbenLg (met top 
A), zodat ook 80' = C' D'.

Ik beschouw nu drLehoek BCC' met als transversaal de lLjn 
AO'O. Volgens stellLng 2 geldt dan Ln dLe drLehoek: 

DB.AC_D'C'=1 ⇒ 08.AC.1=1 ⇒
DC AC' O'B DC AB 1 

DB=AB ⇒ 80:CD=c:b
DC AC 

Opmerklngen 
1) Er ZLjn natuurlLjk ook andere verschLjnLngsvormen van
de bLssectrLcestellLng. Zo LS met 80 = p, CO = q
natuurlljk p : q = c: b. Met BC = a LS dan:

BD=p=__Qf_, CD=q=__!!,Q_ 
b+c b+c 

2) In figuur 3 LS AD de buitenbissectrice van hoek A. Ook
hLer geldt: 80 : CO = c: b
Het hLerboven staande bewljs (van stellLng 1) kan on­
veranderd worden gebruLkt om de juLstheLd van deze eLgen­
schap te bewljzen. Blj een bLnnenbLssectrLce spreekt men
van een inwendige verdelLng van de overstaande zljde, bLj
een buLtenbLssectrLce van een uitwendige verdelLng van dLe
zLjde.

3) Met een bewLjs ULt het ongerljmde kan ook de
omgekeerde stellLng van stellLng 1 worden bewezen.
StellLng 1 (omgekeerd). Als een lLjn door een hoekpunt
van een drLehoek de overstaande ZLjde verdeelt Ln stukken
dLe ZLch verhouden als de opstaande zLjden, dan LS dLe lLjn
een bLssectrLce van de betreffende hoek.

36 

In paragraaf 1 van de appendLx141, staat het bedoelde
bewLjs. 

A 

O'
v 

D B C 

figuur 3 

Tweede bewijs van stellin� 1 
Een analytisch bewljs van stellLng 1 LS overLgens redelLjk 
elementaLr. Ik hes daartoe een orthogonaal assenstelsel 
xOy waarvan de x-as de drager LS van de ZLjde BC van 
drLehoek ABC en waarvan de y-as door het punt A gaat; 
ZLe figuur 4. 

y-as

x-as

C 

figuur 4 

Ik ga dan uLt van A = (0, r), 8 = (-p, 0), C = (q, 0) met p,

q, r > 0 en p < q. VergelLjkLngen van de opstaande zljden 
ZLjn dan: 
AB: y = .!.... (x + p) 

Pr AC: y = - q (x - q)
Volgens een 'bekende formule'l5l LS dan de vergelLjkLng van
het bLssectrLcepaar van hoek A 

rx-py+pr
,J r 2 +p2 

De x -coördLnaat x
0 

van het punt O (y
0 

= 0) voldoet dan,
met c =AB= ✓(r2 + p 2), b = AC = ✓(r2 + q2)

en na delLng door r, aan de vergelLjkLng: 

1x:p1=1x�q1 ⇒ b(x + p) = ±c(x- q)
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Omdat x
0 

> 0 LS, moet Ln de laatste vergelLjkLng het 
mLnteken gebruLkt worden. Dan LS: 

-bp + qc
bx + bp = -ex+ eq ⇒ x0 =-��

b +c 

en daarmee LS, met p + q = a: 

80 = P + -bp + qc 
= p + q e = ac

b +c b +c b +c

en CO= q - -bp + qc 
= p + q b = _QQ_

b +c b +c b +c

waarult opnLeuw blLjkt (zLe opmerhng 1 hLerboven) dat 
80: co= e: b

N.B. De keuze van p < q Ln het bewLjs heeft natuurlLjk 
geen Lnvloed op de algemene geldLgheLd van de stellLng. 
Als p = q LS, LS de drLehoek A-gelLjkbenLg. En daarLn LS 
stellLng 1 trLvLaal. 

Andere bewijzen van de bissectricestellin� 
Voor een Lets geeomplLeeerder bewLjs van stellLng 1 dat 
alleen op gelLjkvormLgheLd van drLehoeken LS gebaseerd, 
verwljs Lk naar paragraaf 2 van de appendLx. DaarLn staat 
ook het meest gebruLkelLjke bewLjs. 
Een bewLjs van de bLsseetrLeestellLng waarLn gebruLk 
gemaakt wordt van omtrekshoeken (op een drkel), staat 
meestal niet Ln de leerboeken, omdat de daaraan ten grond­
slag Uggende theorLe later Ln het eurrLeulum aan de orde 
kwam/komt. Ik heb (een deel van) dLe theorLe opgenomen 
Ln de appendLx (ZLe paragraaf 3). HLeronder gebruLk Lk dan 
omtrekshoeken voor het bewLjs van stellLng 1. 

Derde bewijs van stellin� 1 
In figuur 5 snLjdt de A-bLsseetrLee van drLehoek ABC de 
zLjde BC Ln het punt Oen de omeLrkel van de drLehoek 
ook Ln het punt O'.

Nu LS: 
LBAO = ½bg(BO') = LO'BC (omtrekshoeken)

LO'AC = ½bg(O'q = LOCO' (omtrekshoeken)

De bogen 80' en CO' ZLjn daarmee dus aan elkaar gelLjk. 
Voorts ZLjn de drLehoeken ABO' en 800' gelLjkvormLg 
(hh), zodat: 
AB : 80 = 80' : 00' (1)

En de drLehoeken ACO' en COO' ZLjn dat eveneens, zodat: 
AC: CO = CO' : 00' (2) 

En drLehoek BCO' Ls O'-gelLjkbenLg, zodat: 
80' = CO' {bLj gelLjke bogen horen gelLjke koorden)(3) 

ULt (1 ), (2) en (3) volgt: 
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figuur 5 

AB : 80 = AC: CO of ook 80 : CO = AB : AC 
En dLt LS wat Ln stellLng 1 LS verwoord. 

De bissectriceformule 
De uLtdrukhng waarmee de lengte van een bLsseetrLee van 
een drLehoek kan worden berekend LndLen de lengtes van 
de zLjden van dLe drLehoek gegeven zljn, staat bekend als 
de bisseetrieeformule. Üle formule luLdt voor de bLsseetrLee 
d

0 

= AD (met punt O op Bq van hoek A van drLehoek 
ABC (met a, b, e als lengtes van de zLjden): 
d} = be - pq ( 4)

waarbLj dan weer 80 = p LS en CO = q, ZLe figuur 6.

b 

q 

B D a C 

figuur 6 

De bLsseetrLeeformule wordt meestal afgeleLd met de 
stelling van Stewart 161. Ik zal hLer echter een bewLjs laten 
volgen waarLn een ruLt een bLjzondere rol speelt. Twee 
andere bewLjzen, de eerste met gebruLk van gelLjkvor­
mLgheLd en de tweede met gebruLk van de stellLng van 
Pythagoras, staan Ln de appendLx (paragraaf 4).

In figuur 7 Ls DE Il CA, OF Il BA, CU .l_ AB, OV .l_ AB, 
en LS 5 het snLjpunt van EF en de A-bLssectrLce AD van 
drLehoek ABC. VLerhoek AEOF LS dan een parallellogram, 
en omdat AD ook bLssectrLce LS van de hoek A daarvan, LS 
AEOF een ruit. Van het feLt dat AE = DE LS, zal Lk een 
enkele keer gebruLk maken. En Ln dLe ruLt LS (natuurlLjk) 
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D C 
---------0------

figuur 7 

ook AS = ½AD. Volgens de bLssectrLcestellLng LS:
BO : CO = AB : AC = c : b 
Ook hLer gebruLk Lk BO = ___iK_. ULt de gelLjkvormLgheLd

b+e 

(hh) van de drLehoeken BOE en BCA volgt:

BO : BC = DE : CA ⇒ DE = CA . BO =
12. ___iK_ = .l!_ç_ (= AE)

BC (5) 
o b+e b+e

De drLehoeken AOV en AES zljn eveneens gelLjkvormLg
(hh), zodat:
AD : AE = A V: AS ⇒ AD : AE = A V: ½AD ⇒

A02 = 2AVAE (6)
En het rechterlLd van uLtdrukkLng (6) verdLent nu verdere 
uLtwerkLng. OpnLeuw gelLjkvormLgheLd: drLehoek EVD LS
gelLjkvormLg (hh) met drLehoek AUC, waaruLt volgt:

EV: AU = DE : CA ⇒ EV: AU = DE : b ⇒
MET (5) 

EV=Au DE = AU--e-
b b+e 

In de drLehoeken BUC en AUC Ls dan:
a2 = CU2 + BU2 = (b2 -AU2) + (c2 - AU2) = 

b2 +e2 -02 
b2 + c2 - 2c . AU zodat: AU 
En nu blLjkt met relaüe (7): 2e 

EV = b2 +e2 -02 __ e_ b2 +e2 -02 

2e b+e 2(b+e) 
ULt AV = AE + EVen opnLeuw (5) volgt dan:

(7) 

be b2 +e2 -o 2 2be+b2 +e2 -o 2 (b+e}2-o 2 

AV=-·---
b+e 2(b+e) 2(b+e) 2(b+e) 

En met deze laatste uLtdrukkLng gaat relaüe (6) over Ln: 

AD2 =2· (b+e}2-02 _.l!_ç_=be[1 o 2 )
2(b+e) b+e (b+e)2 (8) 

Of ook: 
d2 =be oe-ob be-pq

0 (b+e)(b+e) 
En ja, dLt LS uLtdrukkLng (4). 
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Voor de appendLx bLj dLt arükel ZLe: 
�,., vakbladeuclides.nl/967bissectricestelling 

Noten 
[1] Zle ook: VredenduLn, P.G.J. (1969). In memorLam

Cor Alders. Euclides, jaargang(44), nr. 5, p. 129.

[2] 

[3] 

[4] 

[5] 

[6] 

Naar Menelaos van AlexandrLë (70 - 130,
Egypte). Menelaos gebruLkte de stellLng Ln
zljn boek Sphaerica bLj de behandelLng van
drLehoeken op een boloppervlak.
Zle https:( /en. wikipedia.org/wiki/Menelous_
of_Alexondrio en https://nl.wikipedia.org/
wiki/Stelling_van_Menelaos De op deze
laatste pagLna gegeven eLgenschap wLjkt Lets
af van de hLerboven staande door een ander
uLtgangspunt, Ln dLt arükel namelljk het begrLp
deelverhoudLng; ZLe [3].
Met drLe collLneaLre, verschLllende punten P, Q,

X LS de zogeheten deelverhoudLng (PQX) van
het lLjnstuk PQ per definitie gelLjk aan E·XP/XQ.

DaarbLj moet rekenLng gehouden worden met
de orLëntaüe van dLe ( deel)lLjnstukken. Ugt X
op het Ujnstuk PQ, dan LS E =-1; Ugt X op een
verlengde van PQ dan LS E = 1.
Zle de websLte van Euclides voor de appendLx
bLj dLt arükel.
HLer staat nLets anders dan dat de afstand van een
punt met coördLnaten (x, y) tot de lLjn AB gelLjk LS 
aan de afstand van datzelfde punt tot de lLjn AC. 
Een bLssectrLce van een hoek wordt hLer opgevat
als de meetkundige plaats van de punten dLe
gelijke afstand hebben tot de benen van dLe hoek 
Naar Matthew Stewart (1717-1785, Schotland).
Zle https://nl.wikipedia.org/wiki/Matthew_Stewart
Voor de naar hem vernoemde stellLng ZLe bLjvoor­
beeld: http://www.pandd.demon.nl/stewart.htmv
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Dick Klingens

Zo maar een examenvraagstuk 
van vroeger

Na alle recensies van de examens van dit jaar in Euclides 97-1 is het interessant om te kijken 
naar een examen van 63 jaar geleden, weliswaar niet uit het voortgezet onderwijs, maar van de 

docentenopleiding.

Examen Wiskunde L.O. 1958 Planimetrie 
(vraagstuk 3 van 3)
Van driehoek ABC is hoek A in ligging en grootte, de 
zijde BC in grootte gegeven.
De loodlijnen in B en C respectievelijk op AB en AC 
getrokken snijden elkaar in S.
a. Bepaal de meetkundige plaats van het punt S.
b. �Bepaal de meetkundige plaats van het hoogtepunt

van driehoek ABC.

Toelichting
	� In ligging en grootte’ betekent voor een meetkundig 

object dat het een vaste positie in het vlak heeft en 
een vaste (gegeven) grootte. Is een object alleen ‘in 
grootte’ gegeven, dan houdt dat in dat het object 
een vaste (gegeven) grootte heeft en ook zo in het 
vlak kan worden verplaatst, dat daarbij die grootte 
niet verandert.

	�   �Onder ‘bepalen’ moet hier worden verstaan:
  1 �duidelijk aangeven welke meetkundige figuur door 

het punt S c.q. het hoogtepunt wordt doorlopen 
(rechte lijn, cirkel, … of delen daarvan), en ook:

  2 �in de toelichting/uitwerking laten blijken welke 
stappen zijn gezet om tot het bedoelde onder punt 
a en b te komen.

 	� Zie verder de noten [1, 2].

Analyse bij vraag a

figuur 1

In figuur 1 staat een eerste schets. De benen van hoek A 
zijn de halve lijnen l en m. Ik ga er, om te beginnen, van 
uit dat voor de grootte α van hoek A geldt: 0 < α < 90o. 
Omdat α en de lengte van BC (= a) constant zijn, volgt 
uit 

αsin
a = 2R (uitgebreide sinusregel in driehoek ABC) 

dat ook de straal R van de omcirkel Ω van de driehoek 
constant is.
Omdat vierhoek ABSC een koordenvierhoek is (de hoeken 
B en C van die vierhoek zijn immers beide gelijk aan 90o), 
ligt het punt S eveneens op Ω.
Voorlopige conclusie: de meetkundige plaats (verder 
afgekort tot mpl) van het punt S is Γ = Cirkel(A, 2R), of 
die mpl is een deelverzameling van Γ.
Zie nog steeds figuur 1. Er is een punt C ’ op m waarvoor 
BC ‘ = a. De punten C en C ’ zijn de snijpunten van  
KB = Cirkel(B, a) met de lijn m. Het punt C ’ geeft
uiteraard ook een punt S ‘ (op Γ) dat element is van de 
gezochte mpl.
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De punten S en S ‘ liggen symmetrisch ten opzichte van 
de lijn l, omdat die lijn een middellijn is van KB.
In figuur 2 is het punt C als uitgangspunt genomen. 
De punten B en B ‘ zijn de snijpunten van de lijn l met 
KC = Cirkel(C, a). Het punt B ‘ geeft met de loodlijn in
B ‘ op l en opnieuw die in C op m het punt S ‘’ (dat uiter-
aard ook op Γ ligt.
En in dit geval liggen de punt S en S ‘’ symmetrisch ten 
opzichte van de lijn m.

figuur 2

Het is duidelijk dat de punten B en C, en daarmee de 
lijnen l en m, voor een verder onderzoek kunnen worden 
verwisseld. In de volgende paragraaf ga ik uit van varia-
bele punten B op de lijn l.

Het punt B beweegt
Ik kies nu een punt Bs op de lijn l als ‘sturend punt’ van
de gezochte mpl, met daarbij Ks = Cirkel(Bs, a) waarmee
ik de punten Ci (met i = 1, 2) op de lijn m vastleg.
Vervolgens heb ik GeoGebra de mpl van de punten 
Si (i = 1, 2) laten tekenen, zie figuur 3.[3]

figuur 3

Deze mpl bestaat uit twee delen, Π1 en Π2. Dit zijn bogen 
op de hierboven genoemde cirkel Γ:
	� het punt S1 is het ‘beschrijvende punt’ van de boog 

Π1;
	� het punt S2 is het ‘beschrijvende punt’ van de boog 

Π2.

Als de afstand van het punt Bs tot de lijn m kleiner is dan
a, dan bestaan de punten C1, C2 niet; immers, de cirkel Ks
snijdt dan de lijn m niet. Als die afstand evenwel gelijk is 
aan a, dan vallen de punten C1, C2 samen (dit is het punt 
C∗ in de figuur). Er is dan uiteraard slechts één punt S. In
figuur 3 valt dit punt (hier met de naam S∗ ) samen met
het punt B∗, d.w.z. met het snijpunt van de halve lijn l met
de cirkel Γ (zie ook de paragraaf ‘Raking?’).

De eindpunten van de mpl
Zie nu figuur 4. Het linker eindpunt van de mpl, het punt 
Sa, wordt gevonden als het punt C2 samenvalt met het
punt A. In dit geval ligt Bs zo op l dat ABs = a;
deze positie wordt in de figuur aangeven door het punt 
Ba (op l). Het rechter eindpunt van de mpl, het punt SA,
wordt gevonden als het sturende punt Bs samenvalt met
het punt A. De cirkel KA, met middelpunt A (≡ BA) en
straal a, snijdt dan de lijn m in het punt CA.

figuur 4 NB: Het punt C1, dat een snijpunt is van de lijn m met 
Ka = (Ba, a), ligt niet op Π1

Conclusie bij vraag a
Uit de overwegingen in de voorgaande paragrafen kan nu 
worden geconcludeerd:
	� de in onderdeel a van het vraagstuk bedoelde mpl 	

�ik geef die mpl de naam Π – is een boog van de 
cirkel Γ = (A, 2R ). De grootte van die boog is gelijk 
aan (180o – α);

	 Π = Π1 ∪ Π2.
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En verder. Die boog bestaat uit drie eenvoudig te onder-
scheiden delen, namelijk:

	� de boog binnen hoek A met een grootte gelijk aan α 
(immers hoek A is een middelpuntshoek van Γ;

	� twee bogen met elk een grootte van (90o – α), die 
rechts en links aansluiten op de boog waarop hoek A 
staat.

In figuur 4 zijn de bij de drie bogen behorende middel-
puntshoeken benoemd als A1, A2, A3.

Raking?
In de paragraaf ‘Het punt B beweegt’ is alleen vermeld 
dat K∗ = Cirkel(B∗, a), waarbij B∗ het snijpunt is van
l met Γ, raakt aan de lijn m (in het punt C∗).
Deze bewering moet natuurlijk bewezen worden! Ik formu-
leer de te bewijzen eigenschap, (enigszins) onafhankelijk 
van het vraagstuk, in het volgende lemma.

Lemma 1. Van driehoek ABC is R de straal van de 
omcirkel. Is D het snijpunt van de halve lijn AB met de 
cirkel(A, 2R ) en is D’ de loodrechte projectie van D op de 
zijde AC, dan is BC = DD’. 

figuur 5

Bewijs. In driehoek ABC is volgens de sinusregel:

αsin
BC = 2R zodat BC = 2Rsinα. 

In de D ‘-rechthoekige driehoek D’AD is: 
sinα = ′DD

AD
= ′

2
DD
R

zodat DD ’= 2Rsinα. Hieruit volgt 

dan onmiddellijk het gestelde.

Analyse bij vraag b; de mpl van H
Als een vraagstuk op de manier wordt voorgelegd zoals 
hier het geval is, dan ligt het voor de hand te veron-
derstellen dat er een verband is tussen de vragen a en 
b, te meer omdat er ook enige overkomst is tussen de 
ontstaanswijze van de beide mpl’en.

figuur 6

In figuur 6 wordt het hoogtepunt H immers gevonden als 
snijpunt van de loodlijnen in de punten E en F, op de lijnen 
AC en AB, waarbij die punten dus de voetpunten van de 
hoogtelijnen van de driehoek op de benen van hoek A zijn. 
Daarom veronderstel ik, en bewijs ik vervolgens:

Lemma 2. Als in de onderhavige configuratie (punt A is vast, 
hoek A is constant, BC is constant), dan is EF constant.

Bewijs. In figuur 6 is het lijnstuk EF een zijde van de 
zogeheten voetpuntsdriehoek[4] DEF van driehoek ABC.
De projectie Oa van het middelpunt O van de omcirkel Ω
van driehoek ABC op de zijde BC is het midden van BC. 
Verder is in driehoek OOaC:

	� OC = R (straal van Ω) en ∠OaOC = α. Dan is in
driehoek OOaC: cosα = aOO

R
 zodat OOa = Rcosα. 

Volgens een bekende eigenschap[5] is ook: 
       AH = 2⋅OOa. Zodat:
	� AH = 2Rcosα (met andere woorden: AH is constant). 

Toepassing van de sinusregel in driehoek AEF (een 
deel van de koordenvierhoek AFHE) geeft nu:

	
αsin

EF = 2R∆AFE = AH, zodat:

	 EF = AH⋅ sinα= 2Rcosα⋅sinα= Rsin(2α).
Maar R en α zijn beide constant, en daarmee is ook EF 
constant. Wat te bewijzen was.

Door de geldigheid van lemma 2 is de situatie voor de 
mpl ΠH van het hoogtepunt van de driehoek(en) ABC
analoog aan die voor de mpl van het punt S bij vraag a.

Conclusie bij vraag b
	� de mpl ΠH van het hoogtepunt H van de driehoeken

ABC is het door de lijnen ASA en ASa begrensde
boogdeel van de cirkel(A, AH) = ΓH;

	� conform de conclusie in de paragraaf ‘Conclusie bij 
vraag a’ is de grootte van deze boog gelijk aan 

	 (180o – α). 
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En ook:
	�� de mpl ΠH is de productfiguur van de mpl Π bij een

vermenigvuldiging met de factor (cosα) met het punt 
A als centrum.

Hoek A: recht en stomp
Na het voorgaande zal het niet moeilijk meer zijn in te 
zien hoe het zit met de bedoelde mpl’en als de hoek A van 
de driehoeken recht of stomp is; zie de figuren 7a en 7b.

figuur 7a Hoek A is recht. Dan is ΠH ≡ A ≡ H.

figuur 7b Hoek A is stomp (cosα < 0).

Conclusie
	� ook als hoek A recht is of stomp, is Π een deel 

van Γ, begrensd door de lijnen ASa en ASA;
	 in beide gevallen is de grootte van de boog weer 
	 (180o – α). En verder:
	� als α = 90o is, is de mpl ΠH ontaard in een enkel

punt, namelijk het punt A, omdat elke beschouwde 
driehoek A-rechthoekig is (dan is A ≡ H). Het 
punt H komt daardoor bij het verplaatsen van het 
punt Bs over de lijn l niet van zijn plaats.

	 �Ik merk nog op dat in dit laatste geval de verme-
nigvuldigingsfactor van Π naar ΠH gelijk is aan 0
(= cos90o).

En na dit alles, te bedenken dat in 1958 de deelnemers 
aan het examen voor het maken van de toelichtende 

tekening(en) slechts beschikten over potlood (met scherpe 
punt), passer, liniaal en, niet te vergeten, een vlakgom…

Noten
[1] 	�De akte LO-wiskunde behoort volgens mij

tot het Nederlandse ‘onderwijserfgoed’. Het
programma van die akte (LO staat voor lager
onderwijs) bestond uit: algebra, planimetrie,
gonio- en trigonometrie, stereometrie,
didactiek en methodiek. De wiskundige
inhoud daarvan is vergelijkbaar met het
wiskundeprogramma van het programma voor
vhmo (gymnasium, hbs) van voor 1968. Het was
inhoudelijk echter een stuk zwaarder. Het
examen Wiskunde-LO kende een schriftelijk en
een mondeling deel. Zie ook:
	�K.A. Blom (2000). Van de Acten
van  Bekwaamheid. In: Honderd jaar
wiskundeonderwijs – Een jubileum boek.
Leusden: NVvW; pp. 89–104. En eventueel ook:
https://nl.wikipedia.org/wiki/LO-akten

[2] 	�Bron: H.G.A. Verkaart (H. Herreilers, R.
Kooistra, eds.): Gids voor het Examen
Wiskunde L.O. Groningen:
P. Noordhoff N.V., 8e druk, 1960; pp. 5-9, p. 43.

[3] 	�In figuur 3 (en volgende) is het punt A’ het
tegenpunt van het punt A op de omcirkel van
een van de (mogelijk 	 niet weergegeven)
driehoeken ABC.

[4] 	�De voetpuntsdriehoek van een driehoek D is de
driehoek waarvan de hoekpunten de voetpunten
zijn van de hoogtelijnen van D.

[5] 	�Voor een bewijs van die eigenschap zie
stelling 	2 in:D. Klingens (2004):
	�Twee (belangrijke) eigenschappen van het
hoogtepunt van een driehoek en een gevolg
daarvan. https://www.pandd.nl/downloads/
eigenshoogtepunt.pdf
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Jammer
De ruimte die de vlakke meetkunde in het leerplan 
wiskunde voor havo/vwo inneemt, is in de loop der jaren 
kleiner geworden, en daarmee neemt natuurlijk ook de 
vaardigheid in het oplossen van meetkundeproblemen 
af – ook die van wiskundeleraren. Wat dat op termijn 
betekent voor de (vul maar in) wiskunde, wetenschap, 
samenleving, …, daarover heb ik wel mijn gedachten. Het 
enige wat ik er hier over kwijt wil, is dat het jammer is. 
Die gedachten kwamen bij mij op toen mij door een 
(jongere) oud-collega het volgende, eenvoudig ogende en 
hierna te bespreken constructieprobleem werd voorgelegd.

Gevraagd 
Zie figuur 1. Gegeven is een vierkant ABCD en een 
lijnstuk (met lengte) d. Op de lijn DC moet het punt P en 
op BC het punt Q zó geconstrueerd worden – uiteraard 
met passer en liniaal (p&l) – dat A, Q en P collineair zijn 
én PQ = d.

figuur 1

Oplossing? 
Met het plaatje erbij lijkt de oplossing inderdaad voor de 
hand te liggen (eenvoudig ogend). De driehoeken ABQ en 
PCQ zijn gelijkvormig. Als je dan voor het gemak AB = 1 
stelt en BQ = x, dan is AQ = √(1 + x2), zodat uit 
BQ : CQ = AQ : PQ = AB : CP volgt dat: 

(1) x : (1 – x) =√(1 + x2) : d
Maar dit leidt tot een vierdegraads vergelijking
in x! … En in BQ : CQ = AB : CP zit naast
x ook CP als onbekende. Evenwel, uit de gelijk-	

	 vormigheid van de driehoeken ABQ en PDA 
	 volgt: 

AB : PD = BQ : DA of 1 : PD = x : 1, zodat: 
(2) 	�PD = 1

x
En deze relatie speelt, zoals aan het einde 
zal blijken, een belangrijke rol.

Dan toch maar verder werken met relatie (1)? Nog even 
niet. Eerst nog een ander plaatje, zie figuur 2, waarin het 
punt P ‘wandelt’ over de lijn CD en de meetkundig plaatsen 
K, K’ worden getekend [1] van de snijpunten Q, Q’ van de 
lijn AP met de cirkel Γ met middelpunt P en straal d.

figuur 2

Tja, het probleem zou ‘GeoGebra-oplosbaar’ zijn als het 
snijpunt van die meetkundige plaats met BC, het punt Q 
in figuur 1, zou kunnen worden bepaald;[2] maar dat is dan 
niet met p&l! De constructie van de meetkundige plaats 
heeft overigens wel een bijzondere naam: neusis (ook wel 
neusis-constructie).[3, 4]

Dick Klingens

Een eenvoudig ogende opgave blijkt toch ingewikkelder te zijn. 

Meetkunde - eenvoudig,
of toch niet?

d
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Oplossen van de vergelijking 
Dus zit er niets anders op dan verder te gaan met de 
vergelijking die volgt uit de eerdergenoemde gelijkvormig-
heid. Kwadrateren van relatie (1) gevolgd door ordenen 
geeft:[5] 
(3a)	 x4 – 2x3 + (2 – d  

2)x2 – 2x + 1 = 0 
Merk op dat de coëfficiënten in (3a) symmetrisch 

	 (palindromisch [6]) zijn: 1, -2, (2 – d  
2), -2, 1. 

Dat biedt mogelijkheden voor de substitutie 
x + 1

x  = y, na deling door x2:
(3b)	 x2 – 2x + (2 – d  

2) – 2
x  + 2

1
x  = 0

En vervolgens, iets anders gerangschikt: 
(x2 + 2 + 2

1
x ) – 2(x + 1

x ) – d 
2 = 0,

zodat: y 
2 – 2y – d 

2 = 0 
Omdat y > 0 is, volgt hieruit: 

(4a)	 y = 1 + √(1 + d  
2)

Het aangename is dat het lijnstuk y in ieder geval 
	 p&l-construeerbaar is. 

Stel in (4) namelijk z = √(1 + d  
2). Dan volgt 	

daaruit dat z  
2 = 1 + d  

2 is. In een recht-
	 hoekige driehoek kan dan z, en dus ook 

y = 1 + z, worden gevonden. 
Zie daarvoor figuur 3, waarin:

(4b) 	 AD’ = d, BD’ = √(1 + d  
2) = z = BB’ 

En inderdaad, via de cirkel (B, BD’) is: 
(5) y = 1 + z = AB’

figuur 3

En dan moet met die y het lijnstuk x op basis van de 
relatie x + 1

x = y worden geconstrueerd. Maar, kan dat
wel met p&l?

Een driehoekje erbij 
Nu kan ik en ga ik gebruik maken van relatie (2): 
DP = 1

x
In mijn ‘analysefiguur’ – deze staat in figuur 4 – is P’ het 
voetpunt van de loodlijn uit P op AB. Dan is ook 
AP’ = 1

x , met als gevolg dat P’B’ = x,
immers x + 1

x = y = AB’.

figuur 4

Met AB = 1 = PP’ en BQ = x = P’B’ zijn de driehoeken 
ABQ en PP’B’ congruent (ZHZ). In die driehoeken is dan  
A = P, zodat ÐAPB’ = 90o. 
Daarmee ligt het punt P dus op de Thales-cirkel met AB’ 
als middellijn (middelpunt T ). En dan is het punt P met 
p&l te construeren als snijpunt van die cirkel met de lijn 
DC. De constructie van het punt Q is daarna triviaal.
De gehele p&l-constructie is nog eens opgenomen in
figuur 5, waarin de lengte van het gegeven lijnstuk
d (= AD’) nu groter is dan 1 (dus groter dan AD).

figuur 5

Wat zo eenvoudig oogde – en eigenlijk nog – eiste toch 
echt wel wat! 

D'
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Noten
[1] 	�De naam van de tweedelige meetkundige plaats

is conchoïde. Nikomedes (± 280 – ± 210 v.
Chr.) gebruikte zo’n kromme om het probleem
van de verdubbeling van de kubus (het
zogeheten Delisch probleem) op te lossen, een
probleem waarvan sinds 1837 (Pierre Wantzel)
bekend is dat het niet p&l-construeerbaar is.
Zie bijvoorbeeld op Wikipedia:
https://nl.wikipedia.org/wiki/Verdubbeling_
van_de_kubus Etymologie. Conchoïde < Gr.
kogcoeidhς (koncho-eidès), (een lijn) gelijkend
op een schelp. Een vroeger gebruikt woord voor
conchoïde is schulplijn.

[2] 	�Het programma GeoGebra heeft (nog?) geen
functie waarmee direct een snijpunt van een
meetkundige plaats met een ander meetkundig
object kan worden gevonden.

[3] 	�De methode werd in de klassieke oudheid toe-
	� past met een neusisliniaal bij constructies die

niet met p&l uitvoerbaar waren. In figuur 2 
fungeert de lijn AQ’ als zodanig. Voor een 
verdere toelichting zie: https://nl.wikipedia.org/
wiki/Neusis Etymologie. Het woord ‘neusis’ 
komt van het Griekse werkwoord neueiν (neu-
ein), dat ‘neigen’ betekent; wiskundig gebruikt 
als ‘inschuiven’. Zie ook: Meskes, A. & Tytgat, 
P. (2015). Met passer, liniaal en neusislat.
Zebra 41. Epsilon.

[4] 	�Zie paragraaf 2 in de appendix voor een
analytische afleiding van de vergelijking van
een conchoïde.

[5] 	�In de appendix staat in paragraaf 1 ook een
stukje analytische meetkunde dat tot dezelfde
vierdegraads vergelijking leidt.

[6] �Een algemene behandeling van zo’n vergelijking
staat in paragraaf 3 van de appendix.

[7] 	�Heath, T. (1921). A history of Greek
mathematics. New York (USA): Dover
Publications, reprint 1981; vol. II, pp. 412-416.

Naschrift 
En toen ik het bovenstaande in klad op papier had gezet, 
keek ik ook maar eens in de literatuur naar de constructie 
met de neusis en naar de conchoïde.[1] 
In [7], pag. 412 vond ik bij een stelling van Pappos van 
Alexandrië (290–350) een plaatje dat overeenkomt met 
figuur 4. En bij het lezen van de naam Nikomedes (de 
ontdekker van de kromme van figuur 2.) herinnerde ik 
me dat ik ooit (het bleek in 2005 te zijn) een stukje 
schreef over diens conchoïde – het had een paragraaf in 
een Zebra-boekje moeten worden. Ook hiervan is in de 
appendix het een en ander terug te vinden, namelijk in de 
paragrafen 4 (met het bedoelde plaatje), 5 en 6. 
En mijn oud-collega? Die heb ik niet alleen op de 
geschiedenis van het probleem gewezen, maar natuurlijk 
ook een kopietje van mijn uitwerkingen gegeven.

Een appendix bij dit artikel vind je op de Euclides-site.
      vakbladeuclides.nl/977meetkunde_eenvoudig

De artikelen die Dick voor Euclides schreef in één pdf:
     vakbladeuclides.nl/977dickklingens

Met dank aan Martin Kindt voor het redigeren van dit 
artikel.
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Raking, óók een klassiek probleem 

Dick Klingens 

Het probleem 

In het Duitse wiskundetijdschrift Die Würzel [1] stond in de laatste aflevering van de 54e jaargang 

(december 2019) een vraagstuk, onder nummer 2019-55, dat in mijn vertaling als volgt luidt: [2] 

Gegeven is een cartesisch coördinatenstelsel met een willekeurig punt P in het eerste kwadrant. 

Construeer de middelpunten van de door P gaande cirkels die aan de coördinaatassen raken. 

En vanzelfsprekend is een constructie gewenst die met passer en liniaal (p&l) kan worden uitgevoerd. 

Maar de noodzaak daartoe is er even vanzelfsprekend niet. 

Bij eerste lezing van het vraagstuk dacht ik “laat maar, het is bekend”, en misschien ook wel “het is niet 

geschikt om er iets mee te doen voor Euclides”. Maar toen echter ik de oplossing van het probleem in het 

juni-nummer van 2020 zag, veranderde mijn mening. Waardoor? 

In die oplossing, van de hand van Hans Schmidt (Magdeburg), wordt geen gebruik gemaakt van het 

gegeven dat de beide lijnen waaraan de cirkels moeten raken, loodrecht op elkaar staan. Dat 

coördinatenstelsel is dus nergens voor nodig, tenzij je… 

Oplossing 1, ongeveer als Hans Schmidt deed 

Ik geef mijn eigen oplossing van het probleem, maar de kern daarvan komt overeen met die van Schmidt. 

Daarbij, om de illustraties bij elke te geven oplossing met elkaar te kunnen vergelijken ga ik in ieder 

geval uit van een orthogonaal assenstelsel xOy. 

Allereerst. De bissectrice van een hoek is de meetkundige plaats van de middelpunten van de cirkels die 

raken aan de benen van die hoek. In figuur 1 is dat de rechte lijn d.  

Vervolgens. Een cirkel die door P gaat en waarvan het middelpunt op de lijn d ligt, gaat natuurlijk ook 

door het d-spiegelbeeld P' van P. Alle cirkels die deze eigenschap hebben, vormen een cirkelbundel. Nu 

moet dus een van de exemplaren van die bundel raken aan de x- en y-as. 

figuur 1 

In dit geval is de lijn PP' de machtlijn van de bundel en elk punt van die lijn heeft de eigenschap dat de 

raaklijnstukken uit dat punt aan alle exemplaren dezelfde lengte hebben (het kwadraat van die lengte is de 

macht van het punt bij de bundel).[3] 

Is S het snijpunt van PP' met de x-as (zie figuur 2), dan is het zaak zo’n raaklijnstuk uit S aan een 

willekeurig bundelexemplaar te construeren om daarmee een op de x-as gelegen raakpunt te kunnen 

vastleggen. 

444444
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figuur 2 

In figuur 2 is K een willekeurige cirkel (middelpunt M) die door P en P' gaat. Het raaklijnstuk SS' aan K 

wordt gevonden met een Thales-cirkel – hier een halve – op het lijnstuk MS. Met de cirkel met 

middelpunt S en straal SS' zijn vervolgens de punten T1, T2 op de x-as geconstrueerd. De snijpunten met d 

van de loodlijnen in T1, T2 op de x-as zijn dan de middelpunten M1, M2 van de gezochte cirkels K1, K2. 

Tot zover de oplossing van Hans Schmidt, die ook een bijzondere ligging van het punt P aan de orde 

stelde. Ik stel hierover alleen maar twee vragen.[4] 

Vraag 1a. Hoe verloopt de constructie van de punten T1 en T2 als het punt P op de bissectrice d ligt? 

Vraag 1b. Waarom zijn er, ook bij een willekeurige hoek tussen de lijnen x en y, ten hoogste twee 

oplossingen? 

Oplossing 2, de mijne en mét coördinaten 

Ik geef nu toch ook maar een constructie met gebruik van een rechthoekig assenstelsel. Daarin is 

P = (p, q), waarbij p en q in principe lengtes van gegeven lijnstukken zijn. 

Is M = (a, a) het middelpunt van een cirkel K die raakt aan de coördinaatassen, dan is een vergelijking 

van K: 

 
2 2 2 2 2 2( ) ( ) 2 ( ) 0x a y a a x y a x y a         

Omdat P op K ligt, geldt, na enige ordening: 

 
2 2 22( ) ( ) 0a p q a p q      

In deze relatie is a de lengte van een te construeren lijnstuk dat de straal is van een gezochte cirkel. Na 

wat rekenwerk volgt: 

 ( ) 2a p q pq  

En hieruit blijkt dat het lijnstuk a p&l-construeerbaar is. Deze constructie staat in het omkaderde deel van 

figuur 3. 

Voor het lijnstuk met lengte (2pq) = t geldt t 

2 = 2pq, zodat een lijnstuk met lengte t te construeren is als 

een hoogtelijn in een rechthoekige driehoek die beschreven is in een Thales-cirkel op een middellijn met 

een lengte van (2p) + (q).[5] 
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figuur 3 

De ligging van de punten M1, M2 op de lijn d is dan met de cirkels met middelpunt O en stralen 

a1 = (p + q) + t en a2 = (p + q) – t te vinden. K1 en K2 zijn weer de bijbehorende cirkels. 

En ik laat ook hier een vraag volgen. 

Vraag 2. Is er bij deze oplossing gebruik gemaakt van het feit dat P in het eerste kwadrant ligt? Verklaar 

het antwoord. 

Oplossing 3, de eenvoudigste? 

In figuur 4 staan twee parabolen, Πx en Πy, die beide het punt P als brandpunt hebben en opvolgend de 

lijnen x en y als richtlijn; de hoek tussen x en y is bijna 90o. 

De snijpunten van de parabolen zijn M1, M2. En voor zo’n snijpunt geldt, conform de definitie van 

parabool, met k = 1, 2: 

 MkP = afstand(Mk, x) = afstand(Mk, y) 

figuur 4 

Voor het tekenen van de parabolen heb je dan wel een computerprogramma nodig, want dat wil niet met 

p&l.[6] Maar, uit de eerder gegeven oplossingen blijkt dat de snijpunten van die kegelsneden wél p&l-

construeerbaar zijn. 

Het vraagstuk in een klassiek jasje 

Het raakprobleem van Apollonius uit de Oudgriekse wiskunde luidt, algemeen geformuleerd: [7] 

Gegeven zijn drie objecten, waarvan elk een punt (u), een lijn (v) of een cirkel (w) kan zijn. 

Construeer een cirkel die door elk der punten gaat – voor zover ze gegeven zijn – en die de gegeven 

lijnen of cirkels raakt. 
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De getallen u, v, w zijn de aantallen van de te beschouwen objecten, waarbij dus u + v + w = 3. Het 

probleem met (u, v, w) = (0, 0, 3) heeft 8 oplossingen.[8] In de vorige paragrafen is dus telkens u = 1, v = 2 

en w = 0. 

Het raakprobleem wordt iets interessanter, als in plaats van het punt P een cirkel K met middelpunt P 

wordt genomen. Dan is (u, v, w) = (0, 2, 1). Maar… dit deelprobleem kan eenvoudig worden teruggebracht 

tot probleem (1, 2, 0). 

figuur 5 

Als namelijk een cirkel X moet raken aan de lijnen x, y en aan de gegeven cirkel K, dan bestaat er een met 

X concentrische cirkel X' die door het middelpunt P van K gaat en raakt aan twee lijnen xt en yt (met 

snijpunt Ot) 

Dit zijn lijnen die over een afstand r (de straal van K) evenwijdig aan x en aan y verschoven zijn (via een 

translatie dus). Die cirkel X' is dus een oplossing van probleem (1,2,0). 

Bij de constructie van de cirkels X1 en X2 is in figuur 5 heb ik gebruik gemaakt van parabolen (zie 

Oplossing 3). 

Overigens, de Vlaamse wetenschapper Adriaan van Roomen (1561–1615) [9] was de eerste die, in 1596, 

kegelsneden gebruikte bij de oplossing van Apollonius’ probleem.[10] 

En tot slot: 

Slotvraag. Zijn hierboven alle oplossingen van (u, v, w) = (0, 2, 1) gevonden? Verklaar het antwoord. 

Noten 

[1] Het tijdschrift wordt uitgegeven door Wurzel, Verein zur Förderung der Mathematik an Schulen und 

Universitäten. Op de website van de vereniging (www.wurzel.org) staat onder meer: Unserer 
Zeitschrift richtet sich an Schüler und Lehrer der gymnasialen Oberstufe, an Studenten, Professoren 
und alle mathematisch Interessierten.

[2] Oorspronkelijk: Gegeben sei ein kartesisches Koordinatensysteem sowie ein beliebiger Punkt P im 
ersten Quadranten. Man konstruiere die Mittelpunkte der Kreise, welche beide Koordinatenachsen 
berühren und P beinhalten (Gerald Irsigler, Berlin).

[3] MARTIN KINDT (2019/20): Machtige meetkunde. In Euclides, jrg. 95/3, blz. 10-14 en jrg. 95/4,

blz. 26-30; elektronisch bereikbaar (na inloggen) via:

https://vakbladeuclides.online/

[4] Bij dit artikel hoort een Appendix. Daarin staan antwoorden op de vragen. Ook is er wat 
toelichtende theorie opgenomen en een 4e oplossing van het onderhavige probleem.

Zie bladzijde 50 en verder.
[5] Uit t 

2 = 2pq volgt 2p : t = t : q. Daarom zegt men ook: “t is de middelevenredige van 2p en q”; zie

paragraaf 3 in de Appendix.

[6] Een puntsgewijze p&l-constructie op basis van de definitie van parabool is uiteraard wel mogelijk

(punt-voor-punt-constructie).
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[ 5 ] 

[7] APOLLONIUS VAN PERGA (± 262–190 v.Chr.) in De Tactionibus (over aanrakingen), een verloren

gegaan, uit twee delen bestaand boek. Voor een reconstructie van de inhoud ervan zie:

TH. HEATH (1921): A History of Greek Mathematics. New York: Dover Publications; vol. II,

blz. 182 ev. (reprint 1981)

[8] Zie bijvoorbeeld:

Wikipedia-NL: Raakprobleem van Apollonius. Elektronisch bereikbaar via:

https://nl.wikipedia.org/wiki/Raakprobleem_van_Apollonius

[9] Wikipedia-NL: Adriaan van Roomen. Elektronisch bereikbaar via:

https://nl.wikipedia.org/wiki/Adriaan_van_Roomen

[10] A. MESKENS, P. TYTGAT (2017): Exploring classical Greek construction problems. Cham (Ch):

Birkhäuser; hoofdstuk 2, blz. 14-19.
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Appendix bij « Raking, óók een klassiek probleem » 

DICK KLINGENS (emailadres: dklingens@gmail.com) 

juni 2020 

1. Antwoorden bij de vragen

Vraag 1a 

Van de cirkelbundel door het op d gelegen punt P 

met middelpunten op d is de loodlijn in P op d de 

machtlijn. 

Is S het snijpunt van die machtlijn met de x-as, dan 

zijn alle raaklijnstukken uit S aan de bundelexem-

plaren gelijk aan de lengte t van SP. 

De raakpunten van de te construeren cirkels liggen 

dus op een afstand t aan weerszijden van S op de 

x-as.

En de middelpunten M1, M2 volgen vanzelf. ◊

Vraag 1b. Stel dat er een derde cirkel is die de x-as in U raakt. Dan is ook SU = SP = t. En dit betekent 

dat U met T1 of met T2 moet samenvallen. ◊ 

Vraag 2. Antwoord: Ja. 

Er is bij de afleiding van de waarde van ( ) (2 )a p q pq    inderdaad gebruik gemaakt van het feit dat 

P in het eerste kwadrant ligt. Ligt P namelijk in het tweede of vierde kwadrant, dan is 0p q  . In dit 

geval bestaat (2 )pq  niet. 

Ligt P in het derde kwadrant, dan zijn de waarden van p en q negatief en dan is a < 0 zijn. In dat geval 

moet (2 )pq p q   .  

Slotvraag 

Antwoord: Nee. 

Omdat de in het artikel genoemde transla-

tie in twee richtingen ten opzichte van het 

punt O kan worden uitgevoerd (naar Ot en 

naar Ot' ), zijn er nog twee andere oplos-

singen. 

Zie in de figuur hiernaast de cirkels X3 en 

X4, met raaklijnen xt' en yt’. 

Het deelprobleem (0, 2, 1) heeft dus maxi-

maal 4 oplossingen. ◊ 

2. Macht en machtlijn (bij Oplossing 1)

Ik verwees in noot 4 van mijn artikel naar hetgeen Martin Kindt in jaargang 95 (nrs. 3 en 4) van Euclides

over macht en machtlijn had geschreven in Machtige meetkunde I en II.
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Hieronder zet ik enkele zaken over macht en cirkel nog eens bij elkaar. 

Definitie. Een rechte lijn die met een cirkel twee verschillende punten gemeenschappelijk heeft, heet

secant van die cirkel.[1] ◊ 

Definitie. Is l een secant van de cirkel F met {A, B} = l & F [2] en is P een punt van l (zie figuur 3), dan

heet het getal (ε ∙ PA ∙ PB) de macht van P bij F. Hierbij is ε = +1 als P buiten F ligt en ε = -1 als P bin-

nen F ligt. Notatie, meestal zonder ε: μ(P, F) = μ(P) = PA ∙ PB. ◊ 

figuur 3 
Stelling 1 (secantstelling). Zijn l, m secanten van de cirkel F,

met snijpunten A, B resp. C, D en is P = l & m, dan is: 

 PA ∙ PB = PC ∙ PD 

Bewijs. De driehoeken PBC en PDA zijn gelijkvormig (hh),

zodat: 

 PB : PD = PC : PA 

waaruit het gestelde volgt. ◊ 

Opmerking. Het ‘secantproduct’ is dus constant bij elke secant door het punt P. 

Gevolgen 

(a) Is M het middelpunt van F en r de straal, dan blijkt via de secant PM dat:

 PA ∙ PB = (PM – r)(PM + r) = PM 

2 – r2

Zodat:

 μ(P) = PM 

2 – r2

(b) Is T het raakpunt van een raaklijn uit P aan F, dan is PM 

2 – r2= PT 

2, zodat:

 μ(P) = PT 

2

Of in woorden: van een buiten een cirkel gelegen punt is de macht bij die cirkel gelijk aan het kwadraat

van de lengte van het raaklijnstuk uit dat punt. ◊

Stelling 2. De meetkundige plaats van de punten waarvan het verschil van de kwadraten van de afstanden

tot twee gegeven punten constant is, is een rechte lijn die loodrecht staat op de lijn door die gegeven pun-

ten. ◊ 

Opmerking. Omdat “meetkundige plaats” hetzelfde begrip is als “verzameling” moet het bewijs van een 

stelling over een meetkundige plaats gesplitst worden in twee delen, te weten: [3] 

(1) als een punt de genoemde eigenschap heeft, dan moet dat punt op het genoemde object liggen, en:

(2) als een punt op het genoemde object ligt, dan moet dat punt de genoemde eigenschap hebben. ◊

Bewijs (van stelling 2). In figuur 4 zijn A en B gegeven vaste punten.

(1) P is een punt met de eigenschap dat PA2 – PB2 = d 

2 (waarbij d een gegeven constante is). De naamge-

ving is zo gekozen dat PA > PB.

figuur 4 Is S de loodrechte projectie van P op de lijn AB, dan is: 

(*)… PA2 – AS2 = PS2 = PB2 – BS2 

zodat: 

 d 

2 = PA2 – PB2 = AS2 – BS2 (conform het gegeven) 

of: 

 (AS – BS)(AS + BS) = d 

2 

en dan is, met AB = a: 

 
2d

aAS BS 

Omdat AS + BS = a is, kan uit beide laatste relaties een uitdrukking voor AS worden afgeleid: 

 
21

2 ( )d
aAS a 

Het punt S op de lijn AB heeft dus een vaste positie, onafhankelijk van het punt P, immers AS is onafhan-

kelijk van de lengte van PS.[4] 

Met andere woorden: alle punten P liggen op de loodlijn in het punt S op AB. 
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(2) Omgekeerd, ligt P op die loodlijn, dan blijkt uit (*) dat PA2 – PB2 constant is, omdat AS en BS con-

stant zijn. ◊

Een gevolg van stelling 2 is de – in dit verband belangrijke – volgende stelling. 

Stelling 3. De meetkundige plaats van de punten met gelijke machten bij twee cirkels is een loodlijn op de

verbindingslijn van de middelpunten van die cirkels. 

figuur 5 Bewijs. In figuur 5 zijn gegeven de cirkels F1(A, a) en

F2(B, b). Nu is voor een punt P: 

 μ(P, F1) = PA2 – a2 en μ(P, F2) = PB2 – b2 

Als P gelijke machten heeft bij F1 en F2 is: 

 PA2 – a2 = PB2 – b2 

zodat: 

 PA2 – PB2 = a2 – b2 = constant 

Uit stelling 2 volgt dan hetgeen te bewijzen was. ◊ 

Constructie van de machtlijn van twee vrijgelegen cirkels. Uitgaande van de gegeven cirkels F1 en F2, die 

dus geen gemeenschappelijke punten hebben, construeer ik een cirkel F die beide cirkels snijdt, in P1, Q1 

en in P2, Q2; zie figuur 6. 

figuur 6 
Omdat P1, Q1 op F1 liggen, is: 

 μ(P1, F1) = μ(Q1, F1) = 0 

en analoog is ook: 

 μ(P1, F) = μ(Q1, F) = 0 

En daarmee is de lijn P1Q1 ≡ m1 de machtlijn van F1 en F. 

Zo is ook de lijn P2Q2 ≡ m2 de machtlijn van F2 en F. 

Met M = m1 & m2 is dus: 

 μ(M, F1) = μ(M, F2) 

zodat M een punt is van de machtlijn van F1 en F2. En die 

machtlijn is dan de loodlijn m uit M op AB. 

Opmerking. Als de cirkels F1, F2 één punt gemeenschappelijk hebben, dan valt de machtlijn van die cir-

kels samen met de gemeenschappelijke raaklijn van die cirkels in dat punt. ◊ 

3. Middelevenredige (bij Oplossing 2)

Definitie. Als bij drie gegeven lijnstukken met lengtes a, b, c een vierde lijnstuk met lengte d bestaat,

zodat a : b = c : d , dan heet d de (meetkundig) vierde evenredige bij a, b, c. ◊ 

Hieruit volgt onder meer, dat 
bc

d
a

  is. 

Definitie. Als bij twee gegeven lijnstukken met lengtes a, b een derde lijnstuk met lengte c bestaat, zodat

a : c = c : b, dan heet c de (meetkundig) middelevenredige bij a en b. ◊ 

Hieruit volgt onder meer, dat 
2c ab  is. 

In de figuren 7a en 7b staan (gebruikelijke) illustraties van deze meetkundige evenredigheden. 

figuur 7 
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In de A-rechthoekige driehoek ABC met zijden a, b, c en hoogtelijn AD = h, geldt: 

figuur 8 

 Δ ABD is gelijkvormig met driehoek Δ CAD (hh); 

 Δ BCA is gelijkvormig met Δ BAD (hh). 

En dan is: 

 BD : AD = AD : CD en BC : BA = BA : BD 

Met BD = p, CD = q zijn deze evenredigheden identiek aan: 

 h2 = p ∙ q en  c2 = p ∙ a 

Beide laatste uitdrukkingen komen bij constructies vaak voor; bijvoorbeeld als twee lijnstukken met leng-

tes p en q gegeven zijn en een derde lijnstuk met lengte x moet worden geconstrueerd. 

Constructies 
(a) Construeer het lijnstuk x als x2 = p ∙ q bij gegeven p en q.[5]

(b) En ook: construeer het lijnstuk x als q2 = p ∙ x .

Bij de constructies ga ik in beide gevallen uit van een halve lijn l met beginpunt B. 

figuur 9 (a) Constructiestappen [6]

1. K1 = Cirkel(B, p) // p is de straal

2. D = Snijpunt(K1, l )

3. K2 = Cirkel(D, q)

4. C = Snijpunt(K2, l ) // C ligt rechts van D

5. M = Midden(B, C)

6. K3 = Cirkel(M, a) // a = MB

7. n = Loodlijn(D, l )

8. A = Snijpunt(n, K3)

∗ AD is het te construeren lijnstuk x.

figuur 9 ssss (b) Constructiestappen 

1. K1 = Cirkel(B, p)

2. D = Snijpunt(K1, l )

3. n = Loodlijn(D, l )

4. K2 = Cirkel(B, q)

5. A = Snijpunt(K2, n)

6. q' = Lijnstuk(A, B)

7. t = Loodlijn(A, q' )

8. C = Snijpunt(t, l )

∗ BC is het te construeren lijnstuk x.

4. Oplossing 4, van mij

figuur 10 

Zoals bekend is de bissectrice van een hoek de meetkundige plaats 

van de middelpunten van de cirkels die raken aan de benen van die 

hoek. In figuur 10 is dat de rechte lijn d. 

In deze figuur ligt ook de bron voor oplossing: een vermenigvuldi-

ging (homothetie) met het punt O als centrum, ingegeven door het 

feit dat de rakende cirkels van links naar rechts groter worden. 
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figuur 11 

In figuur 11 heb ik eerst een willekeurige cirkel K gete-

kend (middelpunt M) die aan de x- en y-as raakt, een 

‘halve’ oplossing. De snijpunten van de lijn OP met die 

cirkel zijn de punten S1 en S2. 

Er bestaat nu een vermenigvuldiging met centrum O die 

het punt S1 afbeeldt op het punt P. De lijn S1M wordt 

daardoor afgebeeld op de daarmee evenwijdige lijn PM1, 

met M1 op d. En dat punt is dan het middelpunt van een 

van de gezochte cirkels. 

Een analoge constructie is er uitgaande van het punt S2. 

De hulpcirkel K wordt nu afgebeeld op cirkel K1 met straal M1P en op cirkel K2 met straal M2P. En 

natuurlijk, raking is een invariante eigenschap bij vermenigvuldigingen. 

5. Vermenigvuldigen, gelijkvormigheid (bij Oplossing 4)

Definitie. Een vermenigvuldiging V t.o.v. een vast, reëel punt O (centrum van V) met een factor k (een

reëel getal) is een afbeelding van het euclidische vlak op zichzelf die aan ieder punt P een punt V(P) = P' 

toevoegt, waarbij moet worden voldaan aan: 

▪ het punt P' ligt op de rechte lijn OP;

▪ OP' = | k | ∙ OP, waarbij het teken van k bepaalt of P en P' aan dezelfde kant van O liggen (k > 0) of

aan weerszijden van O (k < 0);

▪ als P ≡ O, dan is V(P) ≡ P (het punt P wordt dan dus op zichzelf afgebeeld). ◊

Opmerking. Als k = 1 is, dan wordt ieder punt van het vlak op zichzelf afgebeeld; V is dan de identieke 

afbeelding. ◊ 

Een belangrijke eigenschap van een vermenigvuldiging V (met O en k) is verwoord in de volgende stel-

ling. 

figuur 12 Stelling 4. Het V-beeld van een rechte lijn is een daarmee evenwijdige

rechte lijn. 

Bewijs. Zie figuur 12. Daarin is l een gegeven rechte lijn en is P' het

V-beeld van het punt P van l. Ik moet dan aantonen, dat de lijn l' door

P' die evenwijdig is l, het V-beeld is van l.

Zij A nu een willekeurig punt van l. Voorts is A' = OA & l'. Volgens 

de ‘lijnenstelling’ van Thales is dan OA' : OA = OP' : OP = k. Met 

andere woorden A' = V(A). 

Is omgekeerd B' een punt van l', dan blijkt analoog dat B' = V(B), 

waarbij B = l & OB'. ◊ 

Definitie. (a) Twee figuren F1, F2 waarvoor bij een vermenigvuldiging V geldt dat F2 = V(F1) is, heten

gelijkstandig(e figuren). 

(b) Twee figuren F1, F2 heten gelijkvormig als er een vermenigvuldiging V bestaat met V(F1) = F' én F'

congruent is met F2. ◊

En daarbij als voorbeeld c.q. toegift: 

Stelling 5. Twee niet-concentrische cirkels zijn gelijkvormig. 

Zie voor het bewijs ook figuur 14, waarin Cirkel(M1, r1) = F1 en Cirkel(M2, r2) = F2 gegeven zijn. 
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figuur 13 

Bewijs. Ik kies nu een willekeurig punt O en

pas op F1 de vermenigvuldiging toe met 

centrum O en factor k = r2 / r1. Het V-beeld 

van F1 is dan de cirkel F' met middelpunt M' 

en straal r' = r2. 

De cirkels F' en F2 zijn dus congruent. 

Per definitie zijn dan F1, F2 gelijkvormig. ◊ 

Gevolg. Zijn r1 en r2 evenwijdige stralen van F1, F2, dan snijden de verbindingslijnen van de eindpunten 

van die stralen de lijn M1M2 in twee punten: Gu en Gi. Ook deze punten kunnen dus als centrum van een 

vermenigvuldiging dienen; de punten worden in dit geval gelijkvormigheidspunten genoemd: Gu is het 

uitwendige gelijkvormigheidspunt, Gi is het inwendige gelijkvormigheidspunt. ◊ 

6. Noten

[1] Secant < Lat. secans, secare = snijden; mv. secanten.

[2] De notatie {X, Y} = a & b betekent: X en Y zijn (de) snijpunten van de objecten a en b; X = a & b

betekent: X is een (c.q. het) snijpunt van a en b.

[3] Er is hier sprake van twee verschillend gedefinieerde verzamelingen punten: V = {X | X heeft een

zekere eigenschap} en W = {X | X ligt op een object}. Om te bewijzen dat V W  moet worden aan-

getoond dat V W  én W V .

[4] Dat het lijnstuk
2d

ax  (of a : d = d : x) met p&l geconstrueerd kan worden als er lijnstukken met 

lengte a en d gegeven zijn, wordt duidelijk in paragraaf 3. 

[5] Constructies binnen de euclidische meetkunde worden (traditioneel) uitgevoerd met p&l. Bij de

meeste worden de “tussenstappen” niet vermeld, omdat die als standaard p&l-constructies worden

beschouwd, zoals die van een loodlijn op een gegeven lijn en die van het midden van een lijnstuk.

[6] Bij de beschrijving wordt gebruik gemaakt van functies die ook in interactieve tekenprogramma’s

zoals GeoGebra (zie: www.geogebra.org) zijn opgenomen. Na // staat commentaar bij de functie.
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IMO en GVA 
DICK KLINGENS - november 2020 

1. Een tijdje terug

Dat er sinds het jaar 1960 aardig wat veranderd is in het meetkundeonderwijs op scholen voor voortgezet

onderwijs (middelbaar en voorbereidend hoger onderwijs heette het in die tijd), wil ik graag illustreren

met de volgende drie opgaven uit een leerboek van toen.[1]

figuur 1 

figuur 2 
In de kantlijn van het boekje schreef ik “negenpts.”, waarmee 

ik de negenpuntscirkel bedoelde! 

Ik herinner mij nog goed dat mijn toenmalige docent (in de 

derde klas, mevrouw Kok) bij die opgaven een aanvulling 

(een dictaatje) gaf.  

Die aanvulling heeft mijn belangstelling voor de meetkunde 

blijvend gewekt! Jammer genoeg heb ik het schriftje waarin 

een en ander was uitgewerkt, niet meer in mijn bezit. 

Een eigen(tijdse) uitwerking van bovenstaande opgaven, 

gebaseerd op figuur 2, staat in de bij dit artikel behorende 

appendix (in paragraaf 1).[2] 

De negenpuntscirkel zit niet meer in het curriculum van de huidige onderbouw van het voortgezet 

onderwijs. En in de bovenbouw ligt de nadruk op de analytische meetkunde; het gebruik daarvan bij die 

cirkel ligt niet erg voor de hand. 

Maar de cirkel is mijns inziens zeker “stof” voor hen die meetkunde leuk vinden, en dus ook voor 

wiskundeleraren en de deelnemers aan wiskundewedstrijden zoals de Nederlandse en Internationale 

Wiskunde Olympiade (NWO, IMO) ! 

Aan die laatsten moest ik in het bijzonder denken toen ik een opgave zag uit de “shortlist” van de IMO in 

2017. Ik kom op die IMO-opgave later terug, maar eerst behandel ik, ter voorbereiding daarop, toch ook 

iets, en een ietsje anders dan in de appendix, over de negenpuntscirkel. 

2. Eerst roteren en dan vermenigvuldigen

figuur 3 

De middens A', B', C' van de zijden van een driehoek 

ABC zijn de hoekpunten van een driehoek die gelijk-

vormig is met die driehoek; zie figuur 3. 

Met het zwaartepunt Z van driehoek ABC als centrum 

voer ik een puntspiegeling uit op die driehoek, waardoor 

driehoek A''B''C'' ontstaat. 

Als ik daarna Z kies als centrum van een vermenig-

vuldiging (homothetie) met factor k = ½ en die toepas op 

A''B''C'', krijg ik A'B'C' als beeld. 
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Omdat een puntspiegeling kan worden opgevat als een rotatie (over een hoek van 180o), is driehoek 

A'B'C' het beeld van driehoek ABC bij een rotatie die gevolgd wordt door een vermenigvuldiging. Zo’n 

afbeelding heet ook wel draaistrekking (ds).[3] Ik noteer dit hier als ds (ABC) = A'B'C'. 

Is AD een hoogtelijn van driehoek ABC, met D op BC, dan is ds (A) = A' en ds (D) = D' waarbij D' 

natuurlijk op B'C' ligt. Dan is ook: 

▪ ADC = 90o = ds (ADC) = A'D'C'

En ik merk daarbij op dat A'D' loodrecht staat op BC en door het midden A' van BC gaat. Met andere

woorden, en uitbreidend naar de beide andere hoogtelijnen: een hoogtelijn van driehoek ABC heeft de

ermee evenwijdige middelloodlijn als ds-beeld.

Is verder H het hoogtepunt en O het omcentrum [4] van driehoek ABC, dan is hieruit direct duidelijk dat: 

▪ ds (H) = O en HZ : ZO = 2 : 1

De punten H, O en Z zijn op grond van de draaistrekking collineair.[5]

En wat gebeurt er nu met de omcirkel van driehoek ABC ? Uiteraard wordt die door de draaistrekking

afgebeeld op de omcirkel van driehoek A'B'C'.

figuur 4 Is N het middelpunt van de omcirkel van A'B'C', dan is dus 

ds (O) = N. Het punt N ligt dus ook op de lijn door HO. 

In figuur 4 is de ligging van die punten weergegeven.[6] 

Uit een eenvoudige berekening blijkt dat N het midden is van het 

lijnstuk HO. 

Opmerking. Uit het feit dat HN = ½ HO is, volgt dat (N) ook opgevat kan worden als beeld van (O) bij de 

vermenigvuldiging met H als centrum en met k = ½. En hieruit volgt dan dat de middens van de ‘bovenste 

hoogtelijnstukken’ (tussen hoek- en hoogtepunt) en de voetpunten van de hoogtelijnen op de zijden 

eveneens op (N) liggen. In paragraaf 2 van de appendix ga ik daarop verder in. ◊ 

figuur 5 

Het bovenstaande is in figuur 5 geïllustreerd, met min of 

meer de standaard naamgeving van de objecten: 

de negenpuntscirkel met negen bijzondere punten.

3. Draaistrekking in Brazilië?

In de lijst met Shortlisted Problems van IMO 2017 [7] vond ik onder nummer G3 in de sectie Geometry

het volgende door Oekraïne ingezonden vraagstuk; in mijn vertaling luidt het:

Het punt O is het omcentrum van een scherp-
hoekige, niet-gelijkbenige driehoek ABC. De lijn 
OA snijdt de hoogtelijnen uit B en C in opvolgend 
P en Q . De hoogtelijnen snijden elkaar in H. 
Bewijs dat het omcentrum van driehoek PQH op 
een zwaartelijn van driehoek ABC ligt. 

Het was vermoedelijk de tekening met daarin de omcirkels van beide driehoeken die mij deden denken 

aan een draaistrekking van driehoek ABC naar driehoek HPQ. 
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Een eerste stap in het bewijs moet dan dus zijn het aantonen van de gelijkvormigheid van die driehoeken 

(en het lijkt er in ieder geval op!). 

figuur 6a 

Bewijs. Zie figuur 6a, waarin de punten E, F de voetpun-

ten zijn van de hoogtelijnen; S is het omcentrum van drie-

hoek PQH.[8] 

Vierhoek AFHE is een koordenvierhoek [9]; de overstaan-

de hoeken F en E zijn immers recht. Dan is hoek A (in 

vierhoek én in driehoek) gelijk aan de buitenhoek van 

hoek H. 

En (1) die buitenhoek is de hoek H van driehoek PQH.

Driehoek OAB is gelijkbenig (top O). Met OAB = x is in die driehoek: 

▪ 2x + BOA = 180o of x = 90o – ½ BOA

En omdat in (O) geldt BOA = 2 C (middelpunts- en omtrekshoek van (O)), volgt daaruit via driehoek

QFA:

(2)… Q = 90o – x = 90o – (90o – ½ BOA) = ½ BOA = C

En uit (1) en (2) volgt dat driehoek HPQ inderdaad gelijkvormig is met driehoek ABC (hh).

Maar bestaat er nu een draaistrekking die driehoek ABC afbeeldt op driehoek HPQ ? 

Helaas, nee! Want de oriëntatie van ABC en die van HPQ zijn verschillend. Bij een rotatie en een 

vermenigvuldiging, dus bij een draaispiegeling, is de oriëntatie invariant. Ik spreek daarom maar 

‘gewoon’ van een gelijkvormigheidafbeelding gva (spreek uit als ‘gevea’) van ABC op HPQ – het scheelt 

maar een spiegeling.[10] 

figuur 6b 

Met deze gva zal ik dan bewijzen, dat het snijpunt A' van de lijn AS met de zijde BC van driehoek ABC 

het midden is van die zijde. 

Maar eerst meld ik nog iets over de hoogtelijn door A (voetpunt D op BC). Daarbij, het lijkt erop dat HS 

evenwijdig is met BC. 

Zie figuur 6b. In driehoek CEB is B1 = 90o – C ; in driehoek DHB is dan H = 90o – B1 = C. 

En dan is ook AHE = AHP = C. Met andere woorden, de lijn AD raakt in H aan (S), immers op (S) is 

bg(PH) = ½ C. 

Ik teken vervolgens de raaklijn t in A aan (O) met T = t & BC.[11] Nu is: 

▪ gva (T) = gva (t & BC) = gva (“A-raaklijn” & BC) = “H-raaklijn” & PQ = A

Gevolg: OTA' = OTB = gva (OTB) = SAP = A'AO .

En dit houdt in dat vierhoek A'OAT een koordenvierhoek is. Daarin zijn de hoeken OAT (= 90o) en TA'O

overstaande hoeken: TA'O = 90o
 .

Het punt A' is dan de loodrechte projectie van het punt O op de zijde BC. Dit betekent dat A' het midden is

van het lijnstuk BC, waarmee is aangetoond dat het punt S ligt op een zwaartelijn van driehoek ABC ligt,

namelijk die door het hoekpunt A. ◊
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4. Van Rio naar Rome

En natuurlijk zijn er meer wegen om van Rio in Rome te komen. In de appendix (in paragraaf 6) geef ik

nog vijf andere bewijzen, waarbij ik in de eerste twee geen gebruik maak van afbeeldingen (wel van

gelijkvormigheid). In het eerste bewijs gebruik ik de machtlijn van twee cirkels en in het tweede de

eigenschap van een zwaartelijn naar een zijde van een driehoek die een met die zijde evenwijdige lijn

snijdt. De andere drie bewijzen kennen een meer specifieke invalshoek.

5. Noten

[1] Deze opgaven staan op bladzijde 59 in:

D.N. VAN DER NEUT, A. HOLWERDA: Meetkunde met de beginselen der goniometrie, derde deel.

Groningen: J.B. Wolters; 8e druk (1957).

Het boekje werd gebruikt in de derde klas van de hbs en het gymnasium, in ieder geval op de school

die ik toen bezocht, namelijk Het Charloise Lyceum in Rotterdam-Zuid.

[2] Zie bladzijde 60 en verder.
[3] Een draaistrekking (ook wel draaivermenigvuldiging genoemd) heeft dus één centrum (voor de

rotatie én de vermenigvuldiging) en is verder bepaald door een rotatiehoek en een

vermenigvuldigingsfactor. Hiermee behoort de draaistrekking tot de klasse van

gelijkvormigheidsafbeeldingen. Die afbeeldingen zijn onder meer hoektrouw.

Voor een ruimere behandeling van de draaistrekking verwijs ik naar:

WIM PIJLS (2004): Gelijkvormigheid (I en II). In: Euclides; jrg. 80, nr. 2 (blz. 48-51) en nr. 3

(blz.89).

[4] Ik gebruik omcirkel als korte aanduiding van ‘omgeschreven cirkel’. Het omcentrum van een

driehoek is dan het middelpunt van de omcirkel van die driehoek.

Een cirkel met middelpunt X geef ik aan met (X) en als de straal r ervan een rol speelt, met (X; r).

[5] De lijn waarop onder andere de punten H, Z en O liggen, is de zogeheten lijn van Euler van de

driehoek (naar LEONHARD EULER, 1707-1783, Zwitserland).

[6] In figuur 4 zijn de punten H'' en O'' de beeldpunten van H en O bij de puntspiegeling (180o-rotatie)

met Z als centrum.

[7] IMO 2017 vond van 12 juli t/m 23 juli 2017 plaats in Rio de Janeiro (Brazilië). Zie ook:

https://www.imo2017.org.br

[8] Het scherphoekig zijn van de driehoek is volgens mij geen noodzakelijke voorwaarde, stomphoekig

mag ook. In paragraaf 5 van de appendix staan daarover enkele opmerkingen.

[9] De theorie van de koordenvierhoek staat ook in het derdeklasboekje dat ik noemde in [1], op de

bladzijden 60 en 61.

[10] Ik zou die abeelding ook indirecte draaistrekking kunnen noemen, omdat er in dit geval sprake is

van indirecte gelijkvormigheid.

Zie op WikipediA-NL:

https://nl.wikipedia.org/wiki/Gelijkvormigheid_(meetkunde)

[11] De notatie X = a & b betekent: X is het/een snijpunt van de meetkundige objecten a en b.
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Appendix – IMO en GVA 
DICK KLINGENS (e-mailadres: dklingens@gmail.com) 

november 2020 

1. Uit “Van der Neut en Holwerda”, deel 3

In het in 1960 in het middelbaar en voorbereidend hoger onderwijs gebruikte schoolboekje Meetkunde

met de beginselen der goniometrie staan op bladzijde 59 van deel 3 onder meer de volgende opgaven:

Ik zal deze opgaven bewijzen binnen de, mijns inziens, aan de toenmalige (in de derde klas zittende) leer-

ling bekende theorie. 

figuur 1 == 15. 
Omdat BAF = 90o is, is de lijn BF een middellijn van 

(M) [1]; conform de cirkelstelling van Thales. Daarmee is ook

BCF = 90o.

Is AHa de hoogtelijn uit A, dan is vierhoek AHaCF een recht-

hoekig trapezium (CF // AHa). Daarin is CH evenwijdig met

AF (beide staan loodrecht op AB), zodat AHCF een parallel-

logram is. En daarin is:

▪ CH = AF ◊

== 16. 
In driehoek ABF is MN middenparallel (MN ⊥ AB). Dus is: 

▪ MN = ½ AF

Omdat AF = CH (opgave 16) is, is ook MN = ½ CH. Of ook: 

▪ CH = 2 MN ◊

== 17. 
Ik teken het lijnstuk CN en zal nu bewijzen dat het punt Z = CN & HM [2] het zwaartepunt is van driehoek 

ABC. 

De driehoeken CHZ en NMZ zijn gelijkvormig, immers: 

 ZCH = ZNM (CH // MN, verwisselende binnenhoeken) 

 CZH = NZM (overstaande hoeken) 

Omdat CH : NM = 2 : 1 (opgave 17) is, volgt uit de gelijkvormigheid van de genoemde driehoeken: 

▪ CH : NM = CZ : NZ

Uit CZ : NZ = 2 : 1 volgt dat Z het zwaartepunt is van driehoek ABC. ◊

Gevolg. In figuur 1 snijdt de hoogtelijn uit C de cirkel (M) voor de tweede keer in het punt C''. Vierhoek

AC''CF is nu een trapezium waarvan de hoekpunten concyclisch zijn. Het is dus een gelijkbenig trape-

zium: AC'' = FC. Maar ook is FC = AH (zie het parallellogram in opgave 16), zodat driehoek AC''H 

gelijkbenig is (top A). Omdat AHcH = 90o is, is ook: 

▪ HHc = HcC''
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2. Een belangrijk gevolg: de negenpuntscirkel

Uit opgave 17 in paragraaf 1 en uit het aan het einde van die paragraaf genoemde gevolg kan met betrek-

king tot een driehoek worden afgeleid:

▪ het midden van elk bovenste hoogtelijnstuk (het deel van de hoogtelijn tussen hoek- en hoogtepunt) is

het beeld van een hoekpunt bij vermenigvuldiging met centrum H (het hoogtepunt) met een factor

gelijk aan ½;

▪ het voetpunt van een hoogtelijn is het beeldpunt van het tweede snijpunt van die hoogtelijn met de

omcirkel bij diezelfde vermenigvuldiging.

figuur 2 Dus zijn de in figuur 2 daarmee corresponderende 6 punten 

Ae, Be, Ce en D, E, F (afwijkend van de namen in figuur 1) 

concyclisch. Ze liggen immers op het beeld (N) van de 

omcirkel (O) bij de vermenigvuldiging met centrum H en 

factor ½. 

En N is daarbij (dus) het midden van het lijnstuk HO. 

Maar liggen ook de middens A', B', C' van de zijden van de 

driehoek ABC op (N)? 

Het antwoord op deze vraag is “ja”. 

Ik zal namelijk bewijzen dat de straal r = NAe van (N) gelijk 

is aan NA'. 

Ik bekijk daartoe de driehoeken HAeN en OA'N. In deze driehoeken is: 

▪ AeHN = A'ON (Z-hoeken, immers AH // A'O)

▪ HN = ON (gevolg van de vermenigvuldiging met ½ t.o.v. het punt H)

▪ AeH = A'O (zie opgave 17 in paragraaf 1)

De genoemde driehoeken zijn daarmee congruent (ZHZ), zodat inderdaad NA' = NAe = r.

En op dezelfde manier blijkt dat NB' = r en NC' = r.

Bij de eerder genoemde 6 punten die op (N) liggen, komen er zo 3 bij. Er dan is er inderdaad sprake van 

een cirkel waarop 9 (min of meer bijzondere) punten van de beschouwde driehoek liggen: de negenpunts-

cirkel van die driehoek. 

Opmerkingen 

1. Er is een eenvoudig verband tussen de straal r van de negenpuntscirkel en de straal R van de omcirkel

een driehoek. Er geldt: r = ½ R.

2. Ook de volgende eigenschap zal direct duidelijk zijn: Is P een willekeurig punt van de omcirkel, dan

ligt het midden P' van het lijnstuk HP op de negenpuntscirkel.

3. De punten Ae, Be, Ce worden in de buitenlandse wiskundeliteratuur ook wel Euler-punten van drie-

hoek ABC genoemd.

4. Voor een behandeling van de negenpuntscirkel die geheel gebaseerd is op het gebruik van draaistrek-

kingen, zie [3].

3. Van negenpunts- naar twaalfpuntscirkel

figuur 3 

In het artikel IMO en GVA is onder meer opgemerkt (in 

paragraaf 2), dat de hoogtelijn op een zijde van een driehoek 

als ds-beeld (hier met centrum Z, φ = 180o, k = ½) de mid-

delloodlijn heeft die met die hoogtelijn evenwijdig is. 

Immers: 

 ds(A) = A', ds(H) = O, zodat: 

 ds(AH) = A'O ; hoogtelijn  middelloodlijn 

En ook is: 

 ds( (O) ) = ( (N) ) ; omcirkel  negenpuntscirkel 
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Het ds-beeld A''' van het punt A'' – dat is het tweede snijpunt van de A-hoogtelijn met (O) – ligt dus op 

(N) én op A'O.

Verder zijn collineaire verhoudingen [4] onder een draaistrekking invariant, zodat A''' het spiegelbeeld is

van het punt O in de lijn B'C' (die weer het ds-beeld is van de lijn BC).

Analoog zijn er dan ook punten B''', C''' op (N) die het spiegelbeeld zijn van het punt O in de lijnen C'A',

A'B'.

En daarmee liggen er dus 12 (min of meer) bijzondere punten van de driehoek op de negenpuntscirkel.

Overigens is het eenvoudig om in te zien dat de middens van de bogen AB, BC, CA van (O) als ds-beeld 

de middens van de bogen A'B', B'C', C'A' van (N) hebben. Er zou dus met evenveel recht van een vijftien-

puntscirkel kunnen worden gesproken. 

4. Het centrum van een draaistrekking

figuur 4 

In figuur 4 is met O1 als centrum een rotatie uitge-

voerd van driehoek ABC over een hoek φ. 

De beelddriehoek is A1B1C1. 

Vervolgens is met O2 als centrum een vermenigvul-

diging toegepast op driehoek A1B1C1 met een factor 

k. 

De beelddriehoek is A2B2C2. 

De driehoeken ABC en A2B2C2 zijn daardoor (direct) gelijkvormig. Er is hier evenwel geen sprake van 

een draaistrekking omdat de punten O1 en O2 niet samenvallen.[5] 

figuur 5 In figuur 5 zijn in eerste instantie alleen de 

driehoeken ABC en A2B2C2 weergegeven met 

dezelfde ligging en grootte als in figuur 4. 

Het is mogelijk een punt O te construeren dat 

kan dienen als centrum van een draaistrekking 

die driehoek ABC afbeeldt op driehoek 

A2B2C2. 

Allereerst is P = AB & A2B2. Vervolgens is ΓA 

= (PAA2) en ΓB = (PBB2). 

Het tweede snijpunt O van deze cirkels is nu 

het gezochte punt O. 

Het bewijs van de juistheid van zo’n construc-

tie volgt hierna. 

figuur 6a 

Een draaistrekking (ds) wordt bepaald door twee punten A, B en hun 

beeldpunten A', B'. Voor de vermenigvuldigingsfactor k geldt in 

ieder geval A'B'
AB

k  . 

Voor de lijnstukken AB en A'B' die in figuur 6a in ligging en grootte 

gegeven zijn, moet nu worden aangetoond dat de driehoeken OAB 

en OA'B' gelijkvormig zijn; of ook: 

▪ ds (ΔOAB) = (ΔOA'B' )
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Bewijs. De hoeken OAP en OA'P in ΓA staan beide op bg(OP) en zijn dus gelijk, hetgeen inhoudt dat de

hoeken A en A' in de beschouwde driehoeken (nevenhoeken) ook gelijk zijn. 

Hetzelfde geldt voor de hoeken B en B' in die driehoeken, omdat die in cirkel ΓB beide op bg(OP) staan. 

De gezocht rotatiehoek φ is dus gelijk aan AOA'. ◊ 

Opmerking. Bij een andere ligging van de lijnstukken moet het bewijs enigszins worden aangepast. ◊ 

figuur 6b 

Het bovenstaande geldt (min of meer) ook als lijnstuk en 

beeldlijnstuk evenwijdig zijn. 

In figuur 6b is de “middendriehoek” A'B'C' van driehoek 

ABC weergegeven. 

De evenwijdige lijnen AB en A'B' snijden elkaar nu in hun 

oneigenlijk punt P∞ . ΓA is hier de ‘cirkel’ (P∞AA' ) en ΓB is 

(P∞BB' ) – het zijn de rechte lijnen AA' en BB' die elkaar 

snijden in O ≡ Z.  

5. Scherphoekig, niet-gelijkbenig

In de Engelse tekst van het IMO-vraagstuk staat “an acute scalene triangle ABC”. Het woord scalene in

samenhang met een driehoek betekent niet-gelijkzijdig. Volgens mij geldt de genoemde eigenschap echter

ook voor een stomphoekige driehoek, en met een aanvullende “afspraak” ook wel voor een rechthoekige.

En ik denk dat scherphoekig gekozen is om het de deelnemers niet extra moeilijk te maken (het vraagstuk

heeft het trouwens niet verder gebracht dan de shortlist).

In de figuren 7, 8 en 9 zal ik een en ander kort toelichten. Daarbij gebruik ik de volgende uitspraak c.q.

bewering |G  | :

▪ |G  | = “het punt S ligt op een zwaartelijn van driehoek ABC”

figuur 7

Als de driehoek ABC stomphoekig is in A, dan is het uit figuur 7 

direct duidelijk dat |G  | juist is.

Het bewijs van de uitspraak verschilt dan niet veel van het 

bewijs voor een scherphoekige driehoek. 

Merk bijvoorbeeld op dat de hoogtelijn uit A ook in dit geval 

raaklijn is in H aan (S) en dat A' de projectie is van O op BC. 

figuur 8 ss 

gelijkbenig – top A: (S) = (H) rechthoekig – in A: (S) = (A) 

Is de driehoek gelijkbenig (figuur 8a) of rechthoekig (figuur 8b), dan vallen er enkele punten samen, zoals 

in de figuur is aangegeven. In beide gevallen is H≡P≡Q, zodat de omcirkel van “driehoek” PQH een 

puntcirkel is. Het bewijs van de juistheid van |G  | is triviaal, mits de hierboven in de eerste alinea

bedoelde afspraak luidt: “ontaarding van (S) tot een puntcirkel is toegestaan.” 
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figuur 9 

Is driehoek ABC rechthoekig in B (zie figuur 9), dan valt het punt 

S samen met A' – het midden van BC – immers dan is driehoek 

PQH (≡PCB) rechthoekig in P. 

Het bewijs van |G  | volgt dan direct uit de constructie.

6. Van Rio naar Rome

In deze paragraaf geef ik nog vijf bewijzen van de onderhavige eigenschap. In de eerste twee gebruik ik

een tweetal cirkels die, bij wat langer kijken naar de figuur, bijna als vanzelf opdoemen.

Ik ga in alle bewijzen (behalve in het vierde) uit van wat in het artikel IMO en GVA bewezen is, namelijk

dat driehoek ABC gelijkvormig is met driehoek PQH en dat de hoogtelijn AH in H raakt aan (S).

Eerste bewijs. Ik zal laten zien dat de lijnstukken SP en SQ (die dezelfde lengte hebben) elk aan een

tweede en derde cirkel raken. Ik bewijs het raken alleen voor SP, omdat het bewijs voor het raken van SQ 

analoog verloopt. 

figuur 10a 

Zie figuur 10a. Het punt A' is hierin (weer) het midden 

van BC. 

Verder is Γc de omcirkel van driehoek PAB. 

Is die cirkel eenmaal getekend, dan lijkt het erop dat 

deze in B raakt aan BC. En dat is ook zo. 

Maar eerst volgt het bewijs dat SP in P raakt aan Γc. 

In driehoek PQH is, met HPQ = P = (A =) P1 + P2: 

▪ P2 = SPH = P – P1 = B – ½ (180o – 2 H)= B – 90o + A

Zodat:

▪ P2 = (A + B) – 90o = (180o – C) – 90o = 90o – C …(1.1)
In driehoek ABC c.q. in de gelijkbenige driehoek OAB is:

▪ A1 = BAO = ½ (180o – 2 BOA) = 90o – C …(1.2)
Uit de relaties (1.1) en (1.2) volgt dat op Γc geldt:

▪ P2 = A1 = ½ bg(PB)

Met andere woorden: het been PS van hoek P2 raakt in P aan Γc .

Vervolgens bewijs ik het raken van Γc aan BC. Uit relatie (2) blijkt: 

▪ bg(BP) = 180o – 2 C

Maar in driehoek BCE is:

▪ B1 =   90o – C = ½ bg(BP)

Dus raakt het been BC van hoek PBC in B aan Γc .

Samengevat: de lijnen PS en BC raken aan Γc, en wel opvolgend in P en in B.

64



[ 6 ] 

figuur 10b 

In figuur 10b is ook de omcirkel Γb van drie-

hoek AQC getekend. 

Op dezelfde manier als hierboven voor Γc kan 

worden aangetoond dat SQ en BC raken aan Γb . 

Omdat SP = SQ is en A'B = A'C, is er sprake 

van twee paar gelijke raaklijnstukken aan de cir-

kels Γb en Γc . 

De punten S en A' liggen in dit geval ook op de machtlijn van beide cirkels. Het punt A (een snijpunt van 

die cirkels) ligt ook op die machtlijn. Dus zijn de punten A, S, A' collineair. ◊ 

Opmerking. In figuur 10b is ook het tweede snijpunt L van Γb en Γc getekend. Dit punt is het zogenoemde 

humpty-punt bij A (ook wel A-humpty-punt) van driehoek ABC.[6] Het punt L wordt ook gebruikt in het 

hierna volgende vijfde bewijs, evenals de cirkels Γb en Γc . 

Tweede bewijs. Omdat AH in H raakt aan (S), ligt het voor de hand de drager van de raakstraal SH in

ogenschouw te nemen; dat is de lijn l door H evenwijdig met BC (immers AH ⊥ SH en AH ⊥ BC ); zie 

figuur 11a. 

figuur 11a 
De lijn l snijdt de zijden AB en AC opvolgend in de pun-

ten U en V. 

Omdat in de driehoeken HFU, HEV de hoeken F, E gelijk 

zijn aan 90o, zijn ook de Thales-cirkels op HU, HV gete-

kend. 

Merk op dat de lijn AH in H raakt aan die cirkels, en 

natuurlijk ook in H aan (S). 

Volgens de secantstelling [7] is nu bij (HFU) en (S): 

▪ AH 

2 = AF ∙ AU

▪ AH 

2 = AP ∙ AQ

Zodat AF  ∙ AU = AP ∙ AQ. En dit houdt in dat de punten F, U, P, Q concyclisch zijn (volgens de omge-

keerde secantstelling). Of ook: vierhoek FUQP is een koordenvierhoek (met middellijn UQ). Zie nu ver-

der figuur 11b, waarin een en ander vergroot is weergegeven onder weglating van enkele objecten. 

figuur 11b 

Op grond hiervan is QPU = QFU = 90o. En 

dit betekent dat het punt P de loodrechte projec-

tie is van het punt U op de lijn PQ. 

Analoog kan worden aangetoond dat het punt Q 

de loodrechte projectie is van V op de lijn PQ. 

Daarmee is vierhoek PUQV een trapezium, 

immers VQ // UP (beide staan loodrecht op PQ). 

De middenparallel n van dat trapezium – tevens de middelloodlijn van PQ – snijdt l in een punt S'. Even-

wel voor S' is dan PS' = QS', waaruit volgt dat S' ≡ S. 

Het punt S (het omcentrum van driehoek PQH) is dus het midden van het lijnstuk UV en de lijn AS snijdt 

dan het met UV evenwijdige lijnstuk BC eveneens in het midden, dus in A'. De punten A, S en A' zijn 

inderdaad collineair. 
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figuur 12 Derde bewijs. Is nu H' het midden van het lijnstuk PQ, dan 

is vierhoek AHSH' een koordenvierhoek (immers, daarin is 

H = H' = 90o). Ook is: 

 SAH' = SHH' = ξ (beide “staan” op de koorde SH'; 

zie de hoeken aangegeven met × ). 

 Maar ook is via de gelijkvormigheid (hh) van de drie-

hoeken ABC en HPQ: 

 vga  (Δ AOA' ) = Δ HSH' 

Zodat: 

 A'AO = H'HS = ξ 

En dan is: 

 A'AO (in driehoek AOA' ) = SAO (in driehoek SAH' ) = ξ 

Met andere woorden: de punten A, S en A' zijn collineair. 

Vierde bewijs. Op het bewijs zelf valt misschien wel iets af te dingen, maar wat volgt, lijkt mij op het oog 

het eenvoudigste bewijs van de onderhavige eigenschap. 

figuur 13 

In de figuur 13 is vast te stellen: 

 de driehoeken AEB en AFC zijn gelijkvormig (hh); 

 de driehoeken AEP en AFH zijn gelijkvormig (hh). 

Er bestaat daardoor een gelijkvormigheidsafbeelding die het 

gerichte lijnstuk BE  afbeeldt op het gerichte lijnstuk CF , 

waarbij de daarop ingesneden verhoudingen intact blijven: 

▪ BH : HP : PE = CQ : QH : HF

Zijn nu U, V de middens van de lijnstukken HP, HQ dan snijden de middelloodlijnen van die lijnstukken 

elkaar in het punt S – het middelpunt van de omcirkel van driehoek HPQ, dat gelegen is op de zwaartelijn 

AA' van driehoek ABC (de te bewijzen eigenschap). Dit laatste is als volgt in te zien. 

De middelloodlijnen van de lijnstukken EF (m is die van EF) en BC snijden elkaar op die zwaartelijn; 

immers, vierhoek BCEF is een koordenvierhoek waarvan de omcentrum samenvalt met het midden A' van 

BC (Thales-cirkel op BC ). 

De punten U en V bewerkstelligen de relatie BU : UE = CV : VF of ook BU : BE = CV : CF. 

Uit lineaire combinatie van verhoudingen volgt voor alle punten U, V (op BE, CF) waarvoor die verhou-

ding geldt, dat de loodlijnen elkaar op de lijn AA' snijden. En dus geldt dit ook voor de middens U, V van 

HP, HQ. 

Ik licht dit laatste nog toe met een analytisch bewijs. De keuze van de daarbij gebruikte coördinaten van 

de hoekpunten A en B van driehoek ABC is gemaakt om het rekenwerk enigszins te vereenvoudigen. 

De algemene geldigheid van het bewijs wordt daarmee deels aangetast, maar de methode is in alle geval-

len valide. 
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figuur 14 

In de hiernaast staande figuur is in een cartesisch assen-

stelsel xOy : 

 A = (0, 1), B = (-1, 0), C = (p, 0) 

Vergelijkingen van de zijden van driehoek ABC zijn dan: 

 
: 1 0

: 0

AB x y

AC x py p

  

  

Ten behoeve van de berekening van de coördinaten van 

het punt E volgt dan: 

 
1 1 1

:
0

x
BE

y p p





       

         
       

-

Substitutie van deze x en y in de vergelijking van de lijn AC geeft: 

 2

2 1

1
( 1) 0 E

p

p
p p  




     

Voor een “genormeerde” [8] richtingsvector van BE geldt 2 2

11
1

( )BE

p

p pp
r OE OB 


    en daarmee volgen 

uit de relatie BU = k ∙ BE de coördinaten van het punt U : 

 2 2

( 1) ( 1)

1 1
( 1 , )

k p kp p

p p
U

 

 
 -

Voor de vergelijking van de lijn u die door U gaat en evenwijdig is met AC (dus loodrecht staat op BE) 

volgt dan na enig rekenwerk: 

 : ( ) ( 1) 0u x py kp k     …(4.1) 

Ter berekening van de coördinaten van het punt F is allereerst: 

 
1

:
0 1

x p p
CF

y





       

         
       - -

Substitutie van deze x en y in de vergelijking van AB resulteert in: 

 
1

2
( ) ( ) 1 0 V

p
p   


     

-
-

Voor een “genormeerde” richtingsvector van CF geldt 1
2

1
1( )CF

p
pr OF OC 
   - ; daaruit volgt dan via de

relatie CV = k ∙ CF voor de coördinaten van V : 

 1 1
2 2

( 1), ( 1))V p k p k p   (-

De vergelijking van de lijn v door V loodrecht op CF is dan: 

 : ( ) ( ) 0v x y p kp p     …(4.2)

De coördinaten van het snijpunt M van de lijnen u en v voldoen aan de relaties (4.1) en (4.2). Voor de 

meetkundige plaats van het punt M is het dus voldoende om k te elimineren uit die vergelijkingen. 

Dit geeft het stelsel: 

 
1

1 1
x py x y p

p p
k k

   
 

  
-

En daaruit volgt voor de vergelijking van de meetkundige plaats van het punt M : 

 2 ( 1) ( 1) 0x p y p    

Dit is de vergelijking van een rechte lijn die door het punt A = (0, 1) gaat en door het punt A' = 

(½(p – 1) , 0) . Dit laatste punt is (inderdaad) het midden van het lijnstuk BC. 

De meetkundige plaats van het punt M is dus de A-zwaartelijn van driehoek ABC. 

Vijfde bewijs. De cirkel (O') is de gespiegelde van (O) in de lijn BC. Evenwel, (O' ) kan ook verkregen 

worden als beeld van (O) worden door een puntspiegeling met het punt A' als centrum. 
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figuur 15 
Daaruit volgt dan dat het A'-puntspiegelbeeld H' 

van H op (O) ligt. Dan is: 

▪ HA' = A'H'

De lijn OA' is evenwijdig met AH en is daardoor

middenparallel in driehoek AHH'. En daaruit

volgt dat AH' door O gaat ( H' ≡ At ; At is het zoge-

heten tegenpunt van A op (O)).

 Het binnen driehoek ABC gelegen snijpunt

van AA' met (O' ) is het punt L.

Het A'-puntspiegelbeeld L' van L ligt dus even-

eens op (O). Daardoor zijn de driehoeken HLA' en 

H'L'A' congruent (ZHZ), zodat daarin: 

▪ AtL'A' = HLA'

Maar AtL'A = 90o ((O) is de Thales-cirkel op AA'), zodat ook HLA' = 90o. Met andere woorden: 

 het punt L is de projectie van het punt H op de zwaartelijn AA'.

En ook is – vanwege de A'-symmetrie – bg(CL' ) op (O) gelijk aan bg(BL) op (O' ), zodat voor de koorden 

geldt: 

▪ CL' = BL

Waarmee ook de driehoeken CL'A' en BLA' congruent (ZHZ) zijn. Zodat:

▪ CL'A' = CL'A = ½ bg(CA) = BLA' = B

Of ook:

(5.1)… BLA = 180o – B

Omdat de driehoeken ABC en HPQ gelijkvormig zijn (met onder meer B = P) is ook:

(5.2)… BPA = 180o – B

Uit de relaties (5.1) en (5.2) volgt dat de punten A, P, L, B concyclisch zijn (met omcirkel Γc ).

Analoog geldt dit ook voor de punten A, L, Q, C (met omcirkel Γb ).

Opmerkingen 

1. Omdat op Γc bg(AXB) = 180o – B is, raakt de lijn CB in B aan Γc , en analoog in C aan Γb .

2. Het punt L is hier weer het A-humpty-punt van driehoek ABC; het is (hier) de loodrechte projectie van

het hoogtepunt op de A-zwaartelijn.[6] Zie ook het eerste bewijs in deze paragraaf. ◊

Het bovenstaande dient als inleiding bij het uiteindelijke bewijs dat het omcentrum S van driehoek HPQ 

op de A-zwaartelijn ligt. Het bewijs daarvan zal ik hierna geven met behulp van inversie. 

figuur 16 De driehoeken ABD en AHF zijn gelijkvormig 

(hh), zodat: 

▪ AF ∙ AB = AH ∙ AD

Deze producten stel ik gelijk aan k2. En ik kies k

als straal van de inversie(cirkel) I met A als inver-

siecentrum.

Eenvoudig is nu via gelijkvormigheid van driehoe-

ken in te zien dat ook:

▪ AL ∙ AA' = AE ∙ AD = k2

Dit houdt in dat bij toepassing van de inversie I 

onder andere:  

▪ I(F) = B, I(H) = D, I(E) = C en I(L) = A'

Zoals hierboven is aangetoond, zijn de punten B, L, P, A concyclisch (ze liggen op de niet-getekende cir-

kel Γc). Onder de inversie I is het beeld van Γc een rechte lijn, namelijk de lijn A'F ≡ c'. Ook de I-beelden 
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van A, L, Q, C (die punten zelf liggen op de niet-getekende cirkel Γb ) liggen op een rechte lijn, namelijk 

op A'E ≡ b'. Dan is duidelijk dat: 

▪ I(P) = P' = c' & AO en I(Q) = Q' = b' & AO 

Omdat de punten B, H, P, F collineair zijn op de B-hoogtelijn, zijn de I-beelden van die punten concy-

clisch: ze liggen op een cirkel die gaat door F, D, P' en C (deze cirkel is niet getekend in figuur 16). 

Omdat A'F = A'C (in de F-rechthoekige driehoek BFC) is die koordenvierhoek een gelijkbenig trapezium 

met DP' // CF. 

Gevolg: 

▪ A'D = A'P' en dan analoog natuurlijk ook:

▪ A'D = A'Q'

En daarmee is A' het middelpunt van de omcirkel Δ van driehoek DP'Q'.

Als vervolgens op Δ de inversie wordt toepast, dan is het I-beeld van Δ de omcirkel van driehoek HPQ.

Nu is het echter zo, dat de inverse van het middelpunt van een cirkel niet samenvalt met het middel-

punt van het inverse beeld van die cirkel. Wat echter wél geldt: inversiecentrum, middelpunt en 

inverse van het middelpunt zijn collineair. 

Het inversiecentrum is namelijk homothetie-centrum (centrum van vermenigvuldiging) van een cirkel 

en de inverse cirkel daarvan.[9] 

Desalniettemin: 

 het middelpunt S van de omcirkel van driehoek HPQ ligt op de zwaartelijn AA'.

7. Noten

[0] Deze appendix behoort bij het artikel IMO en GVA (International Mathematics Olympiad, gelijk-

vormigheidsafbeelding) dat door mij in december 2020 ter publicatie is aangeboden aan de redactie

van het wiskundetijdschrift Euclides. Dat tijdschrift is het verenigingsorgaan van de Nederlandse

vereniging van wiskundeleraren (NVvW).

[1] Met (X) bedoel ik de cirkel met middelpunt X. Is daarbij de straal r van die cirkel van belang, dan

schrijf ik (X ; r). Als naam van omcirkel van de driehoek XYZ gebruik ik (XYZ).

[2] Met X = a & b wordt bedoeld: X is het/een snijpunt van de meetkundige objecten a en b.

[3] DICK KLINGENS (2006): Draaistrekking en negenpuntscirkel. In Euclides; jrg. 81, nr. 7; blz. 350-353.

[4] Een collineaire verhouding is een verhouding tussen de lengtes van lijnstukken die collineair zijn.

[5] Een formele definitie van een draaistrekking ds luidt:

Een ds is een afbeelding van het euclidische vlak op zichzelf waarbij voor elk punt P ( O) geldt:

ds (P) = P' waarbij P' = (v ∙ r )(P) .

De samengestelde afbeelding v ∙ r (uit te spreken als v na r) is een rotatie r gevolgd door een verme-

nigvuldiging v resp. over een hoek φ en met een factor k, beide met een vast punt O als centrum.

Omdat de afbeeldingen v en r commutatief zijn, is ook v ∙ r commutatief; dus is: v ∙ r = r ∙ v .

[6] Voor iets meer over de humpty-punten van een driehoek zie:

DICK KLINGENS (2019): Een bijzonder punt, en nog een tweede. Concept-artikel, dat als pdf beschik-

baar is via:

https://home.hccnet.nl/d.klingens/downloads/HumDum.pdf

[7] De secantstelling houdt hetzelfde in als de machtstelling bij een cirkel: bij twee in P concurrente lij-

nen die de cirkel in A, B en C, D snijden, geldt PA ∙ PB = PC ∙ PD. Vallen bijvoorbeeld A en B

samen, dan is: PA2 = PC ∙ PD. Bij de machtstelling wordt gebruik gemaakt van zogeheten gerichte

lijnstukken; bij de secantstelling is dat niet het geval.

De omgekeerde secantstelling zegt dat, als PA ∙ PB = PC ∙ PD is, de punten A, B, C, D concyclisch

zijn.
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[8] Met een genormeerde richtingsvector wordt hier bedoeld een zó gekozen vector ,r  dat op de lijn AB

met vectorvergelijking x a r   door λ = 0 het punt A wordt bepaald en door λ = 1 het punt B.

Duidelijk is dat in dit geval de vector r b a   daaraan voldoet.

Deze genormeerde vector is noodzakelijk om op de lijnen BE en CF de verhouding k = BU : BE =

CV : CF te kunnen gebruiken; of ook, het gebruik van een homothetie op BE, CF met centrum B, C

en met dezelfde factor k.

[9] Zie voor een bewijs bijvoorbeeld:

DICK KLINGENS (1999): Inversie en vermenigvuldiging. Via (de website van de auteur):

http://www.pandd.demon.nl/inversie.htm#5
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Herinneringen aan Dick Klingens

Marian Kollenveld, voorzitter NVvW 1999-2014:
De eerste keer dat ik Dick zag, was bij zijn sollicitatie als 
eindredacteur voor Euclides en webmaster voor de vereni-
ging. Dick bleek een man te zijn met zeer uitgesproken 
opvattingen. Uit mijn mailwisseling met Dick is wel een 
beeld te krijgen van onze onderlinge verstandhouding. 
Veel van die mails gaan over de studiedag en over de 
jaarrede, die hij netjes opgemaakt tijdig in het blad moest 
krijgen. Ook lees ik er mijn vertrouwen in Dicks technische 
en didactische vaardigheden in terug; geduldig legde hij 
me uit hoe ik moest (un)zippen en hoe ik foto’s in de juiste 
resolutie kon versturen. En er was destijds veel gedoe 
rond het open forum van de website: rare mannen met 
onwelvoeglijke teksten en Viagra-advertenties die volgens 
mij weg moesten. Of Dick dat maar wilde doen. 
Wat valt er verder uit al die mails af te lezen? Ach, we 
waren het zo vaak eens: over het belang van meetkunde, 
over de fans van de staartdeling, de vreugde van de lente 
of het gevoel dat het desondanks herfst is omdat het je lot 
is niet begrepen te worden. In latere jaren bleef hij zich 
zo lang mogelijk naar de jaarvergadering sleuren, ondanks 
het steeds zwakker wordende lichaam. En daar aange-
komen bleef hij me koppig ‘mijn voorzitter’ noemen. 
Dick, dankjewel, ik vond het fijn dat je er was!

Kees Hoogland, hoofdredacteur Euclides 1996-2001:
Als ik aan Dick denk, zie ik…
… �een beminnelijkheid van een met labradorvacht bedekte 

bol;
… �een licht-Dorrestijnsiaanse hypochondrie als een 

bergparabool;
… een droge humor als een dalparabool;
… �een verantwoordelijkheidsgevoel als een cirkel waaruit 

niets ontsnapt;
… een doordieselende werkhouding als een cycloïde;
… een scherpte voor kwaliteit als een hypocycloïde;
… �een meetkundekennis als een tangens in de buurt van 

½π.
Ik denk terug aan jaren van geweldige samenwerking in 
de redactie van Euclides.

Gert de Kleuver, redactievoorzitter Euclides 
2000-2009:
Ergens in 2000 hebben Dick en ik elkaar ontmoet. We 
hadden beiden gesolliciteerd naar de functie van eind-
redacteur en zo kwamen we elkaar tegen in hotel Wientjes 
in Zwolle. Dick werd benoemd als eindredacteur en zelf 
ging ik verder als voorzitter van de redactie, met toen 
nog Kees Hoogland als hoofdredacteur. In dat eerste jaar 
gingen Dick, Kees en ik op zekere dag naar Groningen, 
voor een afspraak met de vormgever. Aldaar aangekomen 
werden we in een gangetje ontvangen: de man bleek 
helemaal geen tijd voor ons te hebben. Ik heb Dick zelden 
zo boos gezien; zó wenste hij niet behandeld te worden!
Het jaar erna werd Marja Bos hoofdredacteur. Vanaf dat 
moment gingen Dick en ik één keer per jaar een dagje 
naar Marja, voor groot overleg. Die treinreis op en neer 
naar Drenthe was altijd weer memorabel. Zo kocht Dick 
eens een verkeerd treinkaartje. Hij wilde het ruilen aan 
het loket, en de rij wachtenden achter hem groeide en 
groeide... totdat één van hen vroeg, of zij misschien 
éérst geholpen mochten worden. Dit leverde onmiddellijk 
luidruchtig commentaar van Dick op. Ook de reis zelf was 
altijd een groot feest. Dick kon mooi vertellen, en als hij 
op stoom kwam, was hij net een trein die niet te stoppen 
was. Medereizigers en conducteur genoten volop mee.
Dick had destijds het initiatief genomen voor een special 
over de meetkundige Oene Bottema (1901-1992). Samen 
met Marja werd dit Bottema-nummer degelijk voorbe-
reid, en veel mensen werden bereid gevonden een stuk 
te schrijven. Dick schreef zelf ook, onder meer het mooie 
artikel ‘Sangaku en inversie’. De special werd goed 

Op 24 mei jl. overleed Dick Klingens, voormalig 
eindredacteur van Euclides (2000-2013) en mede-
webmaster van de eerste website van de NVvW. Hij is 
76 jaar geworden. Als voormalige collega’s van Dick 
halen we graag wat herinneringen aan hem op.

Dick Klingens
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ontvangen. Het was de eerste van een serie die Marja 
en Dick ontzettend veel tijd heeft gekost, maar ook veel 
energie heeft opgeleverd. Het eindredactiewerk was 
Dick op het lijf geschreven: de tekeningen, de foto’s, de 
formules… alles altijd uitstekend verzorgd, met als ultiem 
doel een mooi en foutloos nummer van Euclides.
Dank je wel, Dick!  

Gerard Koolstra, webmaster van de eerste 
NVvW-website, 1998-2006:
Zo rond de eeuwwisseling heb ik veel met Dick samen-
gewerkt in het kader van het ontwikkelen van een website 
van de Nederlandse Vereniging van Wiskundeleraren en 
het onderhouden daarvan. We hebben veel gesprekken 
gevoerd, waarbij de veelzijdigheid van Dick al snel 
duidelijk werd: zijn verleden als verzekeringswiskundige, 
daarna zijn loopbaan als wiskundeleraar en schoolleider, 
zijn bemoeienissen met de programmeertaal COMAL, en 
natuurlijk zijn werk op het gebied van meetkunde. 
De gemeenschappelijke noemer was om zoveel mogelijk 
kennis en gereedschappen te delen met vakgenoten. 
Daarbij speelde in toenemende mate ook zijn bezorgdheid 
over het wiskundig-inhoudelijk niveau van de Nederlandse 
wiskundedocenten een rol. Zaken die hem aan het hart 
gingen besprak hij vaak met een flinke scheut ironie, 
waaronder zich soms een diepe gedrevenheid verborg. 
Later sprak ik hem veel minder, maar wel minstens een 
keer per jaar. De laatste tijd was zijn mindere gezondheid 
ook onderwerp van gesprek. Voor de manier waarop hij 
hiermee omging past bewondering. 
In warme herinnering.

Marja Bos, hoofdredacteur Euclides 2001-2008:
Mei 2001. Ik loop Hogeschool Domstad in Utrecht binnen 
voor het jaarlijkse symposium van de Historische Kring 
Reken- en WiskundeOnderwijs. Dwars door een gang 
vòl met mensen roept iemand mij van verre luidkeels toe: 
“Heeeeee, daar is ze: m’n nieuwe baas!!!” Ik krijg meteen 
een rooie kop – brrrrrr, wie probeert me hier zo in verlegen-
heid te brengen?! Het is de mij op dat moment nog 
onbekende Dick Klingens, eindredacteur van Euclides, het 
blad waarvan ik nog maar nèt als hoofdredacteur benoemd 
ben. Na afloop van het symposium drinken we samen 
een paar koppen koffie om nader kennis te maken. En 
als ik daarna de trein in stap, doe ik dat met het volste 
vertrouwen in zowel onze toekomstige werkrelatie als onze 
persoonlijke klik. Dick bleek inderdaad een uitstekende 
eindredacteur te zijn, met uitgesproken ideeën over allerlei 

vormgevingskwesties en met veel technische expertise. Ik 
leerde Dick natuurlijk ook kennen in zijn hoedanigheid als 
groot meetkundeliefhebber. Zijn enthousiasme en exper-
tise op dit terrein bleken bijvoorbeeld uit de totstand-
koming van de Bottema-special, die in januari 2002 bij 
de Euclides-abonnees op de mat viel. Zie daarover de 
bijdrage van Gert de Kleuver. Menigmaal diende Dick 
eigen meetkundeartikelen bij me in, en vele ervan heb ik 
daadwerkelijk geplaatst. Maar niet allemáál… Om uiteen-
lopende redenen wees ik zo nu en dan een inzending van 
hem af. Met bloedend hart, overigens, want ik wist dat ik 
Dick daarmee op zijn meetkundige ziel trapte…  Overigens, 
Dicks prachtige privé-website www.pandd.nl (met heel veel 
meetkunde) blijft vooralsnog gelukkig gewoon in de lucht.
Minder bekend is misschien, dat Dick een groot aandeel 
heeft gehad in de digitalisering van alle jaargangen van 
Euclides (dus vanaf 1924). Dat was een immense klus, 
maar alle nummers zijn daardoor nu terug te vinden via 
archief.vakbladeuclides.nl. Fantastisch!
Als kernredactie vormden Dick, Gert de Kleuver en ik een 
goed op elkaar ingespeeld team. En we hebben samen ook 
heel wat afgelachen, al moet gezegd worden dat de heren 
voortdurend probeerden mij schandelijk voor aap te zetten. 
Vooral Dick was hierin een meester – en hij schiep er 
bovendien een boosaardig genoegen in! Ach, ach, wat heb 
ik het zwaar gehad. En dan dat karakteristieke glunde-
rende gezicht van hem erbij, als ’t hem dreigde te lukken…
Naarmate de jaren vorderden, ging Dicks gezondheid 
achteruit. Maar hij beklaagde zich niet, en bromde met 
het nodige relativeringsvermogen de zorgen van zich af. 
Gelukkig fleurde hij mentaal weer wat op toen er klein-
kinderen kwamen; hij bleek een enthousiaste grootvader. 

Dick heeft Euclides een mooi gezicht gegeven. 
Hij was een eindredacteur van formaat! 
En een fijn mens.

Klaske Blom, hoofdredacteur Euclides 2008-2011:
Als ik van íemand vertrouwen heb gevoeld in de aller-
eerste zenuwachtige stappen die ik zette als hoofdredac-
teur van Euclides, dan is het wel van Dick. Ik voelde me 
verzekerd van opvang als ik een stommiteit zou begaan.  
Als er íemand prachtige stukken schreef voor Euclides, 
dan was Dick het wel. Zo veel dat het regelmatig te veel 
was. Hij vond het erg als het niet geplaatst werd, en 
bedacht listen om te ontsnappen aan het strenge regime 
van de hoofdredacteur, bijvoorbeeld door gebruik te maken 
van zijn partners in crime: zijn alter ego’s Daaf Spijker en >
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Pim Diemitz. Buiten Euclides deelden we nog een passie: 
Noorwegen, een woest en wonderschoon land. Woest en 
wonderschoon, het zou een omschrijving van Dick kunnen 
zijn, toch? Woest in zijn reacties, in zijn ergernis, in zijn 
ideeën, woest zijn haar. Wonderschoon in zijn artikelen, 
wonderschoon zijn meetkunde, zijn bewijzen en zijn woord-
kunst. In mijn ogen kunnen we Dick niet dankbaar genoeg 
zijn voor datgene wat hij met zijn precisie, zijn oplettend-
heid, zijn enorme deskundigheid en ontelbare uren werk 

in al die jaren voor Euclides heeft betekend. Dick was 
niet de makkelijkste in gezelschap, maar zijn nabijheid, 
zowel digitaal als in redactievergaderingen, was me altijd 
bijzonder dierbaar. 

Zie voor een Euclides-special met artikelen van Dick:
vakbladeuclides.nl/977klingens

EUCLIDES  |  september  2021 73


	Special compleet
	Dick Klingens Special
	VOORKANT
	Inhoudsopgave
	DKSpecial
	DKSpecial
	01
	02
	03
	04
	05
	06
	07
	08
	09
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20
	21
	22
	23
	24
	25
	26
	27
	28
	29
	30
	31
	32
	33
	34
	35



	zo maar een examenvraagstuk van vroeger
	eenvoudig
	RAAKing
	IMO-GVA

	IM



