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Jacques Jansen

Het probleem van Leuven is heel kort samengevat: kies een natuurlijk getal k tussen 1 en n waarbij 
n een natuurlijk getal is tussen 50 en 500. De som van de getallen 1 tot en met k – 1 is gelijk aan 
de som van k + 1 tot en met n. Bepaal k en n. Maar verpakt in een raadsel uit Sherlock Holmes is 

het veel spannender!     

Uitdagende problemen

Het probleem van Leuven

Ooit gehoord van het probleem van Leuven? Een heel 
spannend probleem. Volgens de auteurs van De Dikke 
Pythagoras [1] - een feestelijke uitgave van de redactie van 
Pythagoras wiskundetijdschrift voor jongeren dat al zestig 
jaar bestaat – is het bekend geworden door het verhaal 
van de oplossing ervan door de geniale Indiase wiskun-
dige Srinivasa Ramanujan (1887-1920). Het probleem van 
Leuven verscheen in 1914, het beginjaar van de eerste 
wereldoorlog, in het Britse tijdschrift Th e Strand. Dat 
magazine kreeg bekendheid door de publicatie van de 
verhalen van Sherlock Holmes.

fi guur 1 Th e Strand Magazine

Dit is de oorspronkelijke tekst van het probleem:

‘I was talking the other day,’ said William Rogers 
to the other villagers gathered round the inn fi re, ‘to 
a gentleman about that place called Louvain, what 
the Germans have burnt down. He said he knowed it 
well – used to visit a Belgian friend there. He said 
the house of his friend was in a long street, numbered 
on his side one, two, three, and so on, and that all 

the numbers on one side of him added up exactly the 
same as all the numbers on the other side of him. 
Funny thing that! He said he knew there was more 
than fi fty houses on that side of the street, but not so 
many as fi ve hundred. I made mention of the matter to 
our parson, and he took a pensil and worked out the 
number of the house where the Belgian lived. I don’t 
know how he done it.’ Perhaps the reader may like to 
discover the number of that house.

Probeer het eerst maar eens op te lossen voordat je verder 
leest.

Aan de slag
Als er niet meer dan tien huizen in die straat zijn, dan heb 
je snel door ‘trial and error’ een oplossing gevonden. Het 
werkt al bij acht huizen: het gezochte huisnummer is 6. 
Immers de som van de lage nummers is 
1 + 2 + 3 + 4 + 5 = 15 
en de som van de hoge nummers is 
7 + 8 = 15.

Het gezochte huisnummer noemen we k en het totaal 
aantal huizen in die straat n. Er zijn beperkende 
voorwaarden: k en n zijn groter dan 1 en n is groter dan 50 
maar kleiner dan 500. k moet uiteraard kleiner zijn dan n.
De som van de huisnummers die lager zijn dan k geef ik 
aan met Som(lager) en de som van de huisnummers die 
hoger zijn dan k geef ik aan met Som(hoger). We gaan 
beide gelijke sommen uitrekenen.
We tellen de lage huisnummers op:  
1 + 2 + 3 + … + (k – 1) 
en dat geeft 
½ ⋅(k – 1) ⋅k,  ofwel ½ ⋅(k 2 – k).
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Nu de huisnummers die hoger zijn dan 
k: (k + 1) + … + n. 
Trek je van die getallen k af dan zie je meteen dat er 
(n – k) nummers zijn.
Som(hoger) = ½ ⋅(n – k) ⋅(n – k + 1) + k ⋅(n – k) = 
(n – k) ⋅(½ ⋅(n – k + 1) + k) = ½ ⋅(n – k) ⋅(n + k + 1).
Voor het aantal huizen in de straat geldt: 50 < n < 500.
Uit Som(lager) = Som(hoger) volgt: 
½ ⋅(k 

2 – k) = ½ ⋅(n – k) ⋅(n + k + 1)
Uitwerken geeft: 
k 

2 – k = n 
2 + nk + n – kn – k 

2 – k. 
Dit herleiden we tot 2k 

2 = n 
2 + n.  

Een belangrijke relatie! 

Kan de afleiding van deze relatie eleganter? Jazeker.
Som(lager) = Som(hoger) →
Som(lager) + Som(lager) + k = Som(alles) →
2⋅(½⋅(k – 1)⋅k) + k = ½⋅n⋅(n + 1) →
k 

2 = ½⋅n⋅(n + 1) →
2k 

2 = n 
2 + n.

Ik werd geboren en groeide op in de oudste winkelstraat 
van Nederland, de Lange Hezelstraat, te Nijmegen. Het 
huisnummer van mijn woning was 100. Ik was trots op dat 
mooie nummer maar de geschiedenis van de straat was 
mij toen onbekend. Zou 100 ook voldoen aan de relatie 
2k 

2 = n 
2 + n? Invullen van 100 geeft een waarde voor 

huisnummer n met cijfers achter de komma. Jammer toch? 
De geschiedenis van deze straat kunnen we niet verder 
verrijken...

We roepen de hulp in van GeoGebra. Je kunt aan de 
vergelijking 2k 

2 = n 
2 + n zien dat het om een deel van 

een hyperbool gaat (dat deel van de rechtertak in eerste 
kwadrant) waarvan de toppen op de horizontale n-as 
liggen. Zie figuur 2.

figuur 2 

Je ziet al snel het mooie roosterpunt (8, 6): n = 8 en 
k = 6. Dit hebben we al eerder gezien. Maar n moet 
groter zijn dan 50, jammer!

figuur 3

Punt D, zie figuur 3, lijkt heel mooi. (288, 204): k = 204 
en n = 288. Som(lager) = 20706 en 
Som(hoger) = (1 + … + 84) + (84 × 204) = 20706. 
Kassa! Het huisnummer is 204 en de straat bestaat uit 
288 huizen. Wellicht vind je zelf het roosterpunt (45, 35). 
Dat voldoet dan weer niet. Elegant is dit grafisch oplossen 
natuurlijk niet. Is er een andere aanpak? Terug naar de 
vergelijking 2k 

2 = n 
2 + n!

Diophantische vergelijking 2k 
2 = n 

2 + n

figuur 4 Diophantus van Alexandrië 

Weet je het nog? Een Diophantische vergelijking is een 
veeltermvergelijking waarbij zowel de coëfficiënten als de 
oplossingen gehele getallen moeten zijn. Hoe lossen we 
de Diophantische vergelijking 2k 

2 = n 
2 + n op? 

n staat voor het aantal huizen in die straat en k voor het 
huisnummer van die vriend.
Ik moest denken aan de zomercursus van 2010, waar 
Frits Beukers een voordracht hield onder de titel: 
‘Diophantische vergelijkingen. Een onmogelijke uitdaging’. 
Hij had het over Pell-vergelijkingen, een speciaal soort 
Diophantische vergelijkingen.
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We herschrijven 2k 
2 = n 

2 + n totdat we een Pell-
vergelijking krijgen. Ik gebruik even de variabelen u en v.
Een voorbeeld van zo’n Pell-vergelijking is: u 

2 – v 
2 = 1. 

Wat algemener: u 
2 – N ⋅v 

2 = 1 waarbij N een natuurlijk 
getal is dat geen kwadraat mag zijn. u en v zijn gehele 
getallen die groter of gelijk aan nul zijn. We beginnen met 
herschrijven met behulp van kwadraat afsplitsen.

2 21 1
2 4( ) 2n k+ − =

2 21 1
2 4( ) 2n k+ − =

2 21
24( ) 8 1n k+ − =

2 2(2 1) (2 2 ) 1n k+ − =
Nu hebben we de juiste vorm.
Stel u = 2n + 1 en v = 2√2k dan: 
u 

2 – v 
2 = 1 of (u + v)(u – v) = 1.

Stel a = u + v dan 
u – v = 1/a → 2u = a + 1/a → u = ½(a + 1/a).
Zo vind je ook v = ½(a – 1/a).
Nu kunnen we k en n uitdrukken in a: 
u = 2n + 1 = ½(a + 1/a).

1 1 1
4 4 2an a= + −

 
en

 
2 2 2 2

1 1
2( )aavk

−
= = .

Maar hoe nu verder? Hoe kies je a zodat je gehele oplos-
singen krijgt?
Vermoeden: a wordt toch een irrationaal getal van de vorm 
c + d√2. Die √2 gooit roet in het eten, of toch niet?
Ik zat vast met mijn aanpak. Terug naar Frits Beukers. Hij 
schreef het boek Getaltheorie voor Beginners. Beginners? 
Wat een bescheidenheid. Hoofdstuk 15 gaat over de 
vergelijking van Pell en dat bracht mij verder.

Nieuwe poging   
We bleven hangen bij het oplossen van de vergelijking 
2k 

2 = n 
2 + n. We proberen dit weer te schrijven in de 

vorm u 
2 – N ⋅v 

2 = 1 maar nu met N = 2. 
Dat geeft: u 

2 – 2v 
2 = 1. 

We gaan weer kwadraat afsplitsen:
2 21

24( ) 8 1n k+ − =
2 2(2 1) 2(2 ) 1n k+ − = .Kies weer u = 2n + 1 en kies v = 2k (hier zit de 

verandering) en we hebben de juiste vorm.
Een oplossing van u 

2 – 2v 
2 = 1 : u = 3 en v = 2.

Invullen: 32 – 2⋅22 = 1 → 32 – (2√2)2 = 1 → 
(3 + 2√2)(3 – 2√2) = 1.
Voor de vergelijking u 

2 – 2v 
2 = 1 kunnen we dus schrijven 

(u + v √2)(u – v √2) = 1.
Je kunt kwadrateren, derdemacht nemen, enzovoort van het 
linkerlid, maar de uitkomst blijft 1.
We kwadrateren: (3 + 2√2)2(3 – 2√2)2 = 1. Uitwerken: 
(17 + 12√2)(17 – 12√2) = 1. Een oplossing: u = 17 en v = 12.

Dat betekent n = 8 en k = 6, maar het aantal huizen 
moet groter zijn dan 50...
We kwadrateren weer: (17 + 12√2)2(17 – 12√2)2 = 1. 
Uitwerken: (577 + 408√2)(577 – 408√2) = 1. Oplossing:  
u = 577 en v = 408. Dat betekent met u = 2n+1 dat 
n = 288. v = 2k dus k = 204. Hoera, we hebben een 
oplossing!

Is er nog een oplossing?
We nemen de vijfde macht van 
(3 + 2√2)(3 – 2√2) = 1:
(3 + 2√2)5(3 – 2√2)5 = 1.
Als we dit uitwerken krijgen we 
(3363 + 2378√2)( 3363 – 2378√2) = 1.
u = 2n + 1 = 3363. Dat geeft n = 1681 en dat is meer 
dan 500. Merk op dat v = 2k = 2378 en dat geeft 
k = 1189. Voor controle vullen we dat in de vergelijking 
2k 

2 = n 
2 + n in. Zowel linker- als rechterlid geeft de 

waarde 2827442. Zijn we er nu wel zeker van dat er één 
oplossing is voor 50 < n < 500? Dat mag je zelf nagaan...

Tot slot
De vraag is natuurlijk hoe de Indiase wiskundige 
Srinivasa Ramanujan dat probleem van Leuven oploste? 
Het schijnt dat hij dat gedaan heeft – we weten het niet 
zeker - met behulp van kettingbreuken. Daar is ook weer 
een Zebraboekje (deel 33) over. Dat deel is geschreven 
door Martin Kindt en Piet Lemmens. Maar veel leuker zijn 
de worstelingen van geïnteresseerde leerlingen en collega’s.
En gaat het net niet zoals in de kunst? De worsteling 
is belangrijker dan het uiteindelijke product. Ik nodig je 
uit om je leerlingen of collega’s uit te dagen. Geef ons 
ook een bericht als je een huis bewoont met de vermelde 
eigenschappen van het probleem van Leuven. Ik doe er wel 
een andere beperking bij. Het huisnummer moet groter zijn 
dan tien. Dan heeft de redactie een fles wijn voor jou of 
een leuk boekje van Sherlock Holmes ….

Noten
[1]	� Guigelaar, J., Levrie, P. & Vanhommerig, 
	 R. (2020). De dikke Pythagoras. Lannoo.
[2]	 Beukers, F. (2005). Getaltheorie voor 		
	 Beginners. Epsilon.

Over de auteur
Jacques Jansen was veertig jaar docent wiskunde. Hij is 
sinds 1 augustus 2014 met pensioen. 
E-mailadres: jacques.jansen@wxs.nl.
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Jammer
De ruimte die de vlakke meetkunde in het leerplan 
wiskunde voor havo/vwo inneemt, is in de loop der jaren 
kleiner geworden, en daarmee neemt natuurlijk ook de 
vaardigheid in het oplossen van meetkundeproblemen 
af – ook die van wiskundeleraren. Wat dat op termijn 
betekent voor de (vul maar in) wiskunde, wetenschap, 
samenleving, …, daarover heb ik wel mijn gedachten. Het 
enige wat ik er hier over kwijt wil, is dat het jammer is. 
Die gedachten kwamen bij mij op toen mij door een 
(jongere) oud-collega het volgende, eenvoudig ogende en 
hierna te bespreken constructieprobleem werd voorgelegd.

Gevraagd 
Zie figuur 1. Gegeven is een vierkant ABCD en een 
lijnstuk (met lengte) d. Op de lijn DC moet het punt P en 
op BC het punt Q zó geconstrueerd worden – uiteraard 
met passer en liniaal (p&l) – dat A, Q en P collineair zijn 
én PQ = d.

figuur 1

Oplossing? 
Met het plaatje erbij lijkt de oplossing inderdaad voor de 
hand te liggen (eenvoudig ogend). De driehoeken ABQ en 
PCQ zijn gelijkvormig. Als je dan voor het gemak AB = 1 
stelt en BQ = x, dan is AQ = √(1 + x2), zodat uit 
BQ : CQ = AQ : PQ = AB : CP volgt dat: 

(1)	 x : (1 – x) =√(1 + x2) : d
	 Maar dit leidt tot een vierdegraads vergelijking 	
	 in x! … En in BQ : CQ = AB : CP zit naast 	
	 x ook CP als onbekende. Evenwel, uit de gelijk-	
	 vormigheid van de driehoeken ABQ en PDA 	
	 volgt: 
	 AB : PD = BQ : DA of 1 : PD = x : 1, zodat: 
(2)	� PD = 1

x
	 En deze relatie speelt, zoals aan het einde 
	 zal blijken, een belangrijke rol.

Dan toch maar verder werken met relatie (1)? Nog even 
niet. Eerst nog een ander plaatje, zie figuur 2, waarin het 
punt P ‘wandelt’ over de lijn CD en de meetkundig plaatsen 
K, K’ worden getekend [1] van de snijpunten Q, Q’ van de 
lijn AP met de cirkel Γ met middelpunt P en straal d.

figuur 2

Tja, het probleem zou ‘GeoGebra-oplosbaar’ zijn als het 
snijpunt van die meetkundige plaats met BC, het punt Q 
in figuur 1, zou kunnen worden bepaald;[2] maar dat is dan 
niet met p&l! De constructie van de meetkundige plaats 
heeft overigens wel een bijzondere naam: neusis (ook wel 
neusis-constructie).[3, 4]

Dick Klingens

Een eenvoudig ogende opgave blijkt toch ingewikkelder te zijn. 

Meetkunde - eenvoudig,
of toch niet?

d
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Oplossen van de vergelijking 
Dus zit er niets anders op dan verder te gaan met de 
vergelijking die volgt uit de eerdergenoemde gelijkvormig-
heid. Kwadrateren van relatie (1) gevolgd door ordenen 
geeft:[5] 
(3a)	 x4 – 2x3 + (2 – d 

2)x2 – 2x + 1 = 0 
	 Merk op dat de coëfficiënten in (3a) symmetrisch 	
	 (palindromisch [6]) zijn: 1, -2, (2 – d 

2), -2, 1. 
	 Dat biedt mogelijkheden voor de substitutie 
	 x + 1

x  = y, na deling door x2: 
(3b)	 x2 – 2x + (2 – d 

2) – 2
x  + 2

1
x  = 0

	 En vervolgens, iets anders gerangschikt: 
	 (x2 + 2 + 2

1
x ) – 2(x + 1

x ) – d 
2 = 0, 

	 zodat: y 
2 – 2y – d 

2 = 0 
	 Omdat y > 0 is, volgt hieruit: 
(4a)	 y = 1 + √(1 + d 

2)
	 Het aangename is dat het lijnstuk y in ieder geval 	
	 p&l-construeerbaar is. 
	 Stel in (4) namelijk z = √(1 + d 

2). Dan volgt 	
	 daaruit dat z  

2 = 1 + d 
2 is. In een recht-

	 hoekige driehoek kan dan z, en dus ook 
	 y = 1 + z, worden gevonden. 
	 Zie daarvoor figuur 3, waarin:
(4b) 	 AD’ = d, BD’ = √(1 + d 

2) = z = BB’ 
	 En inderdaad, via de cirkel (B, BD’) is: 
(5)	 y = 1 + z = AB’

figuur 3

En dan moet met die y het lijnstuk x op basis van de 
relatie x + 1

x = y worden geconstrueerd. Maar, kan dat 
wel met p&l?

Een driehoekje erbij 
Nu kan ik en ga ik gebruik maken van relatie (2): 
DP = 1

x  
In mijn ‘analysefiguur’ – deze staat in figuur 4 – is P’ het 
voetpunt van de loodlijn uit P op AB. Dan is ook 
AP’ = 1

x , met als gevolg dat P’B’ = x, 
immers x + 1

x = y = AB’.

figuur 4

Met AB = 1 = PP’ en BQ = x = P’B’ zijn de driehoeken 
ABQ en PP’B’ congruent (ZHZ). In die driehoeken is dan  
A = P, zodat ÐAPB’ = 90o. 
Daarmee ligt het punt P dus op de Thales-cirkel met AB’ 
als middellijn (middelpunt T ). En dan is het punt P met 
p&l te construeren als snijpunt van die cirkel met de lijn 
DC. De constructie van het punt Q is daarna triviaal. 
De gehele p&l-constructie is nog eens opgenomen in 
figuur 5, waarin de lengte van het gegeven lijnstuk 
d (= AD’) nu groter is dan 1 (dus groter dan AD).

figuur 5

Wat zo eenvoudig oogde – en eigenlijk nog – eiste toch 
echt wel wat! 

D'
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Noten
[1]  De naam van de tweedelige meetkundige plaats 

is conchoïde. Nikomedes (± 280 – ± 210 v. 
Chr.) gebruikte zo’n kromme om het probleem 
van de verdubbeling van de kubus (het 
zogeheten Delisch probleem) op te lossen, een 
probleem waarvan sinds 1837 (Pierre Wantzel) 
bekend is dat het niet p&l-construeerbaar is. 
Zie bijvoorbeeld op Wikipedia:  
https://nl.wikipedia.org/wiki/Verdubbeling_  

 van_de_kubus Etymologie. Conchoïde < Gr. 
 kogcoeidhς (koncho-eidès), (een lijn) gelijkend  
 op een schelp. Een vroeger gebruikt woord voor  
 conchoïde is schulplijn. 
[2]  Het programma GeoGebra heeft (nog?) geen 

functie waarmee direct een snijpunt van een 
meetkundige plaats met een ander meetkundig 
object kan worden gevonden. 

[3]  De methode werd in de klassieke oudheid toe-
  past met een neusisliniaal bij constructies die 

niet met p&l uitvoerbaar waren. In fi guur 2
fungeert de lijn AQ’ als zodanig. Voor een 
verdere toelichting zie: https://nl.wikipedia.org/
wiki/Neusis Etymologie. Het woord ‘neusis’ 
komt van het Griekse werkwoord neueiν (neu-
ein), dat ‘neigen’ betekent; wiskundig gebruikt 
als ‘inschuiven’. Zie ook: Meskes, A. & Tytgat, 
P. (2015). Met passer, liniaal en neusislat.
Zebra 41. Epsilon.

   [4]  Zie paragraaf 2 in de appendix voor een 
analytische afl eiding van de vergelijking van 
een conchoïde. 

   [5]  In de appendix staat in paragraaf 1 ook een 
stukje analytische meetkunde dat tot dezelfde 
vierdegraads vergelijking leidt. 

[6]  Een algemene behandeling van zo’n vergelijking 
staat in paragraaf 3 van de appendix. 

[7]  Heath, T. (1921). A history of Greek 
mathematics. New York (USA): Dover 
Publications, reprint 1981; vol. II, pp. 412-416. 

Over de auteur
Dick Klingens overleed in mei 2021. Dit is een van de drie 
laatste artikelen die hij de redactie van Euclides stuurde, 
die we, met toestemming van zijn nabestaanden, postuum 
mogen publiceren.

Naschrift 
En toen ik het bovenstaande in klad op papier had gezet, 
keek ik ook maar eens in de literatuur naar de constructie 
met de neusis en naar de conchoïde.[1]

In [7], pag. 412 vond ik bij een stelling van Pappos van 
Alexandrië (290–350) een plaatje dat overeenkomt met 
fi guur 4. En bij het lezen van de naam Nikomedes (de 
ontdekker van de kromme van fi guur 2.) herinnerde ik 
me dat ik ooit (het bleek in 2005 te zijn) een stukje 
schreef over diens conchoïde – het had een paragraaf in 
een Zebra-boekje moeten worden. Ook hiervan is in de 
appendix het een en ander terug te vinden, namelijk in de 
paragrafen 4 (met het bedoelde plaatje), 5 en 6. 
En mijn oud-collega? Die heb ik niet alleen op de 
geschiedenis van het probleem gewezen, maar natuurlijk 
ook een kopietje van mijn uitwerkingen gegeven.

Een appendix bij dit artikel vind je op de Euclides-site.
      vakbladeuclides.nl/977meetkunde_eenvoudig

De artikelen die Dick voor Euclides schreef in één pdf:
     vakbladeuclides.nl/977dickklingens

Met dank aan Martin Kindt voor het redigeren van dit 
artikel.

      vakbladeuclides.nl/977meetkunde_eenvoudig

     vakbladeuclides.nl/977dickklingens
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Fred Muijrers

Drie lijnen door de hoekpunten van een driehoek kunnen door één punt gaan, zwaartelijnen 
bijvoorbeeld, maar ook een driehoek vormen. Wat is de oppervlakte daarvan? 

Van vanzelfsprekendheid via verbazing naar verkenning en verdieping.

Route naar Routh

Inleiding
Jaren geleden was op WDR3, het derde Duitse tv-net, 
een soort Teleac-cursus over wiskunde. Dit type onlineles, 
rond 1975(!), eindigde steevast met een probleem voor 
thuis. Bij figuur 1 werd gevraagd de oppervlakte te 
bepalen van ΔPQR ten opzichte van de oppervlakte van 
ΔABC. De getallen zijn verhoudingsgetallen.

figuur 1

Aan de lezer om eerst zelf een antwoord te vinden of te 
schatten. In een cursus gaven vrijwel alle studenten snel 
als antwoord ‘zal wel een zesde deel zijn’. Bij controle met 
GeoGebra was men verbaasd. Hé, dat klopt niet. Hoe zit 
het dan?

Een analyse
De kern van het probleem is de bepaling van de ligging 
van de punten P, Q en R. Hiervoor is de stelling van 
Menelaos [1] te gebruiken. De lijn door C en D is een 
transversaal van ΔABE, zie figuur 2. BF is een trans-
versaal van ΔACE, zie figuur 3. De stelling geeft nu infor-
matie over de ligging van de punten P en Q.

figuur 3

311 2 2
AD BC EP EP
DB CE PA PA= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ . 

Hieruit volgt: = 3
4

PA
PE

 dus = ⋅3
7

PA AE . 

Analoog geldt voor BF bij ΔACE:

= ⋅ ⋅1
AF CB EQ
FC BE QA

. 

En er volgt: = 6
1

AQ
QE

 dus = ⋅1
7QE AE . 

Bijgevolg geldt: 3
7

PQ AE= ⋅ . Hiermee hebben we 

gevonden dat |AP| : |PQ| : |QE| = 3 : 3 : 1. 
Met deze verhouding ook voor de ligging van de punten 
op de andere transversalen, zie figuur 4, kunnen we nu de 
oppervlakte van ΔPQR gaan bepalen. 

figuur 4

O(PQR ) = 3
6 ⋅O(AQR ) = 3

6 ⋅
3
4 ⋅O(AQF ) = 

3
6
⋅ 34 ⋅

4
7 ⋅O(ABF ) = 

3
6 ⋅

3
4 ⋅

4
7 ⋅

2
3 ⋅O(ABC ) = 1

7 ⋅O(ABC ). 
figuur 2
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We maken hierbij gebruik van het feit dat oppervlaktes 
van driehoeken met gelijke hoogtes zich verhouden als hun 
bases. Een verrassend resultaat ook voor mijn studenten.

Algemener: de formule van Routh
De aanpak hiervoor is eveneens te gebruiken voor een 
driehoek als in figuur 5.

figuur 5

Er volgt nu: 
1PA q

PE pq
+

=  en (1 )
1

AQ r q
QE

+
= . 

Analoog aan het concrete voorbeeld vinden we: 1
1

qAP AE
pq q

+
= ⋅

+ +
 en 

1
1

QE AE
qr r

= ⋅
+ +

 en 

|PQ| = |AE| - |AP| - |QE|.  
Na uitwerking: 

( 1)( 1)
( 1)( 1)

q pqrPQ AE
pq q qr r

+ −
= ⋅

+ + + +

. 
 
 
Conclusie: |AP| : |PQ| : |QE| = 
(q + 1)(qr + r + 1) : (q + 1)(pqr – 1) : (pq + q + 1).   [] 

Voor de punten Q en R op lijn BF vinden we snel soort-
gelijke uitdrukkingen: wijzig p in q, q in r en r in p. We 
vinden voor de driehoeken in figuur 5 met 

|AQ| = |AP| + |PQ| = 
( 1)

1
r q AE

qr r
+

⋅
+ +

:

O(PQR ) = PQ RQ FQ AF
AQ FQ BF AC⋅ ⋅ ⋅ ⋅ O(ABC ) = 

( 1)( 1) ( 1)( 1)
( 1)( 1) ( 1)( 1) ( 1)
q pqr r pqr r

r q pq q qr r rp p r
+ − + −

⋅ ⋅
+ + + + + + + +

⋅ 

2( 1)
( 1)( 1)( 1)

pqr
pq q qr r rp p

−
+ + + + + + ⋅ O(ABC ). 

Fraaie symmetrie zit in deze formule van Routh [2].

Meer resultaten
Voor p = q = r volgt: 

O(PQR ) = 
3 2

2 3
( 1)

( 1)
p

p p
−

+ +
⋅ O(ABC ) = 

2

2
( 1)

1
p

p p
−

+ +
⋅ O(ABC ). 

 
En voor p = 2 krijgen we inderdaad de verhouding 1 : 7. 
Overigens krijgen we deze verhouding ook voor de waarde 
p = ½. Dat is logisch en volgt tevens uit de formule. We 
kiezen p ≥ 1.  
Wanneer krijgen we de verhouding 1 : 6? Enig 
herschrijven laat zien dat dan geldt: 5p2 – 13p + 5 = 0. 
Dat geeft p = 2,131… en deze p-waarde is uiteraard iets 
groter dan 2. 
Als p = mn  dan volgt: 

O(PQR ) = 
2

2 2
( )m n

m mn n
−

+ +
⋅ O(ABC ).

 
Nemen we nu m = n + 1 dan volgt: 
O(PQR ) = 

2
1

3 3 1n n+ +
⋅ O(ABC ). 

Dat geeft het rijtje p = 2, 3
2 , 4

3 , 5
4 , … 

met oppervlakteverhoudingen 1 : 7, 19, 37, 61, … . 
We gaan even terug naar de algemene formule. 
Als pqr = 1, dan is de oppervlakte gelijk aan nul. 
PQR is ‘verworden’ tot een punt en de drie lijnen uit 
de hoekpunten gaan door dat punt. In feite hebben we 
hiermee de stelling van Ceva bewezen. Die stelling luidt: 
drie lijnen uit de hoekpunten van ABC zijn concurrent 
dan en slechts dan als

1 1 1( )
AD BE CF

p q rDB EC FA⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = 1.  
Voor p = q = r = 1 vinden we als bonus: de drie zwaarte-
lijnen gaan door één punt (Z) en er geldt dat 
|AZ| : |ZE| = 6 : 3 = 2 : 1. Zie [].

Bijvangst
In figuur 5 kijken we naar DEF. Soortgelijk aan de 
aanpak voor O(PQR ) vinden we: 
O(ADF ) = 1

1 1
r

p r
⋅

+ +
⋅ O(ABC ). 

Analoog voor O(DBE) en O(ECF ). Hiermee volgt:

O(DEF ) = 1 1 1(1 )
1 1 1 1 1 1

p qr
p r q p r q

− ⋅ − ⋅ − ⋅
+ + + + + +

⋅

O(ABC ) = 

  		     
⋅ O(ABC ).

Ook fraai. Voor p = q = r = 1 krijgen we uiteraard de 
verhouding 1 : 4.
 

O(ABC ) =
O(DEF ) = 

1
( 1)( 1)( 1)

pqr
p q r

+
+ + +
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in het geval dat r = 2 en er geldt dan dat p = q = 2. 
Daarmee liggen D, E en F als snijpunten van de lijnen 
uit C, B en A vast op de zijden van ABC en is PQR 
te construeren. Het gaat blijkbaar om een driehoek als in 
figuur 1 en dat vermoedde de lezer waarschijnlijk al.

Mooi hoe meetkunde, algebra en grafisch onderzoek hier 
goed samengaan.

Afsluiter in WDR3-stijl 
In figuur 9 is AE een bissectrice, BF een zwaartelijn en CD 
een hoogtelijn. Hoe verhouden de oppervlaktes zich nu? 

En wie de smaak te pakken heeft kan laten zien, dat 1
6

 de 
kleinste bovengrens van die verhouding is bij variatie van 
hoek α in de rechthoekige ABC. Dat kan met maar ook 
zonder de formule! Tja, denkactiviteiten in tijden van corona.

Noten
[1]	� Zie: Bottema, O. (2010). Hoofdstukken uit 

de elementaire meetkunde, Hoofdstuk XIX. 
Epsilon: Utrecht. De stelling is iets subtieler 
dan hier geformuleerd.

[2]	� Edward John Routh (1831-1907) was een 
Britse wiskundige en begeleider van studenten 
aan de Universiteit van Cambridge.

[3]	� Oratie ‘Denken over wiskunde, onderwijs en 
ICT’ (2015), Paul Drijvers.  
Zie: https://dspace.library.uu.nl/
handle/1874/315607 

Over de auteur
Fred Muijrers was tot zijn pensioen lerarenopleider aan de 
Hogeschool van Arnhem en Nijmegen.  
E-mailadres: fmuijrers@yahoo.com

Kan de oppervlakte van DEF gelijk zijn aan nul? Ja, dat 
kan mits D, E en F op één lijn liggen. Kies bijvoorbeeld D 
op het verlengde van BA. In onderscheid met D tussen A 
en B voorzien we 1AD

pDB =  nu van een minteken: AD


 en 
DB


 zijn tegengesteld gericht. Er kan dan volgen: pqr = -1.
Feitelijk hebben we hier de stelling van Menelaos voor 
georiënteerde lijnstukken geformuleerd.

Een kanon op een mug
Op de achterkant van de gedrukte oratie van Paul 
Drijvers [3] staat een leuk probleem, zie figuur 6. 

figuur 6
 

PQR is niet gegeven maar wel ABC, waarbij de 
letters van de hoekpunten zijn aangepast aan voorgaand 
verhaal. Verder is gegeven dat A spiegelpunt is van Q in 
P, B spiegelpunt van R in Q en C spiegelpunt van P in R. 
Gevraagd is PQR te (re)construeren. Dit kan door direct 
Menelaos te gebruiken maar ook met resultaten uit de route 
naar de formule van Routh: na al dat voorwerk een toepas-
sing! Daarbij werken we in een driehoek als in figuur 5. In 
feite redeneren we van achter naar voren. Vooralsnog geldt 
dat p, q en r zouden kunnen verschillen. Als |AP| = |PQ| 
dan moet gelden: qr + r + 1 = pqr – 1. Zie [].
Als |BQ| = |QR| dan moet gelden: rp + p + 1 = pqr – 1.
Als |CR| = |RP| dan moet gelden: pq + q + 1 = pqr – 1.
We zoeken nu positieve waarden van p, q en r die aan 
deze drie vergelijkingen voldoen. 
Nader onderzoek met GeoGebra, zie de figuren 7 en 8, 
laat zien dat na keuze van r altijd voor punt S geldt 
q = 2 en altijd voor punt T geldt p = 2. S en T vallen samen 

figuur 7 Geen gemeenschappelijk 
snijpunt van de drie krommen bij 
deze waarde van r.

figuur 8 Wel een 
gemeenschappelijk snijpunt 
van de drie krommen bij deze 
waarde van r.

figuur 9

O(DEF ) = 
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Taal bij wiskunde
Vastgeroest Ab van der Roest

In de afgelopen week was er een drietal momentjes in mijn 
lessen die met taal te maken hebben. Eigenlijk vier, maar 
het moment waarop ik een vraag totaal verkeerd las, druk 
ik liever achterover. Maar docenten moeten eerlijk zijn 
en daarom begin ik maar met het vierde voorval. In 4 vwo 
stond in een oefenopgave de volgende vraag: ‘In welke 
maand was het aantal bezoekers per dag op de reguliere 
website voor het eerst minder dan 5000 meer dan op de 
mobiele website?’ Minder en meer in één vraag vraagt 
natuurlijk om moeilijkheden, en zo’n vraag zou je niet 
moeten stellen. Maar helaas de vraag stond in de opgave. 
Wiskundig herleiden we het probleem tot R = M + 5000 
of tot M = R + 5000. Een bron voor verwarring en ik ging 
dus het verkeerde pad in.

Reflectie 
Nee dit voorval heb ik niet in gedachte. In dezelfde 
oefentoets moest er met behulp van lineair extrapoleren 
een waarde uitgerekend worden.

 Gemiddeld aantal dagen ziekteverzuim per jaar

2005 2010 2013

 55 – 65 jaar 10,5 11,0 10,4

Het ziekteverzuim in 2045 moest geschat worden. Niet 
zo moeilijk. We kijken naar de laatste twee kolommen en 
zeggen dat er een afname met 0,2 per jaar is. In 2045, 
32 jaar na 2013, vinden we dan 10,4 – 32 × 0,2 = 4,0. 
Maar een tweede vraag stond er in de opgave bij: ‘Geef 
commentaar’. Dit deed Micha verzuchten dat zo’n vraag bij 
wiskunde nog nooit gesteld was. Op een of andere manier 
was er in de onderbouw nog nooit gereflecteerd op een 
verkregen antwoord en daarom vinden veel leerlingen dat 
zo’n vraag helemaal niet bij wiskunde gesteld mag worden. 
Taal gebruiken bij wiskunde is voor hen heel ongewoon. 
Jammer, want dan blijft wiskunde iets van boekjes en niet 
van het dagelijks leven.

Limieten
Een ander voorval gaat over limieten. Bij asymptoten 
en perforaties gebruiken we het limietbegrip. Leerlingen 
worden er vertrouwd mee gemaakt bij gebroken functies. 
Maar bij logaritmische en exponentiële functies kunnen we 

de limieten ook gebruiken. Een opgave over f (x) = ln(x 
2) 

was aan de orde en dat was aanleiding om ook even over 
f (x) = ln(x ) na te denken. Verschil tussen limiet naar een 
getal en limiet van bovenaf en onderaf naar een getal. Een 
leerling die waarschijnlijk een beelddenker is, begreep 
niets van ‘bovenaf’. We kijken toch naar x en die staat op 
de horizontale as. Probleem was weg toen ik van links en 
van rechts introduceerde. Wat ik altijd zeg, is verwarrend 
voor sommige leerlingen. Taal kan hier problemen geven.

Kruispunt en snijpunt
Het laatste voorval gaat over kruisende lijnen. Nou ja, 
snijdende lijnen wordt er dan bedoeld. Een snijpunt wordt 
zelden een kruispunt genoemd, maar lijnen die snijden 
worden wel vaak door leerlingen als kruisend aangeduid. 
Ik leg dan uit dat we een kruispunt bij de Zandstraat en 
de Rondweg wiskundig een snijpunt moeten noemen en 
daar waar de A12 over de Rondweg gaat is wiskundig 
gezien een kruispunt. Overigens heeft zo’n kruispunt 
helemaal geen naam in de Nederlandse taal. Zo merk je 
maar weer dat de taal niet zo vanzelfsprekend is. En dan 
doet de GR ook nog een duit in het zakje. Hoe bepalen 
we het snijpunt van twee grafieken? Ja, precies met ‘calc 
intersect’ en dat terwijl een intersection een kruispunt is…

Over de auteur
Ab van der Roest is tot aan het eind van dit schooljaar 
docent wiskunde aan het Ichthus College te Veenendaal. 
E-mailadres: rst@ichthuscollege.nl

Taal gebruiken bij wiskunde 
is voor leerlingen heel 
ongewoon.
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Eerste uitnodiging
Dit is de eerste uitnodiging voor de jaarvergadering/
studiedag van de Nederlandse Vereniging 
van Wiskundeleraren op zaterdag 5 november 2022.
Aanvang:  10.00 uur
Sluiting:  16.15 uur
Plaats:  Ichthus College, 
 Vondellaan 4, 
 3906 EA Veenendaal.

Thema studiedag: Wiskunde in eenheid
Met 1 valt veel te beleven: eenheden, eenheidscirkel, 
eenheidsvector, eenheidsmatrix, ja 1 is een bijzonder 
getal. Bij vermenigvuldiging van een getal met 1 krijg je 
hetzelfde getal als uitkomst, maar is dat altijd zo? 1 is 
het oudste wiskundige symbool, een kerf in het Ishango-
beentje. Ga je in je lessen op zoek naar eenheid? Heeft 
iedere les 1 lesdoel? Maar 1 lesdoel kun je op meerdere 
manieren bereiken. 

Oproep voor bijdragen
Met het thema ‘Wiskunde in eenheid’ kunnen we weer 
veel kanten op. We zijn op zoek naar workshopleiders 
voor de studiedag op 5 november. Het zou leuk zijn als 
eenheid op een of andere manier een centraal thema in je 
workshop is.
Denk bijvoorbeeld aan een wiskundige benadering van 1, 
maar andere invalshoeken zijn ook welkom. Om nog een 
idee te geven, eens moet de eerste keer zijn, wil je good 
practices delen met collega’s met minder ervaring? Welke 
werkvormen kun je als beginnende wiskundeleraar inzetten 
en leveren die meteen de eerste keer een succes op? 
Een ander didactisch thema is de rol van wiskunde in 
klas 1. De eerste klas van het voortgezet onderwijs is 
het startpunt van wiskunde in het voortgezet onderwijs. 
Leerlingen hebben vaak hoge verwachtingen van ons vak 
of zijn er juist onzeker over. In klas 1 zet je de trend m.b.t. 
de houding van leerlingen tot het vak en wat wiskunde is. 
Hoe geef je daar vorm aan?
Naast wiskundige en didactische onderwerpen zijn er 
ook maatschappelijke perspectieven op eenheid. Wat 
kunnen we in onze lessen doen om bij te dragen aan meer 
maatschappelijke eenheid in deze roerige tijd? We denken 
dan aan thema’s als kansengelijkheid en achterstanden 
door corona. Hoe kunnen wiskundelessen hierin helpen?
Kortom, laat Wiskunde in eenheid een inspirerend 
thema zijn. We nodigen je graag uit om samen of in je 

Verenigingsnieuws

Jaarvergadering/studiedag 2022
eentje kennis en ervaringen te delen. We hopen dat deze 
studiedag weer één unieke gelegenheid biedt om elkaar te 
ontmoeten en te inspireren!
Heb je ideeën voor een workshop? Dan horen we die 
graag. Mail naar studiedag@nvvw.nl

Sharon Calor, Margot Rijnierse en Michiel Doorman

10.00-11.00 uur – Jaarvergadering (concept)agenda
1 Opening door de voorzitter, Ebrina Smallegange.
2 Jaarrede van de voorzitter
3 Notulen van de jaarvergadering van 
 6 november 2021
4 Jaarverslagen 2021/2022.
 4.1 Jaarverslag van de NVvW.
 4.2 Jaarverslag van Euclides.
5 Financiën
 5.1 Jaarrekening en balans 2021/2022
 5.2 Verslag kascommissie en decharge van de  
      penningmeester
 5.3 Vaststelling contributie en benoeming nieuwe  
      kascommissie
6 Bestuursverkiezing
7 Rondvraag
8 Sluiting van de jaarvergadering

Programma studiedag 
Nadere informatie volgt.
Dus reserveer in je agenda: NVvW-dag op 
zaterdag 5 november 2022. 

In het volgende nummer van Euclides en via de 
nieuwsbrief krijg je nadere informatie over wat je kunt 
verwachten op 5 november 2022. Voor meer praktische 
informatie over de organisatie kun je je wenden tot 
Heleen van der Ree. (hoofdbureau@nvvw.nl).
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Puzzel 97-7

Lieke de Rooij
Wobien Doyer

Goochelen

Misschien iets voor de laatste les voor de vakantie of voor 
vrienden en familie thuis. Bij deze puzzel kan kennis van 
getal- en groepentheorie misschien helpen maar is zeker 
niet noodzakelijk, maar modulo rekenen kan wel handig 
zijn. Wellicht een leuke toepassing bij wiskunde D?
Er liggen n kaarten op een voor een goochelaar bekende 
volgorde. Een toeschouwer trekt zonder dat de goochelaar 
dat kan zien een kaart en stopt die ergens in de stapel 
terug. De goochelaar schudt de kaarten een aantal keer 
en bekijkt dan de kaarten. Weet hij vervolgens welke kaart 
de toeschouwer had getrokken? 
Hij gebruikt daarvoor de volgende schudmethode:

Splits de kaarten in twee gelijke of bijna gelijke stapel-
tjes en schuif ze om en om in elkaar. Dat kan door te 
zorgen dat of de bovenste kaart van het bovenste stapeltje 
daarna boven ligt, of de bovenste kaart van het onderste 
stapeltje komt boven. Zie de figuur hoe een ervaren 
schudder dat doet. Het schijnt dat je dat met een goed 
spel kaarten snel kan leren. Omdat het resultaat vastligt 
kan de goochelaar meestal bepalen welke kaart was 
getrokken. 
Er zijn vier verschillende methoden van schudden:

n is even:
Methode A: De bovenste kaart wordt de op een na 
bovenste.
Methode B: De onderste en de bovenste kaarten blijven 
op hun plaats. 

n is oneven
Methode C: De onderste kaart blijft onder.
Methode D: De bovenste kaart blijft boven.

Als de goochelaar meerdere keren schudt, gebruikt hij 
steeds dezelfde methode. Om formules te kunnen formu-
leren moet je de kaarten nummers geven, maar dat hoeft 
niet per se voor elke methode bij 1 te beginnen.

Opgave 1a: Bepaal voor methode A een zo eenvoudig 
mogelijke formule/methode om te bepalen waar 
een gegeven kaart na i keer schudden terechtkomt.

Opgave 1b: Als je een formule hebt voor methode A, dan 
kun je daar een recept voor de andere drie methoden uit 
afleiden. Bepaal zo formules voor alle vier de methodes.

Opgave 2a: Geef een methode om te berekenen hoe vaak 
je moet schudden (bij gegeven aantal kaarten n) met 
methode A tot de kaarten voor de eerste keer weer in de 
oorspronkelijke volgorde liggen, en leg uit dat het aantal 
keren dat je moet schudden nooit groter is dan n.

Opgave 2b: Hebben ze dan daarvoor al in omgekeerde 
volgorde gelegen? Hoe kun je dat bepalen? En geef een 
voorbeeld. 

We kijken weer naar methode A:
In opgave 2 bepaalden we het aantal keren dat je moet 
schudden voordat bij een bepaald aantal kaarten n de 
kaarten weer in de oorspronkelijke volgorde liggen, en 
we zagen dat het aantal keren schudden nooit groter is 
dan n. Als het aantal keren dat geschud moet worden 
gelijk is aan n, dan noemen we het aantal keren schudden 
maximaal.

Het blijkt dat als n + 1 priem is de kaarten vaak na 
n (= 2k) keer schudden voor het eerst weer op hun plaats 
liggen, dus n is dan maximaal. Dat is echter niet altijd het 
geval, bijvoorbeeld voor n = 42, met n + 1 = 43 (priem).

Opgave 3a: Het aantal kaarten is dan even, dus n = 2k. 
Laat zien dat, als 2k + 1 geen priemgetal is, het aantal 
keren schudden nooit maximaal kan zijn.  
(Ook als opgave 3a niet lukt mag je natuurlijk bij de 
volgende vragen aannemen dat, als het aantal keer 
schudden maximaal is, 2k + 1 priem moet zijn.)
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1 H. Bakker 160

2 J. Meerhof 138

3 F. van Hoeve 132

4 H. Huisman 117

5 H. Linders 115

6 J. van Doorn 110
7 J. Remijn 76
8 B. Dopheide 73

9 G. Bouwhuis 71
10 R. Stolwijk 64

Top 10 ladderstand t/m puzzel 97-5

Opgave 3b: Wat kun je zeggen over de volgorde van de 
kaarten na ½n = k keer schudden als het aantal keren 
schudden voor n maximaal is?

Opgave 3c: Geef een functie waarmee je zo eenvoudig 
mogelijk kunt bepalen of voor een bepaalde n de volgorde 
na k keer schudden voldoet aan wat je vond in 3b.
(3c geeft dus een noodzakelijke voorwaarde voor n 
maximaal, maar bewijst niet dat dat n maximaal is)

Opgave 3d: Dit is een extra opgave buiten de punten-
telling. Als 3c geen uitsluitsel geeft of het aantal keren 
schudden maximaal is, hoe kun je daar dan wel uitsluitsel 
over krijgen?

Met methode B liggen 52 kaarten na acht keer schudden 
weer in de oorspronkelijke volgorde. Dat maakt methode B
erg populair bij goochelaars!

Opgave 4: Bepaal het maximale aantal kaarten dat ook 
na precies acht keer schudden weer voor het eerst in de 
oorspronkelijk volgorde liggen met methode B. Geef ook 
een bewijs van je resultaat. 

En dan de goocheltruc: de goochelaar hoeft daarvoor 
niet zo vaak te schudden dat de kaarten weer in de 
oorspronkelijke volgorde liggen. 

Opgave 5a: Kan de goochelaar altijd precies weten welke 
kaart werd getrokken? Wanneer niet?

Opgave 5b: Een goochelaar oefent om de juiste kaart te 
vinden, ook als de kaarten nog niet in de oorspronkelijke 
volgorde liggen. Hij gebruikt een beperkt aantal kaarten, 
alleen schoppen aas, en schoppen 2 tot en met schoppen 
10.

Nadat een kaart is getrokken en weer terug is gestopt, 
schudt hij een onbekend aantal keer en ziet het resultaat: 
schoppen aas, 8, 5, 3, 2, 9, 6, 4, 7, 10.
Bepaal welke kaart was getrokken en hoe vaak er is 
geschud, en dat met zo min mogelijk rekenwerk en/of 
geheugen van de goochelaar. Leg uit hoe je erachter bent 
gekomen. 

Inzenden oplossingen
Gehele of gedeeltelijke oplossingen kun je mailen naar 
liekewobien@hotmail.nl of sturen naar Lieke de Rooij, 
Oudeweg 27, 2811NN Reeuwijk.
Er zijn 20 punten te verdienen, en een boekenbon ter 
waarde van 20 euro voor de aanvoerder van de ladder. 
Inzendingen moeten uiterlijk op 6 september 2022 binnen 
zijn. 

Voor de uitwerking van puzzel 97-5:
vakbladeuclides.nl/977puzzel

Voor de volledige ladderstand en de uitwerkingen van 
eerder puzzels: https://nvvw.nl/euclides/puzzel/

We feliciteren Harm Bakker van harte met de ladderprijs.
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•  Betrokken

Op Casio kunt u rekenen

all-in-oneonline software

fx-Workshop
Wilt u meer informatie of een GRATIS workshop? 
Neem contact met ons op via educatie@casio.nl 

Casio fx-CG50 
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