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Kort Vooraf
Tom Goris

Mijn eerste officiële ‘daad’ voor Euclides was 
het jaarli jkse redactiediner en daar kwam ik 
naast Dick te zitten. Het was zijn 
afscheidsdiner, dat een aantal keer was 
uitgesteld. Ik kende Dick uiteraard van naam 
en faam, maar hemzelf eigenli jk niet. Hij 
vertelde ontwapenend en innemend over zi jn 
genezingsproces, en dat hij eindeli jk weer 
‘wiskunde kon bedrijven’ . En wat dat voor 
hem betekende (alles) , maar dat eigenli jk ook 
weer wist te relativeren (niets) .

Dick beloofde me dat hij weer voor een al dan 
niet regelmatige toestroom van artikelen zou 
gaan zorgen. Ik moest ze maar bewaren en 
zien in welke Euclides ze terecht konden 
komen. Als voormalig eindredacteur wist hij 
natuurli jk als geen ander hoe fi jn het is om 
dit soort ti jdloze ‘wisselgeld-artikelen’ op de 
plank te hebben liggen. Die beloofde 
toestroom is gebundeld in deze Euclides-
special. Van Dicks zoon Pim begrepen we dat 
een van de laatste dingen die Dick deed het 
corrigeren van de drukproef van de 
'bissectricestelling' was. Met een haviksoog 
voor detail . En heb je als docent wel eens 
ouders op de ouderavond gehad die zelf in 
het onderwijs zitten? Zo is het ongeveer als 
je Dick de drukproeven laat corrigeren. . . Maar 
met hetzelfde doel voor ogen: een mooie 
Euclides maken.

Er liggen nog vier bijdragen van Dick op de 
plank. Met toestemming van Pim publiceren 
we deze postuum. De eerste daarvan 
verschijnt in nummer 2, de overige drie in de 
loop van deze jaargang. Deze Dick Klingens 
special gaat dus nog groeien.

Dick is er niet meer. De afgelopen jaren was 
dit het onderschrift van zijn mails, daar heb 
ik niets aan toe te voegen :

Foto: 
Gebouw Rijkswaterstaat 'de Maas', 
Rotterdam. 

Voor Dick, 
die zowel van Rotterdam 
als van driehoeken hield. 
Tom Goris



NOG MAAR EENS OE TRISECTIE 
Dick Klingens 

Dat de trisectie van een hoek niet te construeren is. dat weet iedereen wel In 

Geo�ebra zit dan ook �een knop ·verdeel de hoek in drie �elüke delen· Maar de con

structie kan wél met de knoppen van Geo�ebra Zonder de hoek op te meten. wel te 

verstaan Dick Klin�ens laat zien hoe dat �aat en waarom de methode klopt 

Meetkundige plaats 
We beginnen met een niet zo eenvoudig probleem uit de 
(analyüsche) meetkunde. Nadat we het hebben opgelost, 
zullen we hetgeen we hebben gevonden, gebruiken bij een 
'oud probleem' (ach, de kop van dit artikel verraadt het al). 

Opgave. In een gegeven driehoek ABC is hoek 8 twee 
keer zo groot als hoek A. Bepaal (de vergelijking van) de 
meetkundige plaats K van de punten C (bij veranderlijke 
hoek A). 

Het is direct duidelijk dat hoek A kleiner moet zijn dan 
60Q. Hoek 8 is in dat geval immers kleiner dan 120Q, en 
samen zijn ze nu kleiner dan 180Q (en dat moet in een 
driehoek). 
Voor de oplossing van het probleem plaatsen we de 
driehoek in een orthonormaal assenstelsel xOy (zie figuur 
1), waarvan de x-as de drager is van het lijnstuk AB en 
waarvan het punt O samenvalt met het punt A. We stellen 
de coördinaten van het punt 8 gelijk aan (p, 0) en die van 
het punt C gelijk aan (x, y). 

En dan proberen we een relatie te vinden tussen die x en 
y (uiteraard is die afhankelijk van p), waarbij we kiezen 
voor een goniometrische aanpak. 

figuur 1 

y LA=36,60 
LB=73,20 

r 

M 

C 

I 

K 

D B = (p,O) 

-----+--+·•-_.I 
X 

X 

We stellen de grootte van hoek A gelijk aan 0. 

Verder is ook, met O als projectie van C op de x-as, zie 
figuur 1: 

00 = x, CO= y, 08 = q, AC =ren BC = s (en 
daarmee geldt p = x + q) 

In driehoek AOC gelden nu onder meer de volgende 
relaties: 

X = ( · COS0, y = ( · Sin0 

zodat in driehoek BOC geldt: 

L'.8=28 ⇒ �=sin(20) ⇒ s Y rsin8 
s sin(20) sin(28) 

Volgens de stelling van Pythagoras geldt in die driehoek 
ook de relatie q2 = s2 - y2. 

En daaruit vinden we door substitutie en verdere 
uitwerking: 

q2 = ( 1:5in8 )
2 

-(r in0)2 = ,.2 sin2 0 · ( 1 1) 
stn(20) sin2 (20) 

2 . 2 8 1- in2(20) 2 . 2

8 
cos2(20) =r Sll1 · --��=r Slll - -��

sin2(20) sin2(20) 

H. . l . 0 
cos(20)

LerULt vo gt: q=r lil --� 
sin(20) 

Merk op dat q negatief is (gerekend moet worden) als 
45° 

< e < 60° ; zie figuur 2. 

figuur 2 

LA=5O,90 

q<O 

M T2 B 

D 

q 
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figuur 5 

- teken een cirkel met middelpunt H en willekeurige straal;
- bepaal de snijpunten Ren S ervan met de benen van

de hoek;
- (optioneel) teken de lijn RS;
- bepaal het punt M (het middelpunt van de hyper-

bool), dat het beeld van Sis bij een vermenigvuldiging
(homothetie) met centrum Ren factor } ;

- bepaal het punt F
1 

als puntspiegelbeeld van M in het
punt R;

- teken de hyperbool K met als brandpunten F
1 

en
S = F

2 
en met punt R als punt op de hyperbool; 

- bepaal P als snijpunt van de hyperbool met de 
cirkel(boog) RS;

- de lijn HP is dan een trisectie van de hoek H.

Opmerkingen
- De in de constructie gebruikte hyperbool heeft

noodzakelijk 2 als excentriciteit. De lezer vergelijke
figuur 5 met figuur 3.

- De tweede trisectrice van een hoek kan gevonden
worden als spiegelbeeld van de eerste in de
bissectrice van de hoek.

6 

Het bewijs van de juistheid van bovenstaande constructie 
is eenvoudig. Een en ander volgt direct uit de eigen
schappen van middelpuntshoeken van een cirkel. Immers, 
we hebben hierboven gezien dat het punt P (als punt van 
de hyperbool) de cirkelboog RPS verdeelt in stukken RP
en PS die zich verhouden als 2 : 1. 
De middelpuntshoeken RHP en PHS staan opvolgend op 
de deelbogen RP en PS van die boog. 
Inderdaad is dan LRHP = 2-LPHS.

Noten 
[1] Zie voor de afleiding van de formule voor de excen

triciteit van een hyperbool: Klingens, D. (1999).
Kegelsneden en hun vergelijkingen. Op: www.pandd.
demon.nl/kever.htm#42

[2] Heath, T.L. (1981 ). A History of Creek Mathematics.
Deel 1. New York: Dover Publications, p. 243.
Hierin wordt verwezen naar boek IV van Pappos'
Synagoge.

[3] Zie de website: www.geogebra.org
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Van de in K ingeschreven driehoek ABC is OEF de 
driehoek die bepaald is door de middens van de zijden, 
zie figuur 4. 

figuur 4 

De omcirkell51 van driehoek OEF is de zogeheten negen

puntscirkel of cirkel van Feuerbach 151 van driehoek ABC

De negen in de naam van de cirkel bedoelde punten die 
op die cirkel liggen, zijn: 
- de middens van de zijden van de driehoek;
- de voetpunten van de hoogtelijnen van de driehoek

(geen namen in figuur 4);
- de middens van de 'bovenste' stukken van de hoogte-

lijnen (niet getekend in figuur 4).121
En de in stelling 4 te noemen mooie eigenschap - een 
tiende punt op de negenpuntscirkel - is nu eenvoudig te 
bewijzen. 

Stelling 4: Is een driehoek ingeschreven in een orthogo
nale hyperbool, dan ligt het middelpunt van die hyperbool 
op de negenpuntscirkel van die driehoek. 

Bewijs: Zie weer figuur 4. Hierin is K dus een 
omgeschreven orthogonale hyperbool van driehoek ABC

Het middelpunt van Kis het punt 0.

We passen stelling 3 toe op de koorden AB en AC van 
K. De lijnstukken OF en Of verbinden het middelpunt
van de hyperbool met de middens van die koorden, zodat:
LFOE = LCAB = LEAF 

Maar vierhoek OEAF is een parallellogram, zodat LEOF

= LEAF. Gevolg: LFOE = LEOF

Volgens de stelling van de omtrekshoek ligt dan ook het 
punt O op de negenpuntscirkel. 
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Hoogtepunt 
Een eveneens mooie eigenschap van het hoogtepunt van 
een driehoek die is ingeschreven in een orthogonale 
hyperbool, staat in de volgende stelling. 

Stelling 5: Is een driehoek ingeschreven in een orthogo
nale hyperbool, dan ligt het hoogtepunt van die driehoek 
op die hyperbool. 

Bij het bewijs van stelling 5 gebruiken we coördinaten.171 
Zonder de algemene geldigheid van het bewijs geweld 
aan te doen, kiezen we de asymptoten van de orthogonale 
hyperbool K langs de coördinaatsassen van een recht
hoekig assenstelsell2l xOy. En, op grond van gelijkvormig
heid, kunnen we voor de vergelijking van K uitgaan van: 
xy = 1 of y = �. 

Bewijs van stelling 5: Zie figuur Sa waarin A = (a, 1 /a),

B = (b, 1/b), C= (1, 1/c) drie verschillende punten zijn 
van K (met a, b, c -:f. 0 en onder meer b -:f. c).

Voor de richtingscoëfficiënten (rico's) van de lijnen AB en 
AC hebben we dan:181 
rico(AB) = -1 lab

rico(AC) = -1 / ac

Vergelijkingen van de hoogtelijnen van driehoek ABC uit 
8 en C zijn dan: 
88' : y - 1 / b = ac(x - b) of by - 1 = abc(x - b) 
CC': y - 1 /c = ab(x - c) of cy - 1 = abc(x - c)

figuur 5a 

K 

-------•------------- -
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De Apollonius-cirkel 
De evenredigheid AB : AC = b : c kunnen we ook 
schrijven als AB = k · b, AC = k · c, met k -:f. 0. 
Het punt A is daardoor ook één van de snijpunten van de 
6rkels: 
(x + b)2 + y 2 = (kb)2 

(x - c)2 
+ y2 = (kc)2 

We kunnen ons nu afvragen wat de meetkundige plaats 
is van het snijpunt A van de beide 6rkels als k varieert, 
bij vaste punten 0, 8 en C. Bekijken we dit met of zonder 
coördinaten? Ik hes voor met.
De coördinaten van het punt A voldoen nu ook aan het 
stelsel vergelijklngen: 

{
(x+b)2 +y2 =k2b2

S: x=1(k2 -1)(b-c) 

B 

figuur 5

y-as 

0 

C M 

x -as 

De laatste vergelijklng van 5 is de vergelijklng van de 
zogeheten machtlijn van beide hierboven genoemde 
6rkels; in figuur 5 is dat de lijn m. En dan voldoen 
de coördinaten van A óók aan een combinaüe van 
de vergelijklngen van 5 waarin k, en dus ook k2

, niet 
voorkomt. Üle vergelijklng is dan de vergelijklng van 
de meetkundige plaats. 
We elimineren daarom k2 uit beide vergelijklngen: 
k2 = b

2x + 1 , zodat: 
-c 

(x+ b)2 + y 2 = (l�c+1 ). b2 

Na enig rekenwerk aan deze vergelijklng vinden we: 

(x--b-)2 +y2 =___il_L 
b-c (b-c)

2 

En dit is de vergelijking van een cirkel, die gaat door het 
punt O en waarvan het middelpunt M op de x-as ligt. 
Opmerking. Is f het tweede snijpunt van deze 6rkel 
met de x-as, dan staat EA loodrecht op OA (2e stelling 
van Thales). Uiteraard kan dit ook analyüsch bewezen 
worden. 

Als we de verhouding 80 : CO gelijk aan r stellen 
(80: CO= r :  1), dan noemen we de gevonden 
meetkundige plaats de r-Apollonius-6rkel op BC.181 
In de appendix staat, naast een korte syntheüsche 
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behandeling, een eenvoudige construcüe van deze cirkel. 
Verder vindt de lezer daar een korte beschrijving van de 
(drie) Apollonius-6rkels van een driehoek. 

Terug naar stelling 1 
Een niet zo'n bekend, maar eenvoudig gevolg van de 
bissectricestelling zien we geülustreerd in figuur 6a. 

F 

8 
(a) (b)

figuur 6 

Van de driehoeken ABC en OEF is LA = LO en zijn de 
hoeken C en f elkaars supplement. In deze driehoeken 
geldt nu: 
Stelling ll. AB: OF= BC: EF.

C 

Ten behoeve van het bewijs hiervan plaatsen we de 
driehoeken tegen elkaar, zoals is weergegeven in figuur 
6b. En we vullen aan met de vierhoek CGFE ('natuurlijk' 
is daarbij EF 11 CG). Nu is, volgens de bissectricestelling 
in driehoek ABC:
AB : AG = BC: CC In driehoek DCC (=ACG) geldt, 
mede op grond van de 1 e stelling van Thales: 
DC : OF = CG : f F.
Vermenigvuldiging van beide evenredigheden geeft nu: 

�� · g� = �i · �� • En hier staat niets anders dan hetgeen 

we wilden aantonen, omdat immers AG ::::OG is. 

Ik heb deze eigenschap ooit eens (en dat was heel wat 
jaren ná 1958) gebruikt om de volgende stelling te 
bewijzen. 

figuur 7 

Stelling 111. Van een raaklijnenvierhoek gaan de 
diagonalen en de verbindingslijnen van 'overstaande' 
raakpunten door hetzelfde punt191. 
In figuur 7 staat de raaklijnenvierhoek ABCD.
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figuur 7 

ook AS = ½AD. Volgens de bLssectrLcestellLng LS:
BO : CO = AB : AC = c : b 
Ook hLer gebruLk Lk BO = ___iK_. ULt de gelLjkvormLgheLd

b+e 

(hh) van de drLehoeken BOE en BCA volgt:

BO : BC = DE : CA ⇒ DE = CA . BO =
12. ___iK_ = .l!_ç_ (= AE)

BC (5) 
o b+e b+e

De drLehoeken AOV en AES zljn eveneens gelLjkvormLg
(hh), zodat:
AD : AE = A V: AS ⇒ AD : AE = A V: ½AD ⇒

A02 = 2AVAE (6)
En het rechterlLd van uLtdrukkLng (6) verdLent nu verdere 
uLtwerkLng. OpnLeuw gelLjkvormLgheLd: drLehoek EVD LS
gelLjkvormLg (hh) met drLehoek AUC, waaruLt volgt:

EV: AU = DE : CA ⇒ EV: AU = DE : b ⇒
MET (5) 

EV=Au DE = AU--e-
b b+e 

In de drLehoeken BUC en AUC Ls dan:
a2 = CU2 + BU2 = (b2 -AU2) + (c2 - AU2) = 

b2 +e2 -02 
b2 + c2 - 2c . AU zodat: AU 
En nu blLjkt met relaüe (7): 2e 

EV = b2 +e2 -02 __ e_ b2 +e2 -02 

2e b+e 2(b+e) 
ULt AV = AE + EVen opnLeuw (5) volgt dan:

(7) 

be b2 +e2 -o 2 2be+b2 +e2 -o 2 (b+e}2-o 2 

AV=-·---
b+e 2(b+e) 2(b+e) 2(b+e) 

En met deze laatste uLtdrukkLng gaat relaüe (6) over Ln: 

AD2 =2· (b+e}2-02 _.l!_ç_=be[1 o 2 )
2(b+e) b+e (b+e)2 (8) 

Of ook: 
d2 =be oe-ob be-pq

0 (b+e)(b+e) 
En ja, dLt LS uLtdrukkLng (4). 

38 

Voor de appendLx bLj dLt arükel ZLe: 
�,., vakbladeuclides.nl/967bissectricestelling 

Noten 
[1] Zle ook: VredenduLn, P.G.J. (1969). In memorLam

Cor Alders. Euclides, jaargang(44), nr. 5, p. 129.

[2] 

[3] 

[4] 

[5] 

[6] 

Naar Menelaos van AlexandrLë (70 - 130,
Egypte). Menelaos gebruLkte de stellLng Ln
zljn boek Sphaerica bLj de behandelLng van
drLehoeken op een boloppervlak.
Zle https:( /en. wikipedia.org/wiki/Menelous_
of_Alexondrio en https://nl.wikipedia.org/
wiki/Stelling_van_Menelaos De op deze
laatste pagLna gegeven eLgenschap wLjkt Lets
af van de hLerboven staande door een ander
uLtgangspunt, Ln dLt arükel namelljk het begrLp
deelverhoudLng; ZLe [3].
Met drLe collLneaLre, verschLllende punten P, Q,

X LS de zogeheten deelverhoudLng (PQX) van
het lLjnstuk PQ per definitie gelLjk aan E·XP/XQ.

DaarbLj moet rekenLng gehouden worden met
de orLëntaüe van dLe ( deel)lLjnstukken. Ugt X
op het Ujnstuk PQ, dan LS E =-1; Ugt X op een
verlengde van PQ dan LS E = 1.
Zle de websLte van Euclides voor de appendLx
bLj dLt arükel.
HLer staat nLets anders dan dat de afstand van een
punt met coördLnaten (x, y) tot de lLjn AB gelLjk LS 
aan de afstand van datzelfde punt tot de lLjn AC. 
Een bLssectrLce van een hoek wordt hLer opgevat
als de meetkundige plaats van de punten dLe
gelijke afstand hebben tot de benen van dLe hoek 
Naar Matthew Stewart (1717-1785, Schotland).
Zle https://nl.wikipedia.org/wiki/Matthew_Stewart
Voor de naar hem vernoemde stellLng ZLe bLjvoor
beeld: http://www.pandd.demon.nl/stewart.htmv
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