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Geschikte representaties verkennen aan de hand van uitdagende 
situaties 
[ Harrie Broekman ] 

Vooraf 
Voor het leren en gebruiken van wiskunde is het 
belangrijk om veelvuldig visuele representaties re 
hanteren1 11. Co mmuniceren via beelden (plaatjes, 
diagrammen, grafieken) kan namelijk een extra 
ondersteu ning geven bij het verwerven van zowel 
standaardtechnieken als het leren doorzien van 
wiskundige structuren. 
Om het belang van visualiseren aan te geven voor 
het probleemoplossen in ruimere zin zullen, behalve 
het Kangoe-voorbeeld waaraa n gewerkt werd tijde ns 
de stud iedagen van de NVvW (n ovember 2003) en 
de Poolse SNM (februari 2004), nog twee andere 
onderwijsleersituaties beschreven worden. Daarna 
worden drie voorbedden beschreven waa rmee 
de lezer zei f kan oefenen, al dan n iel met of door 
leerlingen. 

Beeldtaal 1 - Kangoe Solitairl2l 
Korte spelregels: Het speelveld van Kangoe Solilair is 
driehoekig; zie liguur 1. Leg op elk veld een kangoe, 
maar laar de bovenste positie leeg. Spring steeds 
met een kangoe over een aangrenzende kangoe naar 
het veld daarachter; dat veld moet wel leeg zijn. De 
kangoe waar je overheen springt, neem je weg. De 
bedoel ing is datje u iteindelijk één kangoe overhoudt 
op het bovenste veld (het veld dat aan het begin leeg 
is). 

De workshops tijdens de studiedagen van tiVvW en 
SNM startten met een ' levend' Kangoe: als f1ches 
(kangoesl werden deel nemers geplaalsl op de op 
de grond neergelegde 'velden'. Direct begonnen de 
tiches met elkaar te overleggen in sprekende taa l: 
'A ls jij nu over mij springt dan kom j ij daar en stap 
ik er u it', of'lk wil daar heen , maar dan moet hij 
eerst over hem heen springen', enzovoort. Vervolgens 
gingen de deelnemers in g roepjes aan het probleem 
werken en kregen zij - als ze daar aan toe waren -
vragen ter verdieping. Zoa Is wc verwacht hadden, 
kwamen meerdere deelnemers zelf al met eigen 
vervolgvragen. De startvraag fungeerde daarb ij als 
een zogenoemd 'seed problem', een probleem dat 
te veralgemen iseren is en zelfveel nieu we v ragen 
oproept. 

In de Poolse workshop stonden de vijf deelnemers 
va n de basisrij mel hun rug regen het bord. En wat 
deden zij? Zich omdraaien en een pla:nje maken 
op het bord en daar getallen bij zetten. I bij de 
bovenste plaats, 2 en 3 bij de rij er onder; 4, 5 en 6 
bij de volgende rij. en zo verder (zie tiguur 2). Even 
later werden pijltjes gebruikt om de bewegingen 
aan re geven: van4om2 heen naar 1. van 6 om 5 
heen naar het nu lege veld 4, enz. De bordenwisser 
kwam e r aan te pas om de velden waar overheen 
gesprongen was ook werkel ijk ' leeg· te maken. 
Na enige t ijd werd deze manier van noteren 
omgewcrk l naar een meer compacte en a hsrracrc 
notatie: 
4 ~ l; 6 ~4; I ~6: 7 ~2 ; 12 ->5; 10 ~3; 14 ~ 12; ... 
Het plaatje dat de Poolse deelnemers maakten 
van de situat ie en de pij ltjes die ze gebruikten om 
bewegingen aan le geven, waren een opstapje voor de 
meer abstracte notatie die de 'oplossing' aangaf. 

ln bet nagesprek tijdens de workshops werd door 
middel van vrageniJl duidelij k gemaakt dar een 
mogelijke visualisatie van een problee m niet los 
gezien ka n worden van het torale oplossingsproces. 
De vraag 'Hoe noteer je een oplossing?' gaf als 
belangrijk commentaar dat het niet alleen gaat om 
her noreren achteraf, maar vooral ook om pogingen 
om plaatjes te maken en notaties Le zoeken die 
gericht waren op het beter in beeld krijgen van de 
situatie, dus een tekening met pij len en getallen. en 
dergel ijke. 
De v raag ·waa rom Kangoe Solitair spelen in de 
klas? ' heeft echter meer antwoorden dan: 'Er is een 
natuurlijke behoefte aan een visualisatie en uotarie.' 

Andere mogelijke antwoorden op die v raag zijn 
bijvoorbeeld : 
-Er is een natuurlijke behoefte aa n systemat iek die 
versterk t kan worden. 
- Om te communiceren moet je je redenering e.rpliciet 
maken en daartoe word je bij dit spel min of meer 
gedwongen. 
- Onclersc:heid leren zien tussen ·goede' en 'slechte' 
zetten. 
- Er omstaat min of meer een noodzaak voor een 
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bewijs wan rorn bijvoorbeeld bet spel met 7 r ijen echt 
niet kan . 
-Gebruik van symmet rie in redeneringen wordT 
·aange leerd'. 
- Het is een leuke puzzel. 

Beeldtaal 2 - Lotte en haar moeder Beatef41 

Een leerlinge krijgt de volgende opgave voorgelegrl: 
'Lottc is 8 jaar. haar moeder Beare is 38 jaar. Hoe oud 
is Beate als ;ij drie keer zo oud is als haar dochrer 
Latte?' 
De leerlinge denkt even na en zegt dan zoiets als: 
'I let verschil is JO en dat blijft zo. dus als lom hoger 
komt, komr haar moeder ook ... Dus die 30 is twee en 
moeder is dus 45 jaar·. 
Terwijl die leerlinge dit zegt. schetst ze op een stuk 
papie r 1'1guu r J. Aan de streepjes kon ze z ien dat die 
JO su:~cds opschuifL. 
lie t gaat ucs li st lc ver o rn te zeggen, dat de schets de 
oplossing 'aanreik t·e', maar deze sche ts hielp zeker 
hij het sche rper 'doorzien' van de gegevens en het 
da aru it concluderen dat heL verschil in leefrijd a ltijd 
30 is. Bovend i en was deze leerlinge daardoor niet 
meer aangewezen op de aloude strategie van ·proht't'r 
en verbeter·. 
(Eerlijkheidshalve moeten we zeggen dat ·vertalen 
in een stelsel vergelijkingen· door velen mooier 
gevonden wordt dan het tekenen van een plaarje. 
Zodra je het stelsel vergelijkingen immers hebr, 
kun je dit stelsel oplossen zonder te hoeven denken 
aan Lonc en haar moeder Beate. Dat is de krachr 
van a lgebra. Maar denken aan groei/groter worden 
in de jaren heeft ook wel i ers. zeker voor een 
basissc hoollecrli ng.) 

Beeldtaal 3 - Het kraaienprobleem14l 
'Een aamal kraaien gaat op de paal1jes achter mijn 
huis zitte11, op ieder paaltje één. Er blijft precies één 
kraai Ol'<'r waamoor geen paaltje meer is. Een moment 
later gaan dezelfde kraaie11 merz'n 1wceën op een paal 
ziHcu; er is da11 c!é11 paclfUe waarop geen kraai zit. 
1/oL'/Iee/ paaltjes staall er achter mijn hu is?' 
Een lee rling reageerde als volgt: 'Als je de een door 
de ander deelt. is de n:st I, en als je nog een keer 
deelt heb je 2 tekort, dus er zij n ... ja. 3 paaltjes.' 
Eerlijk gezegd is het niet eenvoudig om de redenering 
van de leerling te volgen. maar een plaatje kan ook 
hier veel hulp bieden; zie fig uur 4. En daarmee is her 
probleem, door de visuele ondersteuning, opgelost. 

Oefenen met beeldtaal - vouwblaadje 
Dit eerste voorbeeld voor gebruik b de klas is 
onrleend aan Pierre van 1-Jicle. 
Vouw een vel papier ee rst horizonraai dubbel en 
daarna nogrn<1a ls, maar dan verticaal. 
Vraag: A l ~jt:: ViHl llt::l 'vuuwlwdjt" t::t::u (vit:: Ju ik) 
stukje wegknipt, wdke 1'1guu r kr ijg je da n re zien na 
het weer ope nvouwen van het papier? 
Vouw het dichtgevouwen papier nog maa ls (nu weer 
horizontaa l). knip een hoekje aren voorspel wat j e te 
z ien krijg t a Is je het papier weer zou openvouwen. 
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Vraag: Wat is een mogeüjke verklaring voor het 
waargenomen verschijnsel ? 
Vervolgvraag: Bedenk die zelf, eventueel na wijziging 
va n de instructie. 

Oefenen met beeldtaal; wiskundig golfspel 
Je hebt twee go.lfsticks tot je beschikking; mcl de ene 
kun je per slag '3 optel len' en met de ander per slag 
·roet 2 vermenigvuldigen·. 
Vraag: Als je begint bij het getal 2, kun je dan het 
getal 39 bere iken door een passende combinatie va n 
s lagen? 
Een leerlinge tekende rwee loodrechte assen, zette 
bij de horizonta le as ·x2' en bij de verticale '+3'. 
Vervolgens zette ze 2 bij de oorsprong, begon wat 
s tippen te zetten en zei peinzend: 'Nee. bij 39 kom ik 
niet, maar vanaf 40 krijg ik a lles .. .' 
Opdrachr: Teken een assenstelsel zoals die leerlinge 
en k ijk of het klopt wal ze zegt. 
Opdrac/11: Teken een 100-veld ( 10 bij 10, met in de 
bovenste r ij 1, 2. t/m JO : in de tweede rij 11. 12, ... ). 
Begin met het vakje 2 in te kleuren en vcrvolgens elk 
geta l dat bereikt kan worden. 
Vraag: Wa t is het minimum aa11ralslagen waarmeeje 
bijvoorbeeld bij 79 kunt komen aL5 je bij 2 beginr? En 
als je bij 5 beginr? ... 

Als le raar sta j e voor hetd ilemma van het geven of 
het laten bedenkeil va n een acceptabele en bruikba re 
representat ie. 
Het is een dilemma, omdat wat je ook kiest, e r alrijd 
zowel positieve als nega t ieve consequenties z ijn. 
Wij a ls docenten weren vaak welke representatie 
de meest brujkbare is . omdat wij weten wat ·verde r 
op' komt. We weren ook wat acceptabel is, omdat 
wij weten - a I thans vcronde rsteld worden te weten 
-welke represenLaties gebru ikt worden door de 
(inte rnat ionale) gemeenschap van wiskundigen. 
Maar omdat we lera ren w iskunde z ijn, weten we ook 
da t onze leerlingen het belangvan representaties 
moeten leren, verschillende represematies moeren 
leren gebruike11, en de j uiste moeten leren kieze11. 
Soms zul len w ij kiezen voor het aan de lee rl ingen 
voorsch rijven van de represcmatie, maar het is zeker 
zinvol om ze ook rege lmatig zelf een representatie te 
laten kiezen of zel f te ontwikkelen. 

Oefenen met beeldtaal - stippenprobleem 
Zie ftg uu r 5 . Op een gestippeld vel papier kun je 
een v ierka nt zien met 1 als de lengte van een zijde, 
roe t 4 st ippen als hoekpunren en geen enkele stip 
'binnenin'. Vervolgens kun je een vierkant z ien met 
2 als de lengte van een zijde, met opnieuw 4 stippen 
a ls hoekpunten, nu met 8 stippen op de z ijden en l 
'binnenin'. Een zelfde type v ierkam heeft 12 ·zij-
stippen' en 4 'binnenin-stippen' en met lengte zijde 3. 
Vraag: Hoeveel 'zij-stippen' en 'binnenin-stippen· 
heeft een vierkant m et lengte zijde 4? En lengte 5? 
En lengte 25? 
Voor vee l brugklasleerli ngen is bet nie t 
vanzelfsprekend dar de gegevens eerst maa r eens in 
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een tabel gezet worden om een war abstraner 'beeld' 
re creëren van de s ituatie. Ook dat moet geleerd 
worden! Door het in een tabel zet te n kan de structuur 
van een problee m duidelijk worden, mede omdat 
bierdoor een aantal oppervlaktekenmerken van de 
probleemsituatie weggelaten worden. 

Aa ntal Aantal 
lengte zij de zij-stippen binnenin-stippen 

1 4 0 
2 8 1 
3 12 4 
4 ?? ?? 
5 ?? ?? 

25 ??? ??? 

Reflectie 
In workshops voor leraren zoa ls d ie voor de NVvW 
en de Poolse SNM, maar ook bij het werken met 
leerli ngen . wordt duidelijk d iJ t bet maken van 
ee n [abel als een manier om data re organiseren 
(beeld taa l!) deel uiLmaakt van de hedendaagse 
real iteit met kranten e n tv-nieuwsrapporrages. Het 
wordt daa rbij te lkens opnieuw du idelijk dal het, zoals 
bij het voorgaande voorbeeld, voor veel lee rlingen en 
volwassenen moe ilijk is om van 1Jerticaollezen over 
re gaan naar ilo-rizoncaallezen van een tabel. 
En dat is prec ies de stap van lengte 5 naar lengte 25 
als j e niet eerst naa r 6. 7, 8, enzovoorts wilt gaan. 
Het is de stap van een recursie/ie naar een f unctionele 

or expliciete formule, en een verandering van focus: 
van een opC'ratio11ele naar een strucrtnele. 
Een manier om leerlingen daarbij te helpen is 
het expl iciet bespreken van het gegeven dat dit 
n iet eenvoud ig is en dan eventueel per situatie 
proberen de leerl ing z ichzelf hu lpvragen te laten 
stellen. Het zoeken naa r eenvoudige verbanden 
kan a.ltijd beginnen met de vraag: 'hoeveel heb ik 
bij de lengte opgeteld? '. of: 'met welk getal heb ik 
vermenigvuld igd?' Kor tom: is er een eenvoud ig 
patroon te onderkennen? Ook het herkennen van 
kwadraten dient daarbij tot het bas isrepe rtoire te 
gaan horen. Maar voora lsnog is het benutten va n een 
visue le representatie altijd aan te raden. 
Een volgende stap is bet vragen naar een mogelijke 
comb inatie van eenvoudige patronen. Oefening in her 
he rkennen van basispatronen of getalrelaties speel t 
daarbij zeke r een rol, maar niet onder dwang, wel 
doo r middel van speelse ui tdagingen. Proberen en 
camroleren z ijn daarbij s leutelwoorden. 

Slotopmerking 
Er is ee n behoefte aa n ' voorspelle n· en 'controle', 
niet alleen van de kant van de leraar. maar juist 
ook van die van de leerling. Het is daarom van 
belang dat we ons blijven afvragen waar we als 
leraar aandacht kunnen blij ven besteden aan ons 
streven e rvoor zorgen dat de leerlingen een aantal 
sta ndaa rd tech n i eken le ren cl ie wezen lijke be teken is 
voor hen bebbcn . Een van die basistechnieken is dan 
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FIGUUR 3, 4 en 5 

K~ KJ Kl 

I I I 
K~h:J K 2 K 1 

r40 
I 
I 
rlO 
I 

KI l l;raai hrefl gren pbat~ 

r45 
I 
I 
r15 
I 
I 

I I I paaltjt> onr (dus 2 kra:tit·n !(·kort) 

• • • • • • 
• • • • • • 
• • • • • • 
• • • • • • 
• • • • • • 

zeker de techniek va n het kiezen en gebru iken van 
diverse methoden om situaties te visua liseren. 
Als de- le-zer dit wil opvallen als een aanbevel ing 
om er voor re zorgen dat de leerl ingen in de loop der 
jaren in hun wiskundelessen een 'gereedschapskist' 
vullen. dan ga ik daar graag in mee. En ' beeldtaal' 
hoon ror de standaarduitrusting van elke volwassene 
en vcrdient het daarom. in die gereedschapskist een 
volwaardige plaats te krijgen. 
Puzzels en spellen zijn daarbij als uitd aging te 
benutten. Maar zeker dient aandacht besteed te 
worden aan de' beelden die al onze leerlingen 
ongetwijfeld in hun hoofd hebben als ze denken 
aan een probleemsituatie die wij of het boek he'n 
voorleggen . 
Daarnaast kunnen wc ze waar mogelijk in situaties 
plaatsenwaar het zeker is dat beeldtaal helpt of zei rs 
nodig is om tot een resultaa t te komen. Ook dar kan 
ull'eraa rd gewoon bin nen de wiskundeles, maar het 
wordt zeker gestimuleerd door het voorbereiden op en 
meedoen aan cl <' Kango·=roewcdstrijd. Vragt>n zoals 
hierboven komen daarin namelijk in groten getale 
voor. Daar zijn vrijwd alle problemen oplosbaar zonder 
algebra. maar in beeldtaal. De ervaring leen dat dit 
zeer motiverend en inzirhrvrrschaffend werkt voor alle 
leeftijden van 9 tot 18 jaar (en misschien ook daarna). 

Aki ria11k aa11 Lt'O II 1'1111 th·n Broek. 

Nutt''' 

(I} lie ook 'Vi~unli~rrrll lrrlp1!' /11: Euclidcs 59 (6}. pp. 279-289 

(fcbnwri 198•1). 

{2/ Dit spel is als atmtlt·l!kcn utm ollr deellremers r•an de Ka11got·ror 

u•iskwulewrdstrijtl r•o11 2003 utmgebodeiL 

Je ku11r her ~prlrn op de website: um•uullllllr.krllurl/kallgoeroc/kongOI: 

~olirnlr. Dan-r ktm je !Ir· groott~ ••n11 her spreibord kiezen: j t/m 12 

rijl'll. D110r wordt ook onllr•maa ude uitleg i meracTief begeleid. 

Pruf Frans Kt•UJt<' (KUN) l1erjl Inren zien dM Ir ct sprl niet oplosbaar 

is r•oor •1. 7. 10, 13, ... rijt•n. maar wrii'Oor 5, 6, 8. 11 .... rijc11 tloor 

gebmik te make11 1'1111 clric klmrtu. 

Lir ook lrtt arrikrl Kougor Salittur"' /rel no"embenrummer r•an 

Pyrlragoras (2003}. 

(3/- Welke srrort·git• is gt·r·o/gJ? I Waar lel je op? 

- I/oe noteer je t'rn ntiiMslug? 

I~ er nllluurlijkr brhorftr ao•r een reilenering waarom iets lli<'t kan? 

- 1\'ordt er gebmik gemaakt t'lll symmrrrie i11 heT rede11eren? 

- Als de spder; commu11irt•rr• /roe rnaken u /r un ~CIItring dan 

uplirirr? 

- 1\'aardoor gamr ~pder~ l'rngtn fomtulrren, zoals: Is er u·tl tril 

oplossing? I Hor brrug ik systrmntrrk aa11 in mijn probrrru? I Hoe 

11otcu ik mij11 zrrwt? I Wat zij11 '5/cclac' lCTINt? 

{4/ 011tlrt11d aa11 t't'll t·oordroclll mijn Duitse collega H. Baucrsfi•ld . 

/lorrie Braelmwn (<'-mlliloi/rc'S: H.G.B.Brorkman@phys. 11 u.nl) was. tot 

lijll pcnSIOIICrlllg 111 frbl'l/111'1 lOOJ. lcrarc•noplrlder err Paktlltlnctl('li5 

aan lrrr /VLOS (illft•rfacultnir lnslilllut r;oor de Lerare11opltidiug, 

Ouderwijsommikkcling <'11 StttilieT•at~rdiglrtden) ft' Urrrchr. 
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