Uitwerking puzzel 94-4 Wobien Doyer
Raad eens hoe we dat tellen moeten. Lieke de Rooij

We begonnen met een oud rijmpje, dat een raadsel bevat:

De boeren van het Kennemerland

hebben tien vingers aan iedere hand
vijf en twintig aan handen en voeten
raad eens hoe we dat tellen moeten.

als je de regels anders indeelt:

De boeren van het Kennemerland
hebben tien vingers

aan iedere hand vijf

en twintig aan handen en voeten
raad eens hoe we dat tellen moeten.

dan verdwijnt een deel van het rijm, maar ook de raadselachtigheid van de tekst.
Het ging dus over tellen, niet met handen en voeten, maar wel zo handig mogelijk.

De puzzel is een variant op de Olympiade puzzel in Euclides 93-4 en is naar een idee van
Frans van Hoeve.

We beginnen met een getal M dat uit louter enen bestaat en een getal No.

No is dan het eerste getal uit een reeks met als voorschrift:

Ni:1=som van de cijfers van het product N;- M.

We introduceren het getal m=aantal enen van M. We noemen m en N; maatjes als Ni=Ni.1.
Dus m=4 en N;=36 zijn maatjes want 36 -1111=39996, en de cijfersom van 39996 is 36.

In de Olympiade puzzel was m = No = 2017.
We laten in deze uitwerking twee van onze trouwe oplossers aan het woord bij een aantal

uitwerkingen. We hebben in die uitwerkingen notaties aangepast om die uniform te krijgen
in de hele uitwerking, en hier en daar wat toelichting toegevoegd.



Opgave 1: Als de Olympiadepuzzel in 2018 was geweest, dus de rij die start met No=2018 en
ook m=2018, dan was er wel een herhaling (cykel) ontstaan, maar de rij wordt niet
constant. Echter dit jaar 2019 wordt de rij N-waarden die we krijgen met No=m=2019 na een
tijdje wel constant en wel 18171 (er stond per ongeluk 17181, maar dat bleek voor niemand
echt een probleem op te leveren). Dus N=18171 en m=2019 zijn maatjes. Tel hoe lang die rij
is tot we vinden dat Ni=Ni1.

Oplossing opgave 1: De lengte van de rij is 3

Voor de uitwerking opgave 1 laten we Hans Linders aan het woord:
(diverse andere oplossers deden het op dezelfde manier)

Ni: 2019- M=9 - M+ 10 - M+ 2000 - M, waarbij M bestaat uit 2019 enen:

1 9 9999 (lengte m)
11 11110
2 2 2 2 s 2 2000 +
2243 331009

Het middendeel van het product bestaat uit m - 3 drieén en de cijfersom is dus:
Ni= 2+2+4+1+0+9+2016 - 3= 18+ 2016- 3 =6066

Op dezelfde manier berekent hij N, en N3 met als resultaat: N, = N3 =18171.

De lengte van de rij is dus 3.

Omdat we bij opgaven 2 en 3 alleen zoeken naar maatjes m, N is de index i niet van belang en
kunnen we die weglaten.

Opgave 2a. Welk maatje m hoort bij N=87?
Oplossing opgave 2a: m = 13 is het maatje van 87

Voor de uitwerking opgave 2a laten we weer Hans Linders aan het woord:
(diverse andere oplossers deden het op dezelfde manier)

87 -M=7-M+80-M

7 7 ... 7 7 7
8 8 8 ... 8 8 0 + (lengte m+1)
96 6 ... 6 5 7 (k zessen met k=m - 2)

Geeft21+k - 6=87. Danis k=11, dus m =13
Bij N = 87 hoort dus maatje m = 13.



Opgave 2b. We tellen het aantal paartjes m, N die maatjes zijn. Raad eens hoe we
dat aantal tellen moeten voor alle N < 100.

Oplossing opgave 2b: er zijn 62 paartjes m, N die maatjes zijn voor N < 100

Uitwerking opgave 2b:

Om dit op te lossen schreven veel inzenders voor N=1—- 99: N=10a + b met a en b <10 en
splitsten dat in 3 gevallen.

Voor de overzichtelijkheid geven we hieronder een schema waarin de getallen 1 — 99 te
vinden zijn en waarin de 3 gevallen zijn aangegeven met een achtergrondkleurtje.

abw| O (1|2 |3|4|5|6/|7|8]|9 Zwarte getallen in het gele gebied:
a=0of b=0ofa+b=30ofa+b=09.
0 Llz2lgx 2878 = Rode getallen in het gele gebied:
1110 12 18 | 19 a+b=6enaiseven
212021 24 27 | 28 | 29
Zwarte getallen in het roze gebied:
3130 36 |37 39 a+b=100of a+b=120fb=9
4 |40 42 45 | 46 | 47 | 48 | 49 Rode getallen in het roze gebied:
a+b =11enaeven,
5150 54 | 55 57 59 a+b =13 ena4-voud
6 | 60 636416566 69 a+b =14 ena 5-voud
a+b =15enaeven
7170 72 | 73 75 79
8 180 (8182|833 |84 |85 87 89

De tabel wordt hieronder nader toegelicht.

We schrijven N steeds als ab, dus N =10a + b. We vermelden voor alle drie de gevallen de
cijffersom van het product M- N die we later opnieuw nodig hebben.

1) a+b<10 (gele achtergrond in het schema):
de vermenigvuldiging M - N wordt dan:

b ... b b b
(o I o I a a 0 + (lengtem+1)
atb ... at+tb a+b b

De cijfersom van M- N is m(a + b)

De cijfersom moet gelijk zijn aan N, dus: m(a + b) = N = 10a + b.
10a+b 9a_ +1
a+b  a+b

Dat geeft de vergelijking: m =



2)

3)

Er is dus precies één maatje m als (a + b) | 9a

Dit is het geval als (zwarte getallen in het gele gebied, in totaal 28):
a=0ofb=0ofa+b=30ofa+b=9

of als (rode getallen in het gele gebied, in totaal 2):
alsa+b=6enaiseven

a+b >10en a<9 (roze achtergrond in het schema):
de vermenigvuldiging M - N wordt dan:

b b ... b b b
a_a a_ ... a a 0 + (lengte m + 1)
a+la+b-9 a+b-9 ....... a+b-9 a+b-10 b

De cijffersomvan M-Nisa+1 + (m-2)(a+b—-9) + a+b—-10 + b=
m(a+b—-9)+9

Dit geeft de vergelijking:
m(a+b—-9)+9=N=10a+b
m(a+b-9)+9=10a+bdusm = 2> _ %
a+b-9 a+b-9
Eris dus precies één maatje mals (a+b-9) | 9a

+1

Dit is het geval als (zwarte getallen in het roze gebied, in totaal 20):
a+b-9=1dusa+b=10,

a+b—-9=3dusa+b=12

a+b—-9=adusb=9

of als (rode getallen in het roze gebied, in totaal 5):
a+b—9=2(dusa+b=11)enaeven,
a+b—-9=4(dusa+b=13)en a4-voud of
a+b—-9=5(dusa+b=14) en a 5-voud
a+b—9=6(dusa+b=15)enaeven

a=9 en b>0 (groene achtergrond in het schema):
Dan is de voorste term 9+1=10 dus die moeten we apart bekijken.

de vermenigvuldiging M - N wordt dan:

b ... b b b
9 9 ... 9 9 0 +
1 0 b ... b b-1 b (lengte m + 2)

De cijffersomvan M-Nis1l + 0 + (m-2)b + b-1 + b =m-b



Dit geeft de vergelijking:

m- b=90+b,dusm=9°;”=9b—°+1

Er is dus precies één maatje mals b | 90

Dat is het geval als (zwarte getallen in het groene gebied, in totaal 6):
b=1,2,3,560f9

We tellenerzodus 28 +2 + 20+ 5 + 6 = 61, en dan hebben we nog N = 100, die
natuurlijk ook voldoet.
In totaal dus 62 oplossingen.

Opgave 3a. Er zijn waarden van N waarmee voor niet te kleine m de opvolger van N gelijk is
aan m, zoals bijvoorbeeld voor N = 1 die immers wordt opgevolgd door de som van de cijfers
van N - M en dat is m voor elke m. Maar er zijn er meer. De vraag is natuurlijk: hoeveel?
Raad eens hoe we dat aantal tellen moeten voor alle N < 100.

Opmerking: Met niet te kleine m bedoelen we dat m=aantal cijfers van N.

Oplossing opgave 3a: er zijn 4 waarden van N < 100 waarvoor voor elke (niet te kleine)
waarde van m de opvolger van N gelijk is aan m.

Uitwerking opgave 3a:

De opvolger van N moet nu voor alle (niet te kleine) waarden gelijk zijn aan m. Dat betekent
dat als m één groter wordt ook de cijfersom met één toeneemt, en dus dat in het product
het zich herhalende cijfer in het middendeel 1 moet zijn.

Nemen we weer voor N < 100: N = 10a + b dan onderscheiden we weer de 3 gevallen uit
opgave 2b:

1) a+ b < 10: het cijfer in het middendeel is dan a + b, dus moet a + b = 1. Dat levert alleen
de (triviale) oplossingen N =1 en N = 10.

2) a+b=10en a<9.het herhalende cijfer in het middendeel van het product is dan
a+b—-9,dusmoeta+b—-9=1,dusa+b=10. Echter, zoals we zagen in opgave 2b, is de
cijffersom m(a + b —9) + 9 en dat wordt, met a + b = 10 gelijk aan m + 9, en niet m. Dit
levert dus geen oplossingen op.

3) a=9 en b >0.Het herhalende cijfer in het middendeel is dan b, dus moet b = 1, dus
N=091.

De som van de cijfers is dan m - b (zie opg 2b) en met b = 1 krijgen we dus voor alle m(>1)
cijffersom m.

Natuurlijk is ook N = 100 een oplossing dus we hebben voor N < 100 vier oplossingen: 1, 10,
91 en 100.



Opgave 3b. Idem maar nu voor N < 10.000.

Oplossing opgave 3b: er zijn 15 waarden van N < 10.000 waarvoor voor elke (niet te
kleine) waarde van m de opvolger van N gelijk is aan m.

Voor de uitwerking van opgave 3b laten we Harm Bakker aan het woord:

We zoeken nu getallen abcd, waarbij we ook toestaan dat een of meer (leidende) cijfers
gelijk zijn aan 0. De figuur hieronder visualiseert de vermenigvuldiging.

| 1 1 | 1 1 1 1
abcd x
| d . d | d d d d
c | ¢ ... c | c ¢ ¢
b | b ... b | b b
a a a | a ... a | a
zZ y X | h ... h | p qg r d

Getallen met vier cijfers

Wil de cijfersom van de optelling gelijk zijn aan m, dan kunnen er op de onderste regel geen
cijfers groter dan 1 staan. *

Nu is het een kwestie van systematisch nagaan wat de mogelijkheden
zijn. In de figuur hieronder is het resultaat van dit proces weergegeven.

d c b a abcd m
L0 1 1000 4

0</
\\1‘:;/,{_#0 100 5
; 9 9100 4
o—° b 2
N [T 9010 4
" 9910 4
ol 10 1 1
0{/ [ 1001 4
\\gﬁ/fo 9201 3
: I 9901 4
ol —T0 91 2
e 9091 3
\\g{/,o 991 3
19 9991 4

De oplossingen in een boomdiagram

") Aan het eind van de uitwerking vindt u een toelichting op deze bewering.



Als alle potentiéle oplossingen zijn bepaald, dan moeten we nog nagaan of het ook
daadwerkelijk oplossingen zijn. Dat blijkt onverwacht eenvoudig te zijn. Aangevuld met de
eis dat m minstens zo groot moet zijn als het aantal cijfers van N, komen we tot de 15
oplossingen die ook in de figuur zijn weergegeven.

Met elke No= m krijgen we altijd een rij getallen met vaak een aanloop en dan een cykel zoals voor Ng
=m =2018.

Frans heeft met de computer bepaald dat voor elke rij die start met No=m < 10000 je altijd
in uiterlijk 14 stappen weer een N; vindt die al eerder in de rij voorkomt, dus zeker met een
cykel van lengte maximaal 14.

Opgave 4. Raad eens hoe we moeten tellen wat de grootste cykel is van de rijen die starten met m =
2 (dus M =11) en Np< 1007

Oplossing opgave 4: voor m = 2 is de langste cykel 6.

Voor de uitwerking van opgave 4 laten hier weer graag Harm Bakker aan het woord:

Gevraagd wordt om voor Np < 100 en m = 2 (dus M = 11) te bepalen wat de maximale
cykellengte is.
We volgen maar weer het gevalsonderscheid uit opgave 2b, met N; =10a + b *)

1) a+ b < 10: de cijfersom van M- N;is m(a + b). Dus is Nj+1 = 2(a + b) < 18.
En alle getallen < 18 voldoen weeraana + b <10
Dat betekent dat de verzameling natuurlijke getallen < 18 een bassin is, als je er in
zit, kom je er niet meer uit.

2) a+b=10en a<9:decijffersomvan M- Njism(a+b —9) + 9.
DusisN; +1=2(a+b—-9)+9=2(a+b)—9.0mdata<9 isa+b <17, dus
N; +1 <34 -9 = 25. Met uitzondering van 19 voldoen al deze waarden aan
a+b<10.
Dat betekent dat we na nog een iteratie in het bassin terecht komen.
Even apart kijken naar de waarde 19: de opvolger is 2(1 + 9) —9 = 11, zodat ook deze
naar het bassin wordt geleid.

3) a=9 enb>0; de ciffersomvan M- Njism- b.
Dus is N+ 1 = 2b. Aangezien b < 9 zijn de waarden < 18, dus na één iteratie zitten we
in het bassin.

De conclusie van bovenstaande is, dat na een klein aantal iteraties het bassin wordt bereikt.
Dat betekent dat cykels zich alleen in het bassin kunnen bevinden. We bepalen de
functiewaarden in het bassin: zie de tabel hieronder

*) We vonden voor alle drie de gevallen de cijffersommen bij opgave 2b.



N |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 (1011|1213 |14 |15|16 |17 |18
Nii|2 |4 |6 |8 |10(12 1416|182 (4 |6 |8 |10|12 |14 |16 |18

Maar een plaatje is duidelijker

1 3 9

! )
5\0/ \4/11 12 6 Q

7/ 4‘\{(6/8\\13

17

De conclusie is dat de langste cykel een lengte zes heeft.










