Hoe kwam Erdos aan die vraagstelling?

Van den Brandhof schrijft in zijn boek dat hij een
vermoeden heeft hoe Erdds op zijn probleem kwam. Erdés
zocht misschien naar een variant van de driehoeksformule
van Euler. Maar wat houdt die formule dan in? De afstand
tussen de middelpunten O en [ noemen we d. Die formule
van Euler geeft dan een verband tussen deze afstand d en
de beide stralen Ren r: d> = R? - 2-r-R, zie figuur 3. We
zien dat als O en [ samenvallen, dan d = 0. Dus moet
d’=R?-2.r-R =0 en dat levert op R =0 of R= 2ren
dus geldt OA + OB + OC = 2(OK + OL + OM). Euler
vond deze formule in 1765.

figuur 3

De driehoeksformule van Euler kwam als opgave 6 terug
bij International Mathematical Olympiad? in 1962, zie
figuur 4.

figuur 4

De opgaven van de IMO zijn niet bepaald kinderachtig.
In figuur 5 zie je de eerste opgave van de wedstrijd van
afgelopen juli. Een uitdaging! En natuurlijk GeoGebra
inzetten....

figuur 5
Afleiding drihoeksformule

We bekijken nu twee aanpakken om de driehoeks-
formule d> = R? = 2-r-R van Euler af te leiden. Je mag
zelf uitmaken welke aanpak de elegantste is.
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Eerste aanpak

figuur 6

De macht van punt / ten opzichte van omgeschreven cirkel ¢
is d? — R%. Mocht je niet meer weten wat een macht is, zie
het kader. Merk op dat deze macht negatief is. Er geldt:
R? - d? = IA - ID. De grootte van de hoeken in driehoek
ABC geven we aan met a, § en y. Lijn /A is bissectrice van
ZA. Het tweede snijpunt van deze lijn met cirkel ¢ noemen
we punt D. Er geldt: sin(%2a) = r [ IA. (zie AAE] met

IE = 1). Dus IA = r/ sin(%2a)). Nu nog een uitdrukking
vinden voor ID. Maar wat blijkt, ID = BD (je kunt alvast
nagaan waarom dat zo is). Zie nu figuur 6. We hebben
driehoek OBD gestippeld getekend. Middelpuntshoek
ZBOD is gelijk aan a. Er geldt: sin(*2a) = %2BD | R.

En dat geeft: BD = 2Rsin(%a). R* - d*> = IA - ID en dan
maar substitueren in het rechterlid:

r/sin(2a) - 2R - sin(Ya) = 2rR.

En hiermee vinden we: d? = R* - 2-r-R.

En waarom was nu /D gelijk aan BD? ZDIB = Yo + %
(buitenhoek in ZABI). ZIBD = ZCAD + % = Ya + 1B
(omtrekshoeken die op bogen staan).

Macht van een punt t.o.v. een cirkel

figuur 7

In figuur 7 is een cirkel ¢ getekend met middelpunt M en
straal r en een willekeurig punt P buiten de cirkel. Vanuit
P zijn twee halflijnen getekend die de cirkel snijden. Een
van de halflijnen gaat door middelpunt M. Er geldt

PA x PB = PC x PD = PM? - r2. Dit volgt uit het feit
dat APAD ~ APCB. Hoe je punt A ook kiest op cirkel ¢, de
waarde van het product PA x PB blijft onveranderd. Deze
waarde noemen we de macht van punt P ten opzichte van
cirkel ¢. Punt P kan ook op of binnen de cirkel worden
gekozen.
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Tweede aanpak (van O. Bottemal¥))

Punt E is nu het voetpunt van een loodlijn uit punt / op
zijde BC. Een middellijn van cirkel c snijdt de cirkel in de
punten K en L, zie figuur 8.

C

Z
/

N

A

figuur 8

K

ZKBI = Yy + B (omtrekshoeken op bogen)

ZBIK = Yy + B (buitenhoek ACIB)

Dus KB = KI

AICE ~ AKBL want ZCEl = ZKBL = 90° en

ZICE = ZKLB = Y.

Dit levert de volgende vergelijking op: C/ /| KL = r | BK.
Immers EI = r. Verdere substitutie: CI / 2R = r | KI. We
zien weer de macht van punt [ ten opzichte van cirkel ¢
verschijnen: CI - KI = r-2R. En dat leidt tot:

R? — d* = r-2R. Anders geschreven: d*> = R? - 2-r-R.

Terugblik op relatie d? = R*- 2-r-R

1 We concentreerden ons op de ingeschreven cirkel
van een driehoek. Maar naast de omgeschreven
cirkel zijn er ook nog drie aangeschreven cirkels.
En ja, daarvoor hebben we een soortgelijke relatie:
d? = R* 4+ 2-r-R. Maar opgepast, r is nu de straal
van de aangeschreven cirkel. We kunnen dan beter
opschrijven: d * = R* + 2-r -R. Ga deze relatie
maar na!

(2)  Kun je met de relatie d> = R*-2-r-R een
driehoek vastleggen?

figuur 9

Laten we een getallenvoorbeeld nemen waarbij R = 8
en r = 3. Dat geeft voor de d-waarde 4. We tekenen in
GeoGebra een (omgeschreven) cirkel ¢ met straal 8 en
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noemen het middelpunt O. Vervolgens tekenen we een
concentrische cirkel d met straal 4 en kiezen daar een
punt / op. Dan tekenen we een (ingeschreven) cirkel e met
I als middelpunt en straal 3, zie figuur 9.

We kiezen punt A op cirkel c en trekken vanuit dit punt
raaklijnen aan cirkel e. Het tweede snijpunt van de
raaklijnen met cirkel c noemen we achtereenvolgens B en
C. En het lijkt er sterk op dat lijn BC raakt aan cirkel e.
Er zijn waarschijnlijk oneindig veel driehoeken die c en e
hebben als omgeschreven en ingeschreven cirkel met

Ol = 4. Een uitdaging voor je om dit te bewijzen.

figuur 10

Voor de (havo)leerlingen een heel specifiek (symmetrisch)
geval. Punt O, middelpunt van omgeschreven cirkel ¢
kiezen we in de oorsprong van een gecodrdineerd vlak, zie
figuur 10. Voor punt A kiezen we het punt (-8, 0) op cirkel
¢ en voor punt / het punt (4, 0). In GeoGebra kunnen we
met één klik de raaklijnen vanuit punt A tekenen aan
cirkel e. De lijn BC is dan vermoedelijk de derde raaklijn.
De leerlingen mogen dan bewijzen dat lijn BC cirkel e
raakt. (cirkel d kun je hierbij weglaten).

Meer weten?

Over de Erdés-Mordell ongelijkheid. In 1937 werd een
trigonometrische oplossing gepubliceerd door de Brit

L.J. Mordell en de Amerikaan D.F. Barrow. En zie natuur-
lijk het boek Priemwoestijnen voor actuelere oplossingen
en de elegantie ervan.
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VASTGEROEST

K LEER HET NOOIT!

Ab van der Roest

Een toetsvraag die niet oplevert wat je er van verwacht, het
overkomt ons allemaal vast wel eens. Zo ook Ab van der Roest..

Herken je dit? Je maakt een toets, maar je wilt niet alleen
maar letterlijk terugvragen. Je stelt dus vragen waarbij
je van tevoren denkt: ‘Hier ga ik commentaar op krijgen.
Maar nadat de klas de toets gemaakt heeft blijft het
commentaar achterwege en bij het nakijken wordt zo'n
vraag door een groot deel van de groep goed gemaakt.
Je vraagt je dan af, of de vraag toch goed was, of toch te
veel herkenbaar. Maar, gelukkig heeft niemand schade
geleden.

Het tegenovergestelde komt ook veel voor. Je stelt een
vraag op de toets waarvan je verwacht dat leerlingen die
meteen en zonder veel nadenken kunnen beantwoorden.
Je hebt de stof behandeld, de leerlingen hebben ermee
geoefend en je beschouwt de vraag als bijna uit de
categorie reproduceren, maar zeker als toepassen in een
bekende situatie. Maar bij het corrigeren van de toets
blijken de meeste leerlingen allerlei wegen in te slaan
die jij niet van tevoren bedacht hebt. Niet zo erg, maar
bijna geen enkele leerling komt tot het goede antwoord
en na deze vraag worden de resterende vragen onder
grote tijdsdruk gemaakt. Eigenlijk is de toets een beetje
verknoeid door die ene vraag en je vraagt je vertwijfeld
af of je ooit zult leren om de toetsvragen goed in te
schatten.

Na bijna 40 jaar ervaring kan ik nog steeds niet goed
inschatten of een toets zulke vragen bevat. Bij de laatste
toetsweek was er weer zo'n toets, die me de verzuchting
bezorgde: ‘Ik leer het nooit!’

vwo-5 wiskunde B. In de methode Getal & Ruimte wordt
behandeld dat de lijnen l: ax + by = cen k: px+ qy =r
samenvallen als 7 = & = <.

Ik probeer de leerlingen bij dit stukje stof op het spoor te
krijgen dat dit niets nieuws is, maar dat we dat al lang
weten. Want uitgaande van ‘evenwijdige lijnen hebben
dezelfde richtingscoéfficiént’ is meteen in te zien dat

—5 = —% en dat is eenvoudig te herleiden tot % = % :
Door deze evenredigheid en ‘het gelijk zijn’ van de verge-
lijkingen moet die evenredigheid ook gelden voor c en r.
Mijn advies aan de leerlingen is dan om deze regel niet
apart te gaan leren (denk aan onze beperkte geheugen-
capaciteit), maar om te gebruiken wat al lang in ons
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systeem aanwezig is.
Dan de toetsvraag die letterlijk uit de toetsbundel komt:

De lijn k snijdt de assen in de punten A(p +2, 0) en
B(0, 2p - 2).

De lijn [ snijdt de assen in de punten ((2p, 0) en
D(0, g + 1).

Bereken algebraisch voor welke p en g de lijnen
samenvallen.

Juist omdat ik de leerlingen geadviseerd heb niet meteen
naar de in het boek gehanteerde formule te grijpen, maar
eerst eens goed na te denken en te vertrouwen op veel
eerder opgedane kennis verwachtte ik het eenvoudige
antwoord: p+ 2 =2pen2p-2 =g+ 1 want als lijnen
samenvallen hebben ze dezelfde snijpunten met de x-as
en y-as.

Helaas! Alle leerlingen schreven ki —=+ I —1en
y p+2 2p-2
X4+ 2.=1op
2p g+l

Deze vergelijkingen werden herleid tot
ki(2p-2)x+ (p+2)y=2p*+2p-4en

L (g + 1)x+ 2py = 2pg + 2p waaruit de volgende
evenredigheid verscheen:

2p-2 p+2 2p’+2p--

qg+1 = 2p ~ 2pq+2p
En de oplossing van deze evenredigheid was na veel
dwalen voor bijna niemand te doen. Die lastige p en g
zaten elkaar in de weg. De makkelijkste conclusie zou zijn
dat die leerlingen zo dom zijn, maar dat is te kort door de
bocht. Daarom mijn verzuchting dat ik het nooit leer. Maar
er kwam toch nog een staartje aan dit verhaal. Bij de
bespreking van de toets knalde opeens door de klas: ‘Het
is zo simpel, wat ben ik stom." Ik was het niet die dat riep.

Over de auteur

Ab van der Roest is docent wiskunde aan het
Ichthus College te Veenendaal.

E-mailadres: rst@ichthuscollege.nl
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PUZZEL 94-4

RAAD EENS HOE WE DAT TELLEN

MOETEN

Een oud rijmpje:

De boeren van het Kennemerland

hebben tien vingers aan iedere hand
vijf en twintig aan handen en voeten
raad eens hoe we dat tellen moeten.

Het gaat dus over tellen, niet met handen en voeten, maar
wel zo handig mogelijk.

Frans van Hoeve stuurde ons een idee om wat moeilijkere
variaties te maken op de Olympiadepuzzel in Euclides
93-4. Die luidde als volgt:

M is het getal bestaande uit 2017 enen achter elkaar.
N,= 2017 en N, = som van de cijfers van het product
N,L M. Zo kunnen we recursief de getallen N1, Nz, N3,
bepalen. En dan blijkt dat N, = N, = N, = ..N = 2044.
Een uitwerking is te vinden op de site van de NVvW.

We introduceren het getal m = aantal enen van M. We
noemen m en N, maatjes als N. = N,. Dus m = 2017 en
N = 2044 zijn maatjes. In dit geval volgt dit uit de rij die
begint met N, = 2017 = m. Er zijn echter ook maatjes die
niet volgen uit N, = m, zoals bijvoorbeeld de maatjes
m= 64 en N.l: 137. Dan is inderdaad N.L+1 = 137, maar
als N, = 64 met m = 64 krijgen we N, = N, = .73 en
nooit N, = 137.

Bij alle vragen moeten we aantallen tellen, maar het is
niet de bedoeling dat je dat door de computer laat doen.
Daarom vragen we steeds een algebraische toelichting.
De som van de cijfers van N kan daarbij een belangrijke
rol spelen.

Je moet daarom bij alle tel-vragen niet alleen het
tel-resultaat geven, maar ook de methode van tellen.
Hoe eenvoudiger je methode, hoe meer punten voor de
ladder.

Opgave 1 - Als de Olympiadepuzzel in 2018 was
geweest, dus de rij die start met N;= 2018 en ook
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Lieke de Rooij
Wobien Doyer

m = 2018, dan was er wel een herhaling (cykel)
ontstaan, maar de rij wordt niet constant.

Echter dit jaar 2019 wordt de rij N-waarden die we
krijgen met N;=m = 2019 na een tijdje wel constant
en wel 17181. Dus N = 17181 en m = 2019 zijn ook
maatjes. Tel hoe lang die rij is tot we vinden dat

N'L = Ni+1'

Omdat we bij opgaven 2 en 3 alleen zoeken naar maatjes
m, N is de index i niet van belang en kunnen we die
weglaten.

Opgave 2a - Welk maatje m hoort bij N = 877

Opgave 2b - We tellen het aantal paartjes m, N die
maatjes zijn. Raad eens hoe we dat aantal tellen moeten
voor alle N < 100.

Opgave 3a - Er zijn waarden van N waarmee voor niet
te kleine m de opvolger van N gelijk is aan m, zoals
bijvoorbeeld voor N = 1 die immers wordt opgevolgd
door de som van de cijfers van N - M en dat is m voor
elke m. Maar er zijn er meer. De vraag is natuurlijk:
hoeveel?

Raad eens hoe we dat aantal tellen moeten voor alle

N < 100.

Opmerking: Met niet te kleine m bedoelen we dat

m > aantal cijfers van N.

Opgave 3b - Idem maar nu voor N < 10000.

Met elke N;= m krijgen we altijd een rij getallen

met vaak een aanloop en dan een cykel zoals voor

N, = m = 2018.

Frans heeft met de computer bepaald dat voor elke rij die
start met N;=m < 10000 je altijd in uiterlijk 14 stappen
weer een N, vindt die al eerder in de rij voorkomt, dus
zeker met een cykel van lengte maximaal 14.

Opgave 4 - Raad eens hoe we moeten tellen wat de

grootste cykel is van de rijen die starten met m = 2
(dus M =11) en N, < 1007
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Inzenden oplossingen Top 10 ladderstand
Gehele of gedeeltelijke oplossingen kun je weer mailen
naar liekewobien@hotmail.nl of sturen naar

Lieke de Rooij, Oudeweq 27, 2811NN Reeuwijk.

tot t 1 94-2
Er zijn 20 punten te verdienen voor de ladderwedstrijd Hb IS [t

en ext.ra punten als wij je idee voor een nieuwe puzzel M. Woldinga 144
gebruiken.
De aanvoerder van de ladder ontvangt een boekenbon ter F. van Hoeve 121
waarde van 20 euro. En je hoeft helemaal niet alle vragen F. Gobel 114
te beantwoorden om in te zenden en zo uiteindelijk toch .
G. Bouwhuis 114
bovenaan de ladder te komen!
Inzendingen moeten uiterlijk op 5 maart 2019 binnen zijn. R. Stolwijk 98
B. Groot 94
v
‘y vakbladeuclides.nl/944puzzel H. Bakker 91
M. Rijnierse 89
L. Cizkova 61
J. Verbakel 55

We feliciteren Monica Woldinga met de ladderprijs.

NEDERLANDSE
WISKUNDE
OLYMPIADE

MEDEDELING

Nederlandse Wiskunde Olympiade

De eerste ronde van de Wiskunde Olympiade is in volle gang.

Verspreid over heel Nederland laten ruim driehonderd scholen hun leerlingen

meedoen aan deze wedstrijd met verrassende en uitdagende wiskundeopgaven, waar nauwelijks voorkennis

voor is vereist. De opgaven en uitwerkingen van de eerste ronde verschijnen begin februari op de website
www.wiskundeolympiade.nl. Uiterlijk 11 februari wordt bekend welke duizend leerlingen verder mogen naar de tweede
ronde. Daarnaast maken we rond die tijd ook de vier winnende scholen bekend: de beste school in alle categorieén, de
school met de beste onderbouwleerlingen, de school met de beste vrouwelijke deelnemers en de beste nieuwe school
(die sinds hooquit drie jaar meedoet). Wie weet valt jouw school

dit jaar in de prijzen!

FEBRUARI 2019 45



COLOFON KALENDER

Euclides is het orgaan van de Nederlandse Vereniging van Wiskundeleraren. In de kalender kunnen alle voor wiskundeleraren toegankelijke en
Het blad verschijnt 7 maal per verenigingsjaar.

ISSN 0165-0394

interessante bijeenkomsten worden opgenomen.
Relevante data graag zo spoedig mogelijk doorgeven aan de hoofdredacteur

Redactie E-mail: vakbladeuclides@nvvw.nl

Tom Goris, hoofdredacteur

Liesbeth Coffeng, eindredacteur

Sebastiaan Benders

Rob Bosch

Hugo Duivesteijn

Ernst Lambeck

Sietske Tacoma v VELDHUVEN

Henk Rozenhart, voorzitter 1/2

Gerrit van Wijk 48 Nationale Wiskunde Dagen

. alé Organisatie: Freudenthal Instituut
Inzenden bijdragen

Tom Goris, Gebroeders van Doornestraat 12, 5614 BN Eindhoven
E-mail: vakbladeuclides@nvvw.nl

LANDELIJK

Richtlijnen voor artikelen wo )

Tekst digitaal in Word aanleveren, maximaal 1500 woorden. Illustraties OnderbOUWWlSkundeDag

en foto’s apart digitaal aanleveren in hoge resolutie. Zie voor nadere Organisatie: Freudenthal Instituut
aanwijzingen: vakbladeuclides.nl/richtlijnen

Realisatie

Ontwerp en vormgeving, fotografie, drukwerk en mailingservices. ) NIJKERK

De Kleuver bedrijfscommunicatie Veenendaal, www.dekleuver.nl Examenconferentie Nijkerk

Organisatie: NVWWW

Nederlandse Vereniging van Wiskundeleraren
Website: www.nvww.nl

Voorzitter LANDE“JK

Ebrina Smallengange ) ..

E-mail: voorzitter@nww.nl N3 Op de scholen: W4Kangoeroewedstrijd,
wereldwijde wiskundewedstrijd

Organisatie: Stichting Wiskunde Kangoeroe

Q.
o

Secretaris
Kees Garst, De Ruiter 25, 8252 EB Dronten
E-mail: secretaris@nvvw.nl

Ledenadministratie di VEI_DH[]VEN

Heleen van der Ree, Bladmos 23, 2914 AA Nieuwerkerk a/d |Jssel 23/4 N Math isch C
Tel. (0180) 32 10 97 E-mail: ledenadministratie@nmww.nl . ederlands Mathematisch Congres

N Zisa  Organisatie: KWG en PWN
Helpdesk rechtspositie

NWWW - Rechtspositie-Adviesbureau,
Pijlkruid 7, 4102 KE Culemborg Tel. (0345) 531 324

Lidmaatschap

Het lidmaatschap van de NVWW is inclusief Euclides.
De contributie per verenigingsjaar bedraagt

met ingang van 1 augustus 2018

- leden: € 87,50

- leden, maar dan zonder Euclides: € 55,00

- studentleden (tot 27 jaar): € 40,00

- gepensioneerde leden € 45,00

- leden van de VVWL of het KWG: € 65,00 Hieronder staan de verwachte verschijningsdata en de bijbehorende
Bijdrage WwF (jaarlijks): € 2,50 deadlines vermeld voor het inzenden van mededelingen en van de
Nieuwe leden dienen zich op te geven bij de ledenadministratie. eindversies van geaccepteerde bijdragen; zie daarvoor ook

Opzeggingen moeten plaatsvinden véor 1 juli. vakbladeuclides.n

Betaling binnen 30 dagen na factuurdatum.

Abonnementen Euclides niet-leden JAARGANG 94
Abonnementen gelden steeds vanaf nr. 1 van de lopende jaargang
Personen (niet-leden van de NVvW): € 70,00

Instituten en scholen: € 150,00

Losse nummers zijn op aanvraag leverbaar: € 20,00

Betaling binnen 30 dagen na factuurdatum.

verwachte verschijningsdatum deadline
19 maart 2019 7 januari 2019

7 mei 2019 4 maart 2019
25 juni 2019 29 april 2019
Advertenties en bijsluiters

De Kleuver bedrijfscommunicatie

Kerkewijk 63, 3901 EC Veenendaal, Tel. (0318) 555 075
E-mail: secretariaat@dekleuver.nl

46 EUCLIDES 94 | 4



CASIO.

Vertrouwde functionaliteit,
betrouwbaar en intuitief te gebruiken

De Casio fx-CG50 heeft een moderne vormgeving,
beschikt over een kleurendisplay met hoge resolutie

en is voorzien van een makkelijk te gebruiken geEe
examenstand. Naast de vertrouwde toepassingen e —

kunt u uw grafische rekenmachine nu ook gebruiken 5 ) W=TE i” =
met een extra functionaliteit: programmeren in ; ECONE L ﬁ Tﬁ?
Python. Hiervoor hoeft u uw Casio fx-CG50 alleen te ; - - 5 @

updaten naar OS versie 3.20. U vindt de update BYMIOGNS Geometry  PicturePlot 30 Graph

5 = L] o]
edu.casio.com. ﬁASlU < @ BTy ]
| Conversion  Physium  ProbSim

Prob Sim

Programmeer in Python met

Trace 200m  V-Window
@ ee6

PRGM
SHIFT| | OPTN | | VARS

de Casio fx-CG50

Aotk v

EIER GGD.py 001/007

Hef (a,b):
b

else:
return GGD(b,r)

FILE JHSVYM]SYMBOL] CHAR IFCEN I 3 = Aguu

SHELL Initialized x
>from GGD import x
>GGD (288, 135)
>
>

GGD (80, 27)

N N O N N |
ARV YA Y,

0|
[

N CHAR

Bestel direct uw docentenexemplaar voor maar € 39,50*
Stuur een e-mail naar educatie@casio.nl. Vermeld in de e-mail uw naam, de naam en het adres
van uw school, het schooltype en uw mobiele telefoonnummer.

* Inclusief btw en verzending



MODERNE
WISKUNDE

Noordhoff Uitgevers

Ontdek Moderne Wiskunde
12e editie vmbo en
havo/vwo onderbouw

Heldere structuur: één les per paragraaf.
- Eenvoudig differentiéren door

de drie verschillende leerroutes.

Een digitale, adaptieve omgeving:

incl. oefentoetsen met studie-advies

op maat.

Vraag uw gratis proefpakket aan op
modernewiskunde.noordhoff.nl

" \e\“ '
RN

ledereen leert



