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ledereen heeft recht op minstens twee
professionele idolen. In mijn geval zijn dat
Henk van der Kooij en Martin Kindt. Henk,
omdat ik van hem heb geleerd dat als je

de kleurplaat omdraait er niet ééns lijntjes
zijn... En omdat hij mij uitnodigde op het
Freudenthal Instituut om eens te brain-
stormen over een project in het middelbaar
technisch onderwijs, zodat ik ineens ging
samenwerken met mensen die ik tot dan toe
alleen maar kende als auteur van artikelen
in onder andere dit tijdschrift. Zo ook
Martin Kindt, met wie Henk en ik urenlang
van gedachten wisselden over onze ontwik-
kelde materialen. Op 27 januari jl vierden
we zijn tachtigste verjaardag tijdens een
symposium. Daar spraken mede-Martin-
bewonderaars als Jan de Lange, Aad
Goddijn, Wim Kremers, Paul Drijvers, Luc
van den Broeck, Ferdinand Verhulst, Marian
Kollenveld en David Webb. Het sleutel-
woord in al deze verhalen was de bewonde-
ring voor de enorme creativiteit van Martin,
van het overal wiskunde zien en de gave
hebben om deze wiskunde te vertalen naar
toegankelijke materialen voor leerlingen,
docenten en ieder ander die wiskunde een
warm hart toedraagt. We zijn dan ook heel
blij dat Martin nog steeds bijdragen levert
voor Euclides, zoals het openingsartikel *
Uit het boek van Fibonacci’ in dit nummer
en het artikel ‘Pythagoras in meerdere
dimensies’ in het volgende nummer. En u
vraagt zich natuurlijk af waar de recensie
van het boek Een variabele constante

blijft. Ter ere van Martin gaan we daar
drie artikelen aan wijden, geschreven door
bewonderaars, allemaal te verschijnen in
het komend jaar. Ere wie ere toekomt!

Tom Goris



UIT HET BOEK VAN FIBONACCH

Bij Fibonacci hoort een beroemde getallenrij. Maar Fibonacci heeft slechts een
beginstuk van zijn rij beschouwd. namelijk als uitkomst van één van de talloze
sommen uit zijn werk Liber Abaci, het zogeheten konijnenprobleem. In dit artikel
bespreekt Martin Kindt twee andere opgaven uit zin boek: sommen die prima

zouden kunnen passen in de huidige lespraktik.

figuur 1 Fibonacci
(1180 - 1250)

Liber Abaci

In 1202 verscheen in ltalié een opzienbarend boek. De
22-jarige auteur was Leonardo da Pisa alias Fibonacci
(afkorting van filio Bonacci). Vader Bonacci had een
politieke rol in de republiek van Pisa, kreeg de leiding
over een handelscompagnie en vestigde zich uit dien
hoofde geruime tijd in de Algerijnse havenstad Béjaia aan
de Middellandse Zee. Hij nam zijn zoon Leonardo mee
met het idee dat dit voor hem wel een leerzame ervaring
zou zijn. En dat was het! Want zoonlief maakte kennis
met de Hindoe-Arabische cijfers en de rekenwijze met het
tientallig stelsel. Terug in Pisa schreef hij een dik boek,
waarin hij niet alleen het ‘moderne rekenen’ uitlegt, maar
ook talloze vraagstukken bespreekt die wij nu herkennen
als algebra en/of meetkunde. Dit boek, getiteld Liber
Abaci, wordt door historici bestempeld als het eerste
boek in Europa waarin het rekenen op schrift, dus zonder
telraam of abacus, wordt behandeld met de cijfers zoals
die nu al enige eeuwen overal in de wereld worden
gehanteerd.

De eerste regel van het eerste hoofdstuk van Liber Abaci
bevat het rijtje van de negen figure indorum: 9, 8, 7, 6, 5,
4, 3, 2, 1. Met deze negen ‘Indische figuren’ en het teken
0, door de Arabieren zephir genoemd (de herkomst van
ons woord ‘cijfer’) kan elk getal worden genoteerd, aldus
Fibonacci. Hij legt dan uit hoe het positiestelsel werkt
en geeft aan het eind van de eerste paragraaf een aantal
voorbeelden van transcripties van Romeins genoteerde
getallen naar het nieuwe systeem.

Veelzeggende voorbeelden zijn: MCCXXXIII = 1234 en
MMMMCCCXXI = 4321. En dan zijn er voorbeelden

Martin Kindt

waarin de rol van de nul tot uiting komt, de lezer kan ze
zelf verzinnen. Via optel- en vermenigvuldigingstafels
wordt het ‘cijferend rekenen’ omstandig uitgelegd. Tot

en met het zevende hoofdstuk kun je spreken van een
leergang cijferen. Het vervolg van het boek is een ware
schatkamer van allerlei problemen met uitgebreide oplos-
singen, waaruit blijkt dat de toch jonge Fibonacci uitste-
kend op de hoogte was van het wiskundige werk van
beroemdheden als Euclides, Diophantos en Al Khwarizmi.

Bij de konijnen af

Het bekendste probleem uit Liber Abaci is zeker het
probleem, waarbij gevraagd wordt het aantal konijnen-
paren te berekenen in een ommuurde tuin als gegeven

is dat elk vruchtbaar paar iedere maand één nieuw
(gemengd) paar voortbrengt, en elk pasgeboren paar (in
de figuur groen) na één maand geslachtsrijp is. Beginnend
met één rijp paar (rood), zijn er na één jaar 377 paren in
de tuin, mits er geen konijnen voortijdig dood gaan, en
dat is dan de uitkomst van de som uit het boek.

N ~l« % QL 3

figuur 2 Konijnenparen

Dit vraagstuk heeft later aanleiding gegeven tot het
bestuderen van wat nu de rij van Fibonacci heet en
waarbij elke term de som is van zijn twee voorgangers.
Merk op dat de twee kleuren pijltjes in het plaatje ook
elk de Fibonacci-rij opleveren. Fibonacci stopte bij 377,
maar juist de oneindig voortgezette rij bleek een rijke
bron van wiskunde. De Franse Nederlander Albert Girard
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(1595 - 1632) schijnt de eerste te zijn geweest die de
oneindige rij van Fibonacci heeft gedefinieerd via recursie.
Verrassenderwijs duiken de Fibonacci-getallen op een
aantal plaatsen in de natuur op. Bekende voorbeelden zijn
de ‘spiralen op de schil van een ananas’ en de ‘stamboom
van een mannetjesbij’. En er is zelfs een salontafel die de
naam Fibonacci draagt (figuur 3), waarvan het ontwerp is
geinspireerd op figuur 4. Door nieuwe vierkanten (zijde
13, 21, ... ) aan de figuur te plakken krijg je rechthoeken
waarvan de verhouding tussen lengte en breedte steeds
beter het quldensnedegetal ofwel % + %\5 benadert.

figuur 3 Fibonacci-tafel

8

(&)

&)

figuur 4

Dertig vogels
Terug naar Liber Abaci. De hoofdstukken 8 tot en met 11
bevatten ‘koopmansproblemen’. Onder de vele sommen is
er een met de titel ‘Over een man die dertig vogels in drie
soorten voor 30 dinari koopt'. Het vraagstuk luidt dan als
volgt:
Een man koopt 30 vogels: patrijzen, duiven en mussen.
Een patrijs kost 3 dinari, een duif 2 dinari en een mus
% dinari. Hij kocht voor 30 dinari. Hoeveel vogels kocht
hij van elke soort?
Van der Waerden zegt dat dit probleem, met andere
getallen, al is te vinden in oude Chinese, Indische
en Arabische teksten.? Ook hier blijkt dat Fibonacci
wiskundig belezen was. Een voor ons natuurlijke aanpak
is: ‘maak er eerst algebra van'. Met p, d en m voor
achtereenvolgens de aantallen patrijzen, duiven en
mussen, komt er:
p+d+m=30
3p + 2d + 7am = 30

FEBRUARI 2017

De tweede vergelijking is equivalent met

bp + 4d + m =60
Het verschil met de eerste vergelijking maakt nu:

5p + 3d =30

Oneindig veel oplossingen?
Nee, want p en d staan voor natuurlijke getallen. Omdat
30 en 3d deelbaar zijn door 3, moet 5p en dus p, dat ook
zijn. Net zo begrijp ik dat d een 5-voud moet zijn. Zo
kan ik stellen: p = 3k en d = 5n (met k en n natuurlijke
getallen). Uit:

5-3k+ 3-5n=30
volgt:

k+n=2

Aangenomen dat van elk van de vogelsoorten er ten
minste één exemplaar wordt gekocht, levert dit op
k = n = 1. Resultaat: de aankoop bedraagt 3 patrijzen,
5 duiven en 30 — 8 = 22 mussen.

Dit is typisch een voorbeeld van het opstellen van een
algebraisch model naar het oude ideaal van Descartes."
Heb je eenmaal een stelsel van vergelijkingen, dan moet
je wel even de context laten voor wat die is. Want om 30
vogels af te trekken van 60 dinari, zoals bij de tweede
stap is gebeurd, dat lijkt toch idioot. Als leraar hoop je
dan dat er leerlingen zijn die niet achteloos over deze
drempel heenstappen, zodat er in de klas een ‘discours
over de methode’ kan plaatsvinden!

Er is ook een semi-meetkundige aanpak. Vervang het
drietal p, d, m door x, y, z. De vergelijkingen van het
stelsel kunnen nu worden voorgesteld door vlakken in een
Oxyz-stelsel, zie figuur 5.

(3,5, 22)

(0,10, 20)

figuur 5

De mogelijke oplossingen zijn te vinden als punten op het
stuk van de snijlijn in het eerste octant. Via x = 0 en

y = 0, worden de punten (6, 0, 24) en (0, 10, 20) op de
snijlijn gevonden. Precies in het midden daartussen ligt
een punt met drie gehele codrdinaten en dat geeft mij de
oplossing.



Hoe lost Fibonacci zijn som op? Hij merkt eerst op dat de

gemiddelde prijs per vogel 1 dinaro is. Dan beschouwt hij

twee mengsels M, en M..
1 patrijs, 4 mussen (M)
1 duif, 2 mussen (M)

M bevat nu 5 vogels voor 5 dinari terwijl M, 3 vogels

voor 3 dinari bevat. Fibonacci neemt nu 3 keer M, en

5 keer M, met als resultaat 30 vogels voor 30 dinari.

Zo komt hij dan aan 22 mussen, 3 patrijzen en 5 duiven.

Zijn tekst is voor mij enigszins cryptisch en ik heb hier

alleen de kern van zijn aanpak verwoord.

Twee vogels

Verderop in het boek is een ander, eveneens klassiek
probleem te vinden.

Twee torens staan 50 m uit elkaar en zijn respectieve-
lijk 30 en 40 m hoog. Tussen de beide torens staat een
fontein. Twee vogels vertrekken op hetzelfde moment
van de top van beide torens en vliegen naar de fontein.
Ze vliegen even snel en komen tegelijkertijd aan bij de
fontein. Op welke afstand ligt de fontein van die twee
torens?

figuur 6

Dit probleem kan worden opgelost met hulp van de
stelling van Pythagoras en een snufje algebra.
Stel x = de afstand van de fontein tot de 30 m-toren en
y = de afstand van fontein tot de andere toren. Dan volgt
uit de stelling van Pythagoras:

302 + x* = 40° + ¢
Dus: x* — y* = 700, ofwel

(x+ y)x—y) = 700
Via x + y = 50 komt er nu x — y = 14, wat eenvoudig
voert naar x = 32 en y = 18. De fontein ligt dus op
32 meter van de lage toren.
Fibonacci pakte het anders aan. Hij construeerde de
plaats van de fontein via de middelloodlijn van de
verbinding van de beide toppen, zie figuur 7. Vervolgens
gebruikte hij evenredigheden. Vertaald in de nu gangbare
wiskundetaal komt dit neer op: noem de afstand van de
fontein tot het punt op de grond, precies midden tussen
de torens u. Uit de gelijkvormigheid van de
grijze driehoeken, zie figuur 7, volgt:

50:10=35:u

Dus u =7 en de afstand van de fontein tot de lage
toren is 25 + 7 = 32.

25
40
figuur 7 \
25 7F

Generalisatie baart oefening
Dit historische vraagstuk zou je als zodanig in de klas
kunnen presenteren. Een nuttige exercitie in algebra krijg
je dan als de getallen 30, 40 en 50 achtereenvolgens
worden vervangen door a, b en ¢. De eerste oplossing leidt
tot: 22
X—y = b = a
Gecombineerd met x + y = ¢ komt er nu:
b%— a*+c?

X=T e eny=

a?2_ b%+ ¢?
2c

De meetkundige oplossing moet natuurlijk voeren naar
dezelfde expressie. Even checken. De gelijkvormigheid van
de driehoeken leidt tot:

c__a+b
b—a 2u
en dus tot:
2 2
y=bi-a
2c
En er komt dan weer:
2 2 2 2, 2
1 b —a b°—a“+c
= —=C + =
X=3 2c 2c

Twee gelijkwaardige wegen die naar Pisa leiden, is dat
niet goede algebra voor school?

Noten

[1] Ontwerp Nautabene Design, Bergeijk.

[2] Waerden, B.K. van der (1985). A History of Algebra
(from al-Khwarizmi to Emmy Noether). Berlijn: Springer.

[3] Als beschreven in zijn Discours de la Méthode (1637).

[4] Ik realiseer me dat het gebruik van een Oxyz-stelsel
nu wel een blinde vlek zal zijn voor de meeste
leerlingen. Dat was vdor 1998, op het vwo althans,
wel anders. Denk aan lineair programmeren
(wiskunde A) en ruimtemeetkunde (wiskunde B).
Een mens zou er nostalgisch van worden.

Over de auteur

Martin Kindt was leraar, docent lerarenopleiding, leer-
planontwikkelaar en onderzoeker. Ook na zijn pensioen is
hij nog actief medewerker van het Freudenthal Instituut.
E-mailadres: M.Kindt@uu.nl
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STATISTICAL LITERACY ... HOE DAN?

Marianne van Dijke-Droogers
Paul Drijvers
Jos Tolboom

ONDERZOEKEND EN NIEUWSGIERIG OMGAAN MET

DATA LIJKT ESSENTIEEL

Het statistiekonderwijs is in ontwikkeling. Een veelgenoemd begrip hierbij is statistical
literacy. Het interpreteren van statistische gegevens is voor iedere wereldburger, nu en
In de toekomst, van groot belang. Maar hoe zorgen we ervoor dat leerlingen dit ontwikke-
len? Onderzoekend en nieuwsgierig omgaan met data lijkt essentieel. Marianne van Dijke.
Paul Drijvers en Jos Tolboorn beschrijven een onderzoeksproject, waarin gedifferenti-
eerde onlingtaken gecombineerd worden met onderzoeksactiviteiten in de les.

Onderzoek

In dit project gingen we op zoek naar een aanpak om de
statistical literacy van leerlingen in de onderbouw van
havo en vwo te vergroten en daarbij rekening te houden
met verschillen tussen leerlingen. We hebben ervoor
gekozen om gedifferentieerde onlinetaken aan te bieden
binnen de Digitale Wiskunde Omgeving (DWO) van

het Freudenthal Instituut? Parallel hieraan werkten de
leerlingen in de lessen aan allerlei onderzoeksactiviteiten
waarbij ze met de hand en met behulp van TinkerPlots
data verwerkten’ Het onderzoek werd uitgevoerd in een
2 vwo-klas van de Csg Prins Maurits te Middelharnis.

Statistical literacy

Statistical literacy gaat over het interpreteren van en
redeneren met statistische informatie") Volgens Anne

van Streun en Carel van de Giessen zou dit statistisch
redeneren met datasets vanaf de onderbouw onderdeel
moeten zijn van een vernieuwd statistiekprogramma.”
Overigens is dit vernieuwde wiskunde A-programma, en
met name de praktische invulling hiervan, op veel scholen
in de bovenbouw nog steeds een hot item. Momenteel
draait statistiek in de onderbouw vooral om het maken en
lezen van statistische weergaven en het berekenen van
centrum- en spreidingsmaten. Statistisch onderzoek en
het gebruik van ict komen nauwelijks voor in de huidige
aanpak, terwijl hier juist een gedegen statistische basis
gelegd zou moeten worden, te meer omdat leerlingen

met wiskunde B in de tweede fase geen statistiek meer
krijgen.

Niveaudifferentiatie en RTTI

Bij het ontwerpen van onderwijs is het goed om rekening
te houden met verschillen tussen leerlingen in intelli-
gentie, motivatie en prestatie. Dat kan door niveaudiffe-
rentiatie. Hierbij kan het RTTI-model gebruikt worden om

FEBRUARI 2017

het niveau van de leerlingen in kaart te brengen. Steeds
meer middelbare scholen en methodeschrijvers maken
gebruik van dit model. Het is gebaseerd op vier cognitieve
leerniveaus: reproductie (R), toepassen in bekende situa-
ties (T1), toepassen in nieuwe situaties (T2) en inzicht (1).
Per leerniveau kan door middel van toetsen inzichtelijk
gemaakt worden hoe de leerling op elk niveau scoort. Op
basis van RTTl-toetsscores kunnen leerlingen worden
geclusterd in niveaugroepen waarna passend onderwijs
kan worden aangeboden.” In termen van het RTTI-model
heeft statistical literacy vooral betrekking op leerniveau
T2 en .

DW0-materiaal als huiswerk

Om te redeneren met statistische informatie is enige
procedurele kennis essentieel. De procedurele vaardig-
heden, zoals het berekenen van statistische maten,
werden in dit project via huiswerktaken binnen de

DWO aangeboden. De opdrachten in een DWO-module
omvatten verschillende RTTI-leerniveaus. De
DWO-huiswerkmodules bestonden uit twee leerroutes: het
basisniveau en het gevorderde niveau. Op basis van zijn
of haar RTTI-prestaties van het afgelopen schooljaar werd
elke leerling in een van de twee routes ingedeeld.
Tijdens dit project werkten de leerlingen gemiddeld meer
dan een half uur na elke les thuis aan een DWO-module.
In het beginstadium hadden ze extra tijd nodig voor
kennismaking met het materiaal; geleidelijk aan nam deze
tijdsinvestering af. Bovendien gaven leerlingen aan, met
name de gevorderden, dat ze zorgvuldig hun weqg door een
module kozen door bekende problemen over te slaan. De
leerlingen scoorden op de DWO-modules gemiddeld ruim
70%. Deze scores daalden in de loop van het leertraject
toen de opgaven moeilijker werden. Bovendien kan de
weloverwogen keuze om opgaven over te slaan deze trend
hebben versterkt.



2.6 Oefenen

In 2014 gaven ruim 400.000 mensen van 15 jaar en ouder
aan weleens gepestte zijn op internet.
Hieronder zie je de verdeling naar leeflijd.

Slachtoffers cyberpesten naar leeftijd, 2014 (CBS)

W 15-18 jaar
H 18-21 jaar
m 21-25 jaar
| 25-35 jaar
W 45-65 jaar

H 65 en ouder

a. Is dit een cirkeldiagram met absolute of relatieve

waarden? 4

b. Bereken de sectorhoek voor de leeftijdscategorie 18-21

jaarin hele graden. graden.

¢. Hoeveel slachtoffers zijn tussen de 15-25 jaar?

mensen

e. Volgens het CBS krijgt ruim 11% van de jongeren

tussen de 15-18 jaar te maken krijgt met cyberpesten. Dat
zijn ongeveer 150000 jongeren. Schat op basis hiervan de
totale hoeveelheid jongeren tussen de 15-18 jaarin 2014.

Kies |+

figuur 1 Opdracht uit de module ‘Cirkeldiagrammen’. Opgave a,
b, en c hieruit horen bij niveau T1 en opgave e is op I-niveau

Onderzoek tijdens de lessen

Tijdens de acht lessen van zestig minuten gingen
leerlingen aan de slag met diverse onderzoeksactivi-
teiten. De leerlingen werkten hierbij in groepjes van drie
a vier leerlingen met vergelijkbaar niveau. De onder-
zoeksactiviteiten waren gebaseerd op de vier fasen van
de statistische onderzoekscyclus.®l De leerlingen analy-
seerden hun gegevens handmatig en met behulp van de
software TinkerPlots”) Door eenvoudigweq te 'klikken en
slepen’ konden ze data razendsnel op allerlei manieren
weergeven.

In de beginfase bestonden de uitwerkingen van de
leerlingen hoofdzakelijk uit korte antwoorden met een

berekening van het gemiddelde. De visuele representaties
beperkten zich tot staaf- en cirkeldiagrammen. Gedurende
het project veranderde de houding van de leerlingen

ten opzichte van de datasets. Van gegevens die je nodig
hebt om een vraag te beantwoorden, werd een dataset
een informatiebron die allerlei nieuwe onderzoeksvragen
oproept. De datasets maakten de leerlingen nieuwsgierig
en enthousiast. Van deze klassikale bijeenkomsten heb ik
als docent het meest genoten en geleerd.

Bij de eindopdracht mochten de leerlingen kiezen uit
diverse datasets in TinkerPlots. Ze formuleerden hierbij
zelf een vraag met deelvragen om te onderzoeken. De
leerlinguitwerkingen in deze eindopdracht bevatten
gedetailleerde beschrijvingen en rijke visualisaties

met een grote diversiteit aan grafieken. De gevorderde
leerlingen scoorden bij deze eindopdracht, met name op
I-niveau, aanzienlijk hoger dan de basisleerlingen.

Onderzoeksvraag: Welke kleursamenstelling heeft een
mini-zakje M&GM’s?

1. Noteer drie deelvragen die aansluiten bij de onder-
zoeksvraag.

2. Verzamel data uit de klas.

3. Orden de data die je nodig hebt om de deelvragen
te beantwoorden.

4. Geef kort en bondig antwoord op de drie deelvragen
en onderbouw je conclusie met minimaal twee grafi-
sche representaties.

Uitwerking

We hebben hier een staafdiagram g kt van de gemiddeldes van de kleuren.
We hebben dus bijvoorbeeld geel = 88 : 25 = 3,52 gedaan

1
4.5
4
36
3
25
2
1.5 4
14
0.5 <
L]

3,68 .

3,52
3,52
3,92
4,12
3,52

Kleur

figuur 2 Onderzoeksopdracht en leerlinguitwerking uit les 1
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Toets

Aan het einde van het project werd een toets afgenomen.
We hebben gekozen voor een RTTI-toets zodat de resul-
taten enigszins vergeleken konden worden met eerder
behaalde toetsresultaten. In tabel 1 staat ‘Pre gem.” voor
de gemiddelde score op negen voorgaande RTTI- toetsen
voor wiskunde. De RTTI post-test (‘Post’) toont de score
op de statistiektoets.

Op basis van de in tabel 1 gepresenteerde pretestscore
was de verwachting dat leerlingen op de onderdelen T2
en |, de onderdelen die betrekking hebben op statistical
literacy, bij de posttest gemiddeld 55% zouden scoren. De
leerlingen scoorden hier echter 9% hoger, namelijk 64%.
Dit suggereert dat de leerlingen in dit project een grotere
vooruitgang hebben geboekt dan verwacht werd op basis
van eerder behaalde resultaten. Het verschil in vooruit-
gang tussen basisniveau (12%) en gevorderde niveau (4%)

tabel 1 RTTl-scores voor en na het project

kan veroorzaakt zijn door het ‘plafondeffect’ of misschien
gaven de gebruikte toetsopgaven in de RTTI statistiek-
toets te weinig ruimte aan begaafde leerlingen.

Tot slot

Tijdens dit project zijn de leerlingen onderzoekend en
nieuwsgierig aan de slag gegaan met dataverwerking.
Hoewel nog wat speculatief, suggereren de resultaten dat
de lessenserie, met gedifferentieerd procedureel huiswerk
en onderzoeksopdrachten in de les, heeft geleid tot verho-
ging van statistical literacy"” Zowel de basis- als de
gevorderde leerlingen vertoonden sterke vooruitgang. Dit
was voor de basisleerlingen met name zichtbaar bij de
toets en voor de gevorderden bij de afsluitende onder-
zoeksopdracht. We hopen vooral dat dit artikel ter inspi-
ratie kan dienen voor docenten die willen experimenteren
met onlinetaken en onderzoeksactiviteiten in de les.

Hele klas (n= 25) Basisniveau (n=16) Gevorderde (n=9)
Pre gem. Post Pre gem. Post Pre gem. Post
Score op R and T1 in procenten (sd) 79 (16) 85 (10) 79 (13) 85 (10) 80 (20) 86 (10)
Score op T2 and | in procenten (sd) 55 (18) 64 (21) 47 (16) 59 (24) 69 (10) 73 (12)
(Vervolg vraag 4....) Hindernisbaan meisjes 12 15 16 19 30
Op de sportdag van klas
2 is een hindernisparcours ) ) _
. . . Hindernisbaan jongens
uitgezet. Hieronder zie je 10 12 14 18 25
twee boxplots met daarin | |
de tijden die de leerlingen |
nodig hadden voor dit 5 ; 75 rr 35 % 5
parcours. In totaal hebben Tijd in minuten
28 leerlingen dit parcours
afgelegd, 16 jongens en
12 meisjes. ™, nd_g,« dn

Qola Luar, So 7. L. d.

%w\d aa "szn
figuur 3 Leerlingmateriaal bij een I-vraag uit de statistiektoets
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Naar aanleiding van een dataset in TinkerPLots over
de Olympische Spelen voerde een groepje de volgende
discussie: ‘Hier zie je wel heel duidelijk hoe de
eindtijden ontwikkelen. Maar waarom zit hier een knik
in de grafiek?.... Als deze trend doorzet gaan we deze

figuur 4 Levendige discussies tijdens de onderzoeksactiviteiten

Deelvraag: Hebben jongens of meisjes een grotere
voetlengte en hoeveel dan gemiddeld meer?

New Zealand Students

Female

g 4 "l e e

h wll
o ® I. "a g =

r

14 16 18 20 22 24 26 28 20
FootLenght (cm)

Gender

32 34 36

Zoals u kunt zien hebben jongens grotere voeten dan
meiden. Bij jongens ligt het gemiddelde op 23,5 cm en
bij meiden 22,5 cm. Dit houdt in dat meiden ongeveer
schoenmaat 35 hebben en de jongens 37, jongens hebben
dus gemiddeld 2 maten groter dan meiden en gemiddeld
1 cm langere voeten. We hadden al wel verwacht dat
jongens grotere voeten zouden hebben, wel valt het ons
op dat de kleinst gemeten voet van een jongen is en de
grootst gemeten voet van een meisje. (uitwerking basis

groep)

Deelvraag: Heeft de werkervaring (hoeveel jaar je al
hebt gewerkt) invloed op het uurloon?

De grafische representatie hiernaast geeft de hoeveelheid
werkervaring vergeleken met het uurloon weer. Dit hebben
we gedaan door middel van 8 categorieén te maken met
als minimum 0 jaar werkervaring en als maximum 55 jaar
werkervaring. Ook is er een blauwe lijn te zien die het
gemiddelde per categorie aangeeft....

figuur 5 Leerlinguitwerkingen afsluitende onderzoeksopdracht

10

zomer opnieuw records verbreken... Dit staafdiagram

is echt niet duidelijk. We willen juist zichtbaar maken

wat het verschil is tussen mannen en vrouwen, en hier
hebben we nog geen duidelijk beeld. Probeer eens een
cirkeldiagram...

e
@ d &
Se &
e @ @ -]
° . Dw
@ o % -} -]
] g | 00 | %
- & o .:B;’
UV~ W’% i S
O 7o
of8 T g
o % @o % =5 46087
o | @y % o
o
207 834 41 4248 4948

Expariance (years)

..In deze grafische representatie zien wij dat de hoeveel-
heid mensen erg verschilt per cateqgorie. De meeste
mensen hebben namelijk minder dan 20 jaar werkervaring.
Maar omdat de aantallen erg verdeeld zijn moeten we
vooral kijken naar de gemiddelden. Deze geven een heel
opvallend resultaat. We zien namelijk dat de mensen uit
de eerste categorie gemiddeld een stuk minder verdienen
dan de mensen uit de daarop volgende categorie, die al
langer hebben gewerkt. Deze lijn blijft stijgen tot aan

de categorie van 28 t/m 34 jaar werkervaring. Hier is
namelijk een omkeer punt en gaat de lijn opeens dalen.
Conclusie: Wij concluderen dat je werkervaring zeker
invloed heeft op je uurloon dit is duidelijk te zien aan de
stijgende blauwe Lijn. Dit vinden wij ook vrij logisch want
als je meer werkervaring hebt kan je ook meer presteren
dus ga je ook meer verdienen. Maar wat we minder
logisch vinden is dat de lijn zo rond de 33 jaar werkerva-
ring opeens gaat dalen. Hier hebben wij geen verklaring
voor, want wij dachten juist dat hoe ouder de mensen
worden hoe meer geld ze automatisch gaan verdienen.
(Uitwerking gevorderde groep)
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Noten

[1] Dit onderzoeksproject werd mede mogelijk gemaakt
door het Nationaal Regieorgaan Onderwijsonderzoek
(NRO) onder projectnummer 636.000.045

[2] Voor meer informatie over de DWO, zie www.dwo.nl/en

[3] Voor meer informatie over TinkerPlots zie www.
TinkerPlots.com

[4] Gal, I. (2002). Adults’ statistical literacy, meanings,
components, responsibility. International Statistical
Review, 70(1), 1-51.

[5] Streun, A. van, & Giessen, C. van de (2007). Een
vernieuwd statistiekprogramma: Deel 1. Euclides,
82(5), 176-179.

[6] Drost, M., & Verra, P. (2015). Handboek RTTI.
Bodegraven: Docentplus.nl.

[7] Berben, M., & Teeseling, M. (2014). Differentiéren is
te leren. Amersfoort: CPS.

[8] Franklin, C., Kader, G., Mewborn, D. S., Moreno, .,
Peck, R, Perry, M., en Scheaffer, R.

(2007). Guidelines for Assessment and Instruction in
Statistics Education (GAISE) Report: A

Pre-K-12 Curriculum Framework. Alexandria,

VA: American Statistical Association.

WORTELS VAN DE WISKUNDE

5 DE DRIEROEK VAN PASCAL

Desiree van den Bogaart

In de rubriek Wortels van de Wiskunde bespreken
Desiree van den Bogaart en Jeanine Dagms, geinspi-

reerd door het door hen vertaalde gelijknamige boek. de

mogelijkheden om primaire bronnen te gebruiken in de
klas. Deze keer: de driehoek van Pascal.

De meeste wiskundedocenten zullen wel weten dat

de stelling van Pythagoras al lang bekend was bij de
Babyloniérs en Eqgyptenaren, ver voordat de beroemde
Griek geboren werd. En ook tijdens zijn leven schijnt
Pythagoras zelf weinig op te hebben gehad met het
bewijzen van deze stelling. De driehoek van Pascal is
ook zo'n stukje wiskunde dat een naam draagt van een
grote Europese denker, terwijl hij feitelijk al eeuwen
eerder bekend was in Oosterse culturen. Figuur 1 laat de
driehoek van Blaise Pascal zelf zien, het is een fragment
uit zijn werk Traité du triangle arithmétique uit 1665.

De vorm van de driehoek wijkt af van hoe je die tegen-
woordig tegenkomt in lesboeken. Figuur 2 komt uit Getal
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[9] Konold, C., Harradine, A., & Kazak, S. (2007).
Understanding distributions by modelling them.
International Journal of Computers for Mathematical
Learning, 12(3), 217-230.

[10] Leraren die het ontwikkelde materiaal willen zien of
zelf proberen kunnen een en ander downloaden vanaf
http:/lwww.uu.nl/staffM/SvanDijkeDroogers.
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De driehoek van Pascal: elk getal is de
som van de twee getallen erboven

figuur 3
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& Ruimte. Daarin ligt de nadruk op de eigenschappen
symmetrie en de som van een rij. Figuur 3 komt uit
Wortels van de wiskunde, met de vermelding dat elk
getal de som is van de twee getallen erboven. Hier duikt
de driehoek van Pascal op in een sectie over Arabische
wiskunde. Daarover straks meer.

NTEE

figuur 4

Oosterse wiskunde

In figuur 4 herkennen we aan de vorm direct dat we te
maken hebben met de driehoek van Pascal, ook al zijn

de gebruikte tekens ons op het eerste gezicht volslagen
onbekend. Deze combinatie van herkenning en verwon-
dering geeft aanleiding voor mooie wiskundige vragen en
interessante denkactiviteiten. Het is een Chinese versie
van de driehoek van Pascal, uit ongeveer de elfde eeuw. U
kunt dit plaatje laten zien aan leerlingen die de driehoek
van Pascal al kennen en daarmee het Chinese getal-
stelsel laten ontcijferen. Andersom kunt u ook de driehoek
ontdekken als u een eenvoudige aanname doet over de
betekenis van een enkel streepje. (Deze activiteit is al
haalbaar met leerlingen uit groep 6, is mijn ervaring. De
klasgenoten van mijn oudste zoon vragen regelmatig of ik
nog een keer zo'n leuke les wil komen geven.)

Maar de bron waar we nu echt naar willen kijken, ziet

u in figuur 5. Gun uzelf (en straks ook uw leerlingen) de
kans om eerst eens rustig naar deze afbeelding te kijken,
zonder verder te lezen wie de auteur is, wat de datering is
en de context. Noteer minimaal vijf dingen die u opvallen.
Deze afbeelding laat een pagina zien uit het werk van
Ahmad al-Ab’dari ibn Mun'im, een Marokkaanse wiskun-
dige (en arts) die leefde in Marrakech rond het jaar 1200.
Het eerste dat opvalt, is dat er een combinatie staat van
Arabische tekst en symbolen die iedereen herkent als
‘onze’ eigen getallen. Daarmee draaien we eigenlijk de
geschiedenis om, want wij hebben onze getallen overge-
nomen van de Arabieren, die ze op hun beurt weer van
Indiase geleerden hebben overgenomen. (Meer hierover
vindt u in Wortels van de wiskunde.) Verder constateren
we dat de cijfers 4 en 5 nog een andere vorm hebben dan
tegenwoordig. Dat is eenvoudig te zien op de een-na-
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figuur 5

onderste rij. Ook dit draagt bij aan het leren van de
herkomst van onze symbolen. Ze zijn gaandewegq veran-
derd totdat ze hun definitieve vorm kregen.

Kwastjes met verschillende kleuren

Ibn Mun'im beschrijft hier een probleem waarbij er
kwastjes worden samengesteld van verschillende kleuren
zijde. In Amerika zijn dit gebruikelijke voorwerpen: bij
diploma-uitreikingen worden er speciale kwastjes (tassels)
gemaakt voor aan de baretten van de leerlingen, in de
kleuren van de school en met het jaar van de uitreiking
erop. Ibn Mun'im heeft dit echter niet beschreven vanwege
de bruikbaarheid in het dagelijks leven rond 1200; het
ging hem om het onderzoeken van manieren om het aantal

Far a tassel of 10 colors 1 1
For a tassel of 9 colors 1 9 10
For a tassel of 8 colors 1 8 36 |45
For a tassel of 7 colors 1 7 28 |84 | 120
For a tassel of 6 colors 1 6 21 |56 (126 | 210

1 5 15 |35 (70 | 126 252
4 10 |20 |35 |56 |84 | 210

tassel of 3 colors | 1 3 6 10 |15 |21 |28 (36 |120
4

2 colors 1 2 3 5 6 7 8 9 45
1

color

For a tassel of 5 colors

For a tassel of 4 colors 1

1 |1 1 1 1 1 1 1 1 1 10

EIng [Using  [using  |using |using  using |using  |using |using  |using | total
upto [upto fupto jupto fupto Jupto |upto |upto |upto [upto | no of
color 1jcolor 2 fcolor 3 fcolor 4 |color 5 |eolor 6 |color 7 |color 8 |color 9 [color 10] tassels

figuur 6
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mogelijke combinaties te berekenen. Uiteindelijk paste hij
de verkregen wiskundekennis toe op het onderwerp taal:
hij wilde weten hoeveel woorden er mogelijk waren in zijn
taal, gebruikmakend van alle letters uit het (Arabische)
alfabet. Ibn Mun'im heeft in figuur 5 een tabel gemaakt
waarmee hij kan uitrekenen hoeveel verschillende kwastjes
er mogelijk zijn bij tien kleuren zijde. Figuur 6 is een
Engelse vertaling ervan door Randy K. Schwartz, om het
wat makkelijker te maken. We zien nu ook duidelijk dat de
laatste kolom afwijkt van wat we gewend zijn. Dit is niet
zoals die in de (gekantelde) driehoek van Pascal staat, of
toch? De laatste kolom lijkt een positie te zijn verschoven.
Alle getallen staan een rij lager. Is dat een fout?

Als je naar de een-na-bovenste rij kijkt, zie je 1 | 9| 10.
Er geldt 1 + 9 = 10. Een rij later staat 1 | 8 | 36 | 45.
Ook hier geldt: 1 + 8 + 36 = 45. En dat lukt op alle
rijen naar beneden ook. Er is dus, door de verschuiving
van de achterste kolom, een nieuw patroon ontstaan:

het laatste getal is de som van alle voorgaande getallen
in die rij. Blijkbaar is dit geen fout, maar een bewuste
weergave, waarbij gebruik wordt gemaakt van deze
opteleigenschap. Deze eigenschap is ook zichtbaar in de
driehoek van Pascal, maar daar ontstaat een rij met een
knik erin, omdat de achterste kolom op de ‘juiste’ plaats
staat. Zie figuur 7. Dit patroon wordt daarom ook wel het
hockeysticklemma of het kerstsoklemma genoemd. Deze

)
0=
90!

S
205
o6
6
2035
2058
2050
2059

figuur 7

schrijfwijze van Ibn Mun'im laat zien dat om te berekenen
hoeveel kwastjes van vier kleuren er te maken zijn bij

een keuze uit tien kleuren, je het antwoord vindt door bij
elkaar op te tellen hoeveel kwastjes van drie kleuren er
te maken zijn van respectievelijk 3, 4,5, 6,7, 8,9 en 10
kleuren. In onze moderne notatie:

10 3V (A O\ (6\. (7). (8). (9
(4)=GJC)GF G- 6)-6)

Je kunt dit beter begrijpen, door de tien kleuren zijde op
een rijtje te leggen. Laten we ze even nummeren van

1 t/m 10. We willen een kwastje van vier kleuren maken.
Laten we zeggen dat kleur 4 de kleur met het hoogste
nummer is die in ieder geval gebruikt wordt in het kwastje.
Dan moeten de drie kleuren met een lager nummer ook
allemaal gekozen worden, dat kan op (% manieren.

Als kleur 5 de kleur met het hoogste nummer is die in
ieder geval gebruikt wordt, dan moeten er van de lagere
nummers kleuren in ieder geval nog drie gekozen worden,
dus dat zijn ;1 manieren, enzovoorts tot en met g :
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Zie ook figuur 8 ter illustratie. Als we al deze gevallen bij

elkaar optellen, hebben we daarmee alle mogelijkheden
10).
4

om vier kleuren uit tien te kiezen, oftewel

figuur 8

Toepassing in de les

Voor de onderbouw is het begrijpen van bovenstaande
natuurlijk geen haalbaar leerdoel. Maar het is hopelijk
wel duidelijk geworden dat de tabel van Ibn Mun'im een
rijke bron is, die uit zichzelf allerlei vragen oproept bij
leerlingen en handreikingen biedt aan de docent om met
de klas op zoek te gaan naar patronen. U bepaalt zelf wat
voor uw groep passende leerdoelen zijn. Probeer daarbij
ook eens af te stappen van wat er in het boek wordt
behandeld. Het werken met deze bron kan op elk niveau
een interessante wiskundige denkactiviteit opleveren, die
bovendien uitnodigt tot gesprekken over wiskunde als
menselijke activiteit, die culturen verbindt. In de boven-
bouw is deze bron zeer geschikt om het onderwerp combi-
natoriek mee te introduceren. Eventueel komt u er na een
aantal lessen op terug, als de driehoek van Pascal en
combinaties bekend zijn, om te kijken of het hockeystic-
klemma kan worden ontdekt en begrepen.

Jeanine Daems en ik hebben over deze Arabische
oerversie van de driehoek van Pascal een workshop
gegeven op de meest recente studiedag van de NVWW in
november 2016. Over de Chinese getallendriehoek (en
andere primaire bronnen) gaven we in 2014 een workshop
bij het NUwiskundecongres van Noordhoff. Het materiaal
is opvraagbaar bij ons.
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UITDAGENDE PROBLEMEN

Jacques Jansen

DE ENE LEMNISCAAT IS DE ANDERE NIET, DEEL Il

In het eerste deel van dit artikel, in de vorige Euclides, stond de lemniscaat van
Bernouilli centraal. In 2015 stond er een lemniscaat van Gerono in een eindexamen-
opgave vwo. Jacques Jansen vond het tijd voor een vergelijkend warenonderzoek.

Gaat u door het lint of raakt u ergens in verstrikt? Door

het lint bent u misschien al gegaan bij de lemniscaat van

Bernoulli in Euclides 4, zie figuur 1. De examenlemnis-

caat, zie de opgave in figuur 2, doet meer denken aan een

strik.

"N\

figuur 1 De lemniscaat
uit Euclides 92(4)

Lemniscaat

Punt P beweegt volgens de bewegingsvergelijkingen:

{x(f‘)=cosf

& met 0<f<2n
y(t)=sinf -cost

In figuur 1 is de baan van P getekend. Deze baan wordt lemniscaat
genoemd.

figuur 1

-1

Tijdens de beweging passeert punt P vier keer de lijn met vergelijking
=1
y= i

4p 14 Bereken exact voor welke waarden van ¢ dit het geval is.

De snelheid van P op tijdstip ¢ is gelijk aan (x'(1))* +(/(1))*.

P gaat twee keer door de oorsprong (), beide keren met even grote
snelheid.
ep 15 Bereken exact deze snelheid.

Een vergelijking van de baan van Pis: y* =x*(1-x%).
3 16 Bewijs dit

figuur 2 Examen vwo B 2015 tweede tijdvak

14

figuur 3 Lint en strik samen

De examenlemniscaat is een speciale lissajousfiguur.

Ze werd grondig bestudeerd door de Franse wiskundige
Camille-Christophe Gerono (1799-1891). Nog even het
geheugen opfrissen. Een lissajousfiguur is een combinatie
van twee harmonische bewegingen in twee richtingen
onder een rechte hoek. De bijbehorende parametervoor-
stelling is van de vorm:

{x(t) = a-cos(t)
y(t) = a-sin(t)-cos(t) met 0<t<2mn

met a een reéel getal. Bij het examen is voor a de waarde
1 gekozen en dat levert een lemniscaat op van breedte 2.
De vraag is: hoe construeer je die examenlemniscaat?

Constructie van de lemniscaat van Gerono

We beperken ons tot de examenlemniscaat, dus met a =

1. We tekenen in GeoGebra een eenheidscirkel ¢ met de

oorsprong O als middelpunt. We nemen een willekeurig

punt P op de cirkel. Vervolgens:

— Teken een lijn [ door punt P, loodrecht op de X-as.
Noem het snijpunt van lijn [ met de X-as Q.

— Teken een lijn door Q die loodrecht staat op lijn PO.
Het snijpunt noemen we R.

— Teken een cirkel met Q als middelpunt en de lengte
van QR als straal. De snijpunten van deze cirkel met
lijn [ noemen we A en B.

— Zet het spoor aan in punt A en laat punt P de cirkel
doorlopen.

Het resultaat ziet u in figuur 4.
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figuur 4

Maar hoe bewijs je nu dat dit spoor dezelfde baan is als
die van de examenopgave? Het ligt voor de hand om te
proberen de coordinaten te vinden van punt A.

Bewijs

Het variabele punt P duiden we aan met het getallenpaar
(cos(t), sin(f)). Dan hoort bij punt Q het getallenpaar
(cos(1), 0). Bekijk dan de rechthoekige driehoek POQ.

Er geldt:
OR x PO = PQ x 0Q.
AQ=QR=EﬂQH93ﬂ=OﬂamyH

Hieruit leiden we het getallenpaar van punt A af:
(cos(t), 0,5sin(21)). En daarmee herkennen we de
parametervoorstelling uit het examen van 2015.

Vergelijken van lemniscaten Bernoulli en Gerono
Het is toch interessant om de examenlemniscaat (type
Gerono) te vergelijken met een geschikt exemplaar van
de familie Bernoulli: (¥* + ¢?)* = 2¢°(¥* — y?). Maar wat
is geschikt? We kiezen voor een exemplaar waarvan

het symmetriepunt ook samenvalt met de oorsprong en
waarvan de breedte ook 2 is. Dat betekent dat punt (1, 0)

figuur 5

op die Bernoulli-lemniscaat moet liggen. We vullen de
coordinaten in de vergelijking (x* + ¢°)* = 2d%(x* — ¢?) in, zie
Euclides 4, en vinden 2¢ = 1 en dus a = V2. Dat geeft
de vergelijking (¥ + ¢?)* = (¥ - ¢?). Zie de twee soorten
lemniscaten in figuur 5. De blauwe lemniscaat geven we aan
met BL (Bernouilli-lemniscaat) en de rode met GL (Gerono-
lemniscaat). We vinden dat deze twee lemniscaten met
breedte 2 passen in een rechthoek van 1 bij 2.

Raaklijnen in de oorsprong

We kijken bij de GL naar de hellingen van de raaklijnen in
de oorsprong. Voor de oorsprong zijn er twee verschillende
t-waarden.

dy _ cos(2t) cos(m) -1

voor t = 0,57 - =— =—=1en
dx —sin(t) -sin(0,5m) -1

voor t = 1,5m: dy = COS_(Zt) = c?s(3n) ===
dx —sin(t) —sin(15m) 1

In tabel 1 ziet u ook de parametervoorstelling van de BL.
Controleert u dit maar met de vergelijking
0+ ) = (¥ - ).

Gerono (examen) Bernoulli
Cartesiaanse vergelijking g = x(1-x) K+ y)r=x-v¢
_ cos(t)
Parametervoorstelling {X(t) - C?S(t) 1.+sm2(t)
y(t) = sin(t)-cos(t) met 0<t<2mn _ sin(f)-cos(t) met 0<t<2m
1+sin’(t)

Polaire vergelijking
Grafieken met raaklijnen

in O. De raaklijnen hebben
helling 1 of -1

afleiding volgt nog: r* = cos(2¢)

figuur ba

Oppervlakte ?

tabel 1

FEBRUARI 2017

figuur bb

?

15



U ziet dat de parametervoorstellingen overeenkomsten
vertonen. Bij BL en GL kunnen we ook opmerken dat
y(1) = sin() - x(1). Hiermee kunnen we 66k de hellingen
uitrekenen in de oorsprong bij GL en BL. Immers voor
beide lemniscaten geldt:

dy _y'(t) _ cos(t)-x(t)
dx  x'(t) X'(t)

Dat geeft bij invulling van t = 0,57 en t = 1,57 achter-
eenvolgens 1 en -1. x(f) moet wel voor die waarden
ongelijk zijn aan nul. Gaat u maar na! De conclusie is dus
dat beide lemniscaten dezelfde raaklijnen hebben in de
oorsprong. In de tabel op pagina 15 ziet u de gegevens
tot nu toe. Een voor de hand liggende vraag is: Wat is het
oppervlakteverschil van de binnengebieden van de beide
lemniscaten?

cos(t)-x(t)+sin(t)-x() _

x'(t)

+sin(t)

Opperviakte Gerono-lemniscaat
1 1
Opp(Gerono) = 4-Jydx = 4-Isin(t)cos(t)dcos(t)=

057
4- [ —sird(t)-cos(t)dt = 4- [ sirf (t} cos(t)dt=
057

. 0.57
4-[%-5Ln3‘(t)]0 =4

Natuurlijk kan het ook met het gegeven van vraag 16 in
het examen: ¢ = x*(1 - X%).
Voor het eerste kwadrant geldt: iy = x7/1-x? . Deze

functie heeft als primitieve: y = —%(1—)(2)%. De totale

oppervlakte van de lemniscaat is 4-[—%(1—)(2)%]; = %.
Oppervlakte Bernoulli-lemniscaat

De vergelijking luidt: (x* + ¢?)? = (¥* — ¢?). Dat is niet zo
leuk, we kunnen y niet in x uitdrukken. We kunnen wel
gaan werken met poolcodrdinaten: punt (x, y) vervangen
we door (r, ¢) waarbij r de voerstraal is en ¢ de hoek van
de voerstraal met positieve deel van de X-as.

De vergelijking (x* + ¢%)? = (¥ — y?) drukken we uit in
poolcodrdinaten waarbij (x, y) = (rcos(d), rsin(d)).

Dat geeft: () = rPcos?(d) — r'sin(d) ofwel: » = cos(2¢).
Voor de totale oppervlakte geldt nu (zie zo nodig het
intermezzo):

0,257 0,257
Opp(Bernoulli) = 4-3 [ ridé=2 [ cos(2¢)dd =
0 0
0257t
2{0,5sin 24))] =2-3=1

Intermezzo

In een assenstelsel is een kromme afgebeeld met daarop
de punten A, B, G, Den E. ZEOC = ¢, ZAOC = o en
/BOC = . Poolcodrdinaten van punt E: (r, ¢). Als Ad
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heel klein wordt — we noteren d¢ - en dus nul nadert, dan
is de oppervlakte van vlakdeel DOE ongeveer gelijk aan

éi nr? = 1r2A¢ . Opp(viakdeel BOA) = j 2do
Zie figuur 7
do,
¢
B
figuur 7 y & C
\

Het verschil tussen de oppervlakten van beide lemniscaten
4 1

s z—1=3.
3 3

U kunt verder de volgende beweringen controleren:

— Toppen Cen D van LG hebben dezelfde x-codrdinaat
als £, van LB.

—  x-codrdinaten van de toppen boven en onder de X-as
komen niet met elkaar overeen.

We kunnen ook de lengtes van beide lemniscaten, wederom

met behulp van poolcodrdinaten, met elkaar vergelijken.

Een uitdaging? Misschien stuit u op integralen die niet

exact te berekenen zijn.

Tot slot

Als u nog niet lemniscaatmoe bent: er zijn nog verschil-
lende andere manieren om lemniscaten te construeren. En
dat kan weer mooi met behulp van GeoGebra.
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KLEINTJE DIDACTIEK

HAAKJES WEGWERKEN IN EXPRESSIES
MET LETTERS

Lonneke Boels

Haakjes wegwerken in expressies met letters is

een lastig onderwerp voor leerlingen. In de meeste
methoden wordt dit in klas 1 van havo en vwo voor het
eerst behandeld. Een deel van deze leerlingen zijn dan
eigenlijk nog niet toe aan dit abstractieniveau, aldus
recent hersenonderzoek en bijvoorbeeld de leerpsy-
chologen Bruner en Piaget. In sommige methoden
wordt hieraan tegemoetgekomen door voorafgaand

aan het abstracte niveau van kale letteropgaven een
schema of model aan te bieden. Een veelgebruikt
model bij haakjes wegwerken is het oppervlaktemodel.
De Wageningse Methode (WM) biedt dit model in

de eerste klas aan in hoofdstuk 3, Getal & Ruimte in
hoofdstuk 8 en Mathplus in hoofdstuk 11.

Het voordeel van dit soort modellen is dat het de
regels voor het wegwerken van haakjes inzichtelijk
maakt. De Wageningse Methode laat leerlingen deze
methode zelf ontdekken (geleide herontdekking) terwijl
Getal & Ruimte en Mathplus de methode direct geven:
zo moet het. Uiteraard kent het oppervlaktemodel zijn
beperkingen, bijvoorbeeld bij het gebruik van negatieve
getallen.

a Neem de onderstaande twee berekeningen over en vul ze in.

1© manier: lengte - breedte
lengte rechthoek
breedte rechthoek

opperviakte rechthoek

2% manier: donkere deel + lichte deel

opperviakte donkere deel
oppervlakte lichte deel

opperviakte rechthoek

Wie vastloopt in zijn uitleg of merkt dat leerlingen dit
onderwerp niet goed onder de knie krijgen (of vergeten
zijn) raad ik aan om een kijkje te nemen op de website
van de Wageningse Methode of Math4all. Het digitale
materiaal is gratis online beschikbaar en met name de
aanpak van de Wageningse Methode leent zich goed
voor een klassengesprek. Bijvoorbeeld het model uit
figuur 1. Wat hierbij opvalt, is dat er eerst nog met een
combinatie van letters en getallen wordt gewerkt voordat
alle zijden letters krijgen. Zo blijft het model in eerste
instantie nog dicht bij een voor leerlingen herkenbare
oppervlakte.

Een rechthoek is verdeeld in een donker en een
licht deel. De breedte van het donkere deel is
niet bekend; die noemen we a. We gaan de
oppervlakte van de rechthoek op twee manieren
schrijven.

2

figuur 1 Oppervlaktemodel voor het wegwerken van
haakjes (WM, hoofdstuk 3)

Meer lezen: http:/[www.
wageningse-methode.nl/ en
https:/lwww.math4all.nl/

Lonneke Boels

Je hebt nu de opperviakte op twee manieren berkend. De twee uitkomsten zijn

dus gelijk.

b Welke gelijkheid vind je nu?

Je kunt bovenstaande gelijkheid controleren door enkele getallen in te vullen.

C Controleer de gelijkheid voor a = 7 en voor a = 100.
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figuur 2 Opgave bij de
rechthoek van figuur 1
(WM, hoofdstuk 3)
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PISA 2015

In december 2016 werden de resultaten van PISA-2015 gepubliceerd. Nederland
daalt op wereldranglijst onderwijs maar scoort op wiskunde kopte de webeditie van
de Volkskrant Maar wat betekent dat precies? Ger Limpens en Ruud Stolwik houden

de PISA-resultaten tegen het licht.

Wat is PISA?

PISA is een acroniem dat staat voor Programme for
International Student Assessment. Het is een onderzoek
dat eens in de drie jaar wordt uitgevoerd in de landen die
het samenwerkingsverband OESO, de Organisatie voor
Economische Samenwerking en Ontwikkeling, vormen.
Op dit moment zijn 35 landen lid van de OESO. Behalve
deze OESO-landen nemen ook andere landen deel aan
dit onderzoek. Deze andere landen heten in PISA-jargon
‘partnerlanden’. Het aantal partnerlanden neemt in

de loop der jaren overigens gestaag toe - tijdens de
PISA-meting in 2015 waren het er 36.

Het onderzoek gaat over de kwaliteit van het onderwijs
door toetsvragen aan vijftienjarigen voor te leggen op

het gebied van leesvaardigheid, natuurwetenschappen en
wiskunde. Men probeert met deze toetsen na te gaan hoe
leerlingen uit de deelnemende landen scoren ten opzichte
van elkaar binnen elk van deze disciplines. Daarnaast laat
PISA zien hoe de leerlingresultaten van elk deelnemend
land zich in de loop der jaren ontwikkelen.

Het PISA-onderzoek wordt sinds 2000 elke drie jaar
uitgevoerd. Bij elke PISA-afname is afwisselend een van
de drie leergebieden ‘hoofdonderwerp’. In het startjaar
2000 was leesvaardigheid hoofdonderwerp, in 2003 was
dat wiskunde en in 2006 natuurwetenschappen, waarna
in 2009, 2012 en 2015 weer achtereenvolgens leesvaar-
digheid, wiskunde en natuurwetenschappen volgden.
Wiskunde zal dus in 2021 weer hoofdonderwerp zijn.

Wie voert PISA uit?

Het PISA-onderzoek wordt in opdracht van de OESO
uitgevoerd door een consortium dat bestaat uit organisa-
ties uit verschillende landen. Dit consortium opereert op
dit moment onder leiding van ETS, een toetsbedrijf uit de
Verenigde Staten, en maakt, conform de richtlijnen van de
Governing Board van PISA (de aansturende vertegenwoor-
digers vanuit de OESO) toetsen op de voornoemde leerge-
bieden en tevens vragenlijsten die betrekking hebben op
het onderwijsproces. In elk van de deelnemende landen
wordt verder een organisatie of instituut (door de overheid
van het betreffende land) aangewezen om de uitvoering
van het onderzoek in dat land te codrdineren. In 2015 (en
ook in de eerdere afleveringen van PISA) was Cito die
organisatie in Nederland. In 2018, het volgende PISA-jaar,
zal dit de Universiteit van Twente zijn.
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Ger Limpens
Ruud Stolwijk

Hoe werkt PISA?

Volgens vastgestelde (en later ook door het consortium
gecontroleerde) richtlijnen wordt door de coordinerende
landelijke organisatie in elk land een aantal scholen
benaderd waarvan vijftienjarige leerlingen uitgenodigd
worden om deel te nemen aan dit onderzoek. Als in een
land het aantal scholen of de afspiegeling van de diver-
siteit van scholen niet aan de minimumeisen van de
richtlijnen voldoet, wordt het betreffende land niet in de
rapportage meegenomen. Dat overkwam in 2015 bijvoor-
beeld Kazachstan en Argentinié. In 2000 werd Nederland
overigens evenmin in de ranglijsten opgenomen vanwege
het niet voldoen aan die richtlijnen.

De deelnemende leerlingen krijgen toetsvragen over de
drie leergebieden en een enquéte voorgelegd. Die toets-
vragen zijn door het consortium ontwikkeld en goedge-
keurd door een groep van vakinhoudelijke deskundigen,
afkomstig uit verschillende OESO-landen. Ook zijn deze
opgaven voorgelegd aan vertegenwoordigers van alle
OESO-landen om na te gaan of de opgaven geschikt zijn
voor gebruik in elk van deze landen. Het streven is om
de vragen zodanig samen te stellen dat er niet zozeer
gebruikgemaakt wordt van specifieke kennis uit het curri-
culum dat per land verschillend is, maar van vaardig-
heden die in elk land nagestreefd worden. Zo zal in een
PISA-toets voor wiskunde niet de vraag gesteld worden
om de formule van een lineaire functie op te stellen als
abstracte intra-mathematische entiteit, maar wel zal
gevraagd kunnen worden een gegeven formule van een
lineair verband binnen een bepaalde context te interpre-
teren.

Om de vergelijking door de jaren heen mogelijk te maken,
wordt er bij elke PISA-afname gebruikgemaakt van
zogeheten ankeropgaven. Die ankeropgaven worden bij
elke afname ingezet om op die wijze inzicht te krijgen in
het verloop van het niveau van de gemeten vaardigheid in
de tijd. Dat is overigens ook meteen de reden waarom na
afloop niet alle PISA-items openbaar gemaakt worden:
als de ankeropgaven bekend zijn, laten ze weliswaar zien
wat PISA pretendeert te meten, maar dan zijn ze voor

de toekomst onbruikbaar om als meetlat te functioneren.
Het gebruik van deze ankeropgaven en het gebruik van
een (voor wiskunde in 2003) gezette standaard maakt
het mogelijk om de vaardigheid van alle deelnemende
landen in een leergebied door de jaren heen op een en
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dezelfde schaal te brengen. Die schaal is in het eerste
jaar dat wiskunde hoofdonderwerp was, vastgesteld door
de gemiddelde gemeten vaardigheid van de OESO-landen
in 2003 vast te zetten op een arbitrair getal, zijnde

500, en de schaalbreedte te definiéren in de toentertijd
geconstateerde standaarddeviatie: de standaarddevi-

atie in 2003 van de OESO-landen is op deze schaal als
100 vastgesteld. De schalen van leesvaardigheid en van
natuurwetenschappen zijn op eenzelfde manier in 2000
respectievelijk 2006 gedefinieerd. Op deze wijze is dus

af te lezen hoe de landen zich ten opzichte van elkaar
verhouden maar ook hoe een land zich ten opzichte van
zichzelf ontwikkelt. Dit laatste in tegenstelling tot een
ander internationaal onderzoek, TIMSS. Bij TIMSS is die
internationale vergelijking wel mogelijk maar de verge-
lijking van een land met zichzelf in de loop van de tijd

is daar niet aan de orde, omdat de ijking bij TIMSS per
afnamejaar plaatsvindt (ook op een schaal met een gemid-
delde van 500 en met
een standaarddeviatie
van 100 overigens).
Verder past in het boven-
staande wel een kantte-
kening te maken bij het
recente PISA-onderzoek.
Hoewel ook bij
PISA-2015 weer gebruikgemaakt is van de bovenvermelde
ankeropgaven, dient te worden opgemerkt dat de toetsen
bij deze editie voor de eerste keer via de computer
werden afgenomen. Dat betekent ook dat de omstandig-
heden waaronder leerlingen deze ankeritems maakten
niet identiek waren aan eerdere jaren. Hoewel een studie,
die eveneens onder auspicién van de OESO heeft plaats-
gevonden, erop lijkt te wijzen dat er als gevolg van de
wisseling in aanbiedingswijze geen verschil in vaardigheid
gemeten wordt, is deze wisseling in afnameomstandig-
heden niet onomstreden. Vervolgonderzoek lijkt dan ook
absoluut nodig om vast te stellen of de vergelijkbaarheid
van de PISA-metingen door de jaren heen overeind zal
kunnen blijven.

Wat is het belang van PISA?

Het belang van PISA ligt in de dubbele meettechniek.
Het is absoluut zinvol om je als land te vergelijken met
andere landen en daar lessen uit te trekken. Zo is, als
direct gevolg van het PISA-onderzoek, het wiskunde-
onderwijs in Duitsland sinds 2003 fors op de schop
genomen: de Duitse onderwijsautoriteiten waren zeker
niet blij met de relatief lage positie die Duitsland in
2003 op de internationale PISA-ranglijst innam. Na de
confronterende uitslag van 2003 is er stevig nagedacht
over de wijze waarop wiskunde onderwezen werd en dat
heeft geleid tot een andere aanpak die nu, ruim tien
jaar later, wel degelijk vruchten lijkt af te werpen. Ook
de vergelijking van een land met zichzelf door de jaren
heen kan uiterst vruchtbaar zijn. Op het moment dat de
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NEDERLAND TELT RELATIEF WEINIG
LEERLINGEN “AAN DE ONDERKANT™ EN
RELATIEF VEEL “AAN DE BOVENKANT

score van een land in de loop van de jaren verandert, kun
je onderzoeken wat de oorzaak van die verandering is
geweest en vervolgens of je tevreden bent met die veran-
dering. Daarmee is niet gezegd dat een dalende score per
definitie zou moeten leiden tot een beleidsverandering:
een dalende score die veroorzaakt wordt door een bewust
ingezet veranderd onderwijsbeleid kan heel goed verde-
digd worden door dat andere onderwijsbeleid principieel
te verdedigen. Maar die meetlat geeft een land wel de
gelegenheid om deze meting uit te voeren: zonder meetlat
zou een verandering veel lastiger zijn vast te stellen.

Hoe scoort Nederland in PISA?

Zowel in het nationale PISA-2015-rapport!", als in

de samenvatting daarvan Resultaten PISA-2015 in
vogelvlucht ¥ gesteld wordt, kan men de belangrijkste
conclusies van PISA-2015 als goed nieuws en als slecht
nieuws presenteren. In het internationale gezelschap is
Nederland nog steeds
een goede (sub)topper.
De samenvatting van het
rapport citerend: ‘Binnen
Europa staan we voor
natuurwetenschappen
zesde (na Estland,
Finland, Slovenié,
Verenigd Koninkrijk en Duitsland), voor leesvaardigheid
zevende (na Finland, lerland, Estland, Duitsland, Polen
en Slovenié) en voor wiskunde zelfs tweede (na Estland).
‘Het slechte nieuws is dat het gemiddelde niveau van
natuurwetenschappen, leesvaardigheid en wiskunde in de
OESO-landen gedaald is en dat het niveau in Nederland
nog iets sterker lijkt te dalen dan elders.

In dit artikel beperken we ons tot wiskunde. Of beter,

om in PISA-termen te blijven, wiskundige geletterd-
heid. Want daar gaat het bij PISA om. In het PISA 2015
Mathematics Framework?® wordt dat begrip gedefinieerd
als het vermogen van een individu om wiskunde te formu-
leren, te gebruiken en te interpreteren in een reeks van

MNL- 198 240 23

OESO- 226 248

EU- 231 253

.< niv 1 .ni\- 1 niv 2 niv 3 niv 4 ‘ni\a 5 .ni\r 6
figuur 1 Verdeling vaardigheidsniveaus naar land voor
wiskundige geletterdheid

contexten. In het nationale PISA-2015-verslag worden zes
vaardigheidsniveaus voor wiskundige geletterdheid onder-
scheiden. Deze niveaus zijn op basis van het PISA-2003-
onderzoek geformuleerd en ook gekoppeld aan de in 2003
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gedefinieerde PISA-schaal voor wiskunde. In figuur 1 zien
we deze zes niveaus voor Nederland, de OESO als geheel
en de EU weergegeven in percentages.

Hier is te zien dat Nederland er nog steeds in slaagt

om relatief veel leerlingen op een redelijk basisniveau te
krijgen, ervan uitgaand dat niveau 4 (zie het nationale
PISA-2012-verslag)* een vaardigheidsniveau is dat een
mondige en betrokken burger zou moeten hebben. Verder
is te zien dat Nederland in vergelijking met de diverse
buitenlanden relatief weinig leerlingen ‘aan de onder-
kant’ (niveau 1 en daaronder) telt, en relatief veel ‘aan de
bovenkant’ (niveau 5 en 6).

In figuur 2 is die verdeling van de vaardigheidsniveaus
weergegeven binnen de verschillende opleidingstypes.

YW |2 12 36 37 13
havo I 8 32 41 16 I
vmbo gl/tl . 3‘

vmbo kb [ 6 4

vinbo bb

vmbo 2

.< niv 1 .niv 1 niv 2 niv 3

niv 4 .ni\r 5 .niv 6

figuur 2 Verdeling van de vaardigheidsniveaus naar
opleidingstype

Figuur 2 is in wezen een bevestiging van het selectie-
vermogen van het Nederlands onderwijsbestel. Het is
goed te zien dat we met ons gelaagde onderwijssysteem
de leerlingen zo weten te ordenen dat dat grotendeels
in lijn is met de bij PISA gemeten wiskundige vaardig-
heid. Overigens is het
misschien wel alarme-
rend dat in 2015 de
overgrote meerderheid
van leerlingen binnen
het vmbo en het praktijk-
onderwijs (pro) niet aan
vaardigheidsniveau 4
voldoet.

In figuur 3 is echter iets te zien dat zonder twijfel reden
tot nadenken geeft. Hier is het slechte nieuws, hierboven
geciteerd uit de samenvatting van het rapport, in beeld
gebracht. De vaardigheid van de Nederlandse leerling is
in de loop der jaren gestaag gedaald. Dat dat ook voor
de OESO-leerling geldt, is zeker waar, maar dat maakt
de eerste constatering nog niet minder alarmerend. Naar
redenen voor deze daling zal nader onderzoek gedaan
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DE VAARDIGHEID VAN DE NEDERLANDSE
LEERLING IS IN'DE LOOP DER JAREN
GESTAAG GEDAALD.

540-

gemiddelde

520-

480-

2003 2006 2009 2012 2015
|aar

-e- Nederland -+ oeso

figuur 3 Ontwikkeling van de wiskundige vaardigheid sinds
2003

moeten worden om er met enige vorm van zekerheid
iets over te kunnen zeggen. Wat hierbij de rol is van de
toegenomen aandacht voor algebraische vaardigheden
(die in ieder geval in de onderbouw van havo en vwo de
afgelopen jaren aan de orde is) kan daarbij wellicht een
interessant aspect zijn.

Wat vinden we van de Nederlandse PISA-score?
Zoals eerder betoogd, is het van belang de vaardigheid
van leerlingen in een specifiek land in kaart te brengen
door ze zowel te vergelijken met leerlingen in andere
landen als met Nederlandse leerlingen in voorgaande
jaren. Als je als beleidsbepalers nadenkt over de
toekomstperspectieven
van je land, dan is het
wijs dat je weet waar het
Nederlandse onderwijs
staat en welke kant het
op gaat. Dat is per slot
van rekening precies de
reden dat we meedoen
aan een internationaal onderzoek als PISA (en aan
andere internationale onderzoeken naar de kwaliteit van
het onderwijs). Als je van mening bent dat een dergelijk
onderzoek niet die zaken meet die je relevant vindt (en
dergelijke berichten waren er onlangs wel hier en daar in
de pers te lezen) dan zou je de discussie moeten voeren
of je nog wel mee moet doen aan dergelijke onderzoeken.
Dat geld kun je dan beter in je zak houden. Maar een
dergelijk standpunt getuigt, als het gaat om PISA en de
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wiskundige geletterdheid, van heel weinig kennis van
zaken: juist die wiskundige geletterdheid is iets wat ons
in Nederland na aan het hart moet gaan. Het is een
opvatting over wiskunde die heel dicht in de buurt komt
van hetgeen we in Nederland al vele jaren lang op heel
veel plekken proberen vorm te geven: realistisch
wiskundeonderwijs of wiskunde-in-context als

wezenlijk onderdeel van het wiskundeonderwijs.

Zijn er verklaringen voor die score?

Ongetwijfeld zijn die er. Maar PISA is slechts een rappor-
tage, een medium waarmee metingen verricht kunnen
worden. PISA is niet het instrument waarmee ontwik-
kelingen verklaard kunnen worden. Daarvoor is secundair
onderzoek absoluut noodzakelijk. Overigens treft men in
het PISA-2015-verslag wel suggesties voor verklaringen
aan, maar die kunnen niet als de ultieme verklaringen
worden gezien.

Hoe verder. na PISA-2015?

Het PISA-2015-rapport werd op 6 december 2016 door
Sander Dekker, staatssecretaris voor Onderwijs, Cultuur
en Wetenschap aan de Tweede Kamer aangeboden.

In de bijbehorende aanbiedingsbrief ©l meldde Dekker
ook meteen dat hij naar aanleiding van dit rapport een
leerplankundige analyse gevraagd heeft van, onder
andere, wiskunde. Daarbij wordt dan, aldus Dekker,
‘gekeken naar het onderwijsaanbod en de mate waarin
dat aansluit bij wat PISA vraagt’. Een en ander met de
bedoeling om zowel de PISA-resultaten beter te kunnen
duiden, als uit te sluiten dat recente aanpassingen in ons
curriculum mogelijk oorzaak zijn van de dalende presta-
ties. Daar passen wel enkele kanttekeningen bij, want hoe
relevant is een leerplankund