Dit hoort bij het artikel ‘De ene Lemniscaat is de andere niet’ van Euclides 4 2017

Cissoide

Om deze kromme te kunnen maken heb je een vast punt O nodig en twee andere krommen.

Deze drie objecten worden steeds rood gekleurd. Vanuit vast punt O trek je een halflijn die
de krommen achtereenvolgens snijdt in punt Q en punt P. Voor punt P van de cissoide moet
dan gelden: OP=0OR-0OQ. Zie figuur 1.

figuur 1

De cissoide van Diocles

De cissoide van Diocles is een bijzonder geval. De twee krommen zijn een cirkel en een
raaklijn aan die cirkel. Het vaste punt O ligt op de gegeven cirkel. Hier geldt ook: OP=0OR-
OQ . Zie figuur 2.

figuur 2



Deze constructie houdt een interessante toepassing in. Uit de Griekse oudheid stamt het
volgende verhaal:

Toen de Atheners in 430 voor Christus door een plaag bezocht werden raadpleegden ze het
orakel van de god Apollo in Delos, waar hun werd gezegd dat ze hun altaar, dat de vorm van
een kubus had, twee keer zo groot moesten maken. Terstond verdubbelden ze iedere ribbe, en
de plaag maakte nog meer slachtoffers.

Bron: David Wells Woordenboek van merkwaardige en interessante meetkunde. Uitgeverij Bert Bakker.

De Grieken hadden de lengte van een ribbe niet moeten verdubbelen maar in plaats daarvan
de lengte vergroten met de factor 3/2 . Maar hoe kom je aan een lijnstuk met lengte 322

Welnu, met deze cissoide kun je een lijnstuk construeren met een lengte 2.

In figuur 3 is in een assenstelsel een eenheidscirkel ¢ getekend met middelpunt A(O, 1) en
raakpunt B(0, 2). Verder zijn de lijnen met vergelijking y=1 en y=2getekend.

y=1

Figuur 3

Vanuit punt O wordt een willekeurige lijn getrokken die cirkel ¢ en lijn y=2
achtereenvolgens snijdt in de punten Q en R. Punt P ligt zodanig op OR dat geldt: OP=QR.
Een vergelijking van lijn OR is y =ax waarbij a variabel is. De snijpunten van de lijnen OP

en BP met de lijn y=1 zijn de punten U en L.



Het is gemakkelijk na te gaan dat de getallenparen van de punten R en U achtereenvolgens

zijn: (2,2) en (é,l).

De codrdinaten van punt Q zijn te vinden door het stelsel y2 , op te lossen.
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Gaat u maar dat geldt: P( ).

a(l+a?®) '1+a?
Merk op dat punt L op lijn BP ligt. Vergelijking van deze lijn is van de vorm y=mx+2.

M kunnen we uitdrukken in a met behulp van het getallenpaar van punt P: m=—-a®.

Vergelijking van lijn BP is y =—a®- x+2. Hier uit volgt dat x_ :is. We hadden al: x, =
a

Conclusie: AU =3/AL . We kunnen dus sowieso een lijnstuk construeren met lengte 2.

Nu dan de andere constructie van de lemniscaat van Bernoulli. De lemniscaat als bijzondere
cissoide.

Andere constructie

figuur 4 (ditis figuur 14 van het artikel in Euclides januari 2017)

We hebben dus nodig een vast punt O en twee krommen. De twee krommen zijn in dit geval
twee samenvallende cirkels die voldoen aan de genoemde eisen in het artikel. Het
spiegelbeeld van middelpunt M ten opzichte van O noemen we N. En voor u is de uitdaging



om aan te tonen dat EM x EN constant is. Die constante zal blijken te zijn: het kwadraat van

MO. En dat is een % .

Bewijs:

figuur 5

sin(@) _ sin(p)
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Bekijk AOMR. Zie figuur 5. Met behulp van de sinusregel zien we dat:

Hier uit volgt: sin(a) =~/2-sin(¢). We willen graag de codrdinaten van P berekenen:

P(OP-cos(¢p), OP -sin(¢p)) . Nu moeten we proberen OP uit te drukken in ¢ .

Merk op dat OP=QR. AQMR is gelijkbenig. Helft van QR is %cos(a). Dus QR =cos(«) .

OP =QR =cos(a) = \/1—Sin2(05) = \/1—2~Sin2((o) =,/cos(2¢) .
Tussentijdse oogst:  P(,/cos(2¢) -cos(p), 1/cos(2go) -sin(g)).

We gaan nu aantonen dat: PN -PM = % Of dat PN?-PM? :%

((Joos(29) 0059+ > 42" + (Joos(29) -sin(p)) (feos(20) -cos() ~ 2 2)" + (feo(2) - Gin(e))') = 52

Gebruik de regel: cos*(¢p)+sin’(p) =1 1l

(cos(2¢) + V2, /cos(Zgo) -CoS(p) + %) -(cos(2¢) — J2, [cos(2¢) -cos(¢) + %) = %?



cos’ (2¢) — 2¢os’(¢) - (cos(2¢) +cos(2¢) + % = %?

c08(20)(Cos(20) — 205 (¢9) +1) +% _ %? c0s(20)(0) +% _ %? En dat Klopt dus.



