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Hewet en toets

W. H. V. de Goede

De uitwerking van de doelstellingen van HEWET
heeft, zoals bekend, geleid tot opvattingen omtrent
het vak Wiskunde A die uiteenlopen van
‘Wiskunde A is toegepaste wiskunde en als zodanig
in zeker opzicht moeilijker dan Wiskunde B, want
door de contexten en open vraagstelling moet er
worden nagedacht!”

tot

‘Wiskunde A is geen wiskunde, typlsch een vak
voor kneusjes!’

Ten aanzien van het onderdeel Ruimtemeetkunde
in Wiskunde B was de HEWET-commissie wat
explicieter in haar doelstellingen en daarom, maar
vooral ook vanwege de zeer ver uiteenlopende me-
ningen over Wiskunde A is het wellicht interessant
om de eerste ‘echte’ examens in deze vakken eens
onder de loep te nemen.

Beginnen wij met Wiskunde A; om te kunnen ver-
wijzen noem ik voor het gemak de eerder vermelde
opvattingen respectievelijk I en II.

Opgave 1

Een boer heeft 22 ha bouwland.

Het komend jaar zullen hierop aardappelen, erwten en graan
geteeld worden.

De te verwachten opbrengst is 60 ton aardappelen per ha, 40 ton
erwten per ha, 50 ton graan per ha.

De te verwachten winst per ton is voor aardappelen f 70,—, voor
erwten f 75,~ en voor graan f 90,—.

a. De boer wil 6,5 ha voor aardappelteelt bestemmen, 7,1 ha voor

erwtenteelt en 8,4 ha voor graanbouw.
Bereken de winst die in totaal te verwachten is.

De oogsttijden voor de diverse gewassen vallen na elkaar. Elk
gewas moet in een periode van 5 dagen geoogst worden, waarbij
8 uren per dag wordt gewerkt.

Hierbij gelden de volgende voorwaarden:

gewas 0ogst- benodigd aantal beschikbaar
periode | arbeidsuren per ha | aantal oogsters
graan I 10 3
erwten I 5 2
aardappelen Il 12 2

. Is de keuze die de boer in opgave a. gedaan heeft onder deze

voorwaarden uitvoerbaar?
Licht het antwoord toe.

Stel dat x ha voor aardappelteelt bestemd wordt en y ha voor
erwtenteelt, terwijl de rest van het land wordt gebruikt voor
graanbouw.

- ¢. Geef de beperkende voorwaarden voor x en y.

Teken in een rechthoekig assenstelsel Oxy het gebied wadrm aan
de gestelde voorwaarden wordt voldaan.

. Bij welke waarden van x en y is de te verwachten winst maxi-

maal?
Bereken deze te verwachten winst.

. In welke periode hebben de oogsters in de situatie van onderdeel

d. nog arbeidsuren over voor andere activiteiten?
Bereken dit aantal arbeidsuren.

Een standaard LP-sommetje in de gebruikelijke
context (Opvatting 1I). Een door de CEVO goed
gekozen beginopgave van het examen; door de
verandering van volgorde in de tabel ten opzichte
van de tekst moet de kandidaat toch even u1tk1]ken
(Opvatting I).

Opgave 2

Ineen laboratorium onderzoekt men een aantal exemplaren van
een levend organisme. Elk exemplaar daarvan bevindt zich in
toestand A of in toestand B en elk van deze toestanden duurt
ongeveer vier uren, tenzij het exemplaar voortijdig dood gaat.
Bij een onderzoek van 175 exemplaren kwam men tot het
volgende resultaat:

Van de 99 exemplaren in toestand A waren er na vier uren 20
doodgegaan; de andere 79 waren overgegaan naar toestand B. .
Van de 76 exemplaren in toestand B waren er na vier uren geen
meer over; ze hadden wel 118 nakomelingen in toestand A
voortgebracht.

. Geef dit resultaat weer in een graaf en stel een twee bij twee

matrix M op voor een tijdseenheid van vier uren; geef hierbij de
elementen van M in twee decimalen nauwkeurig.

. Toon aan dat per acht uren de groeifactor in twee decimalen

nauwkeurig [,24 is.

Neem in het volgende aan dat per acht uren de groeifactor
precies 1,24 is.

Per acht uren is de verhouding tussen het aantal exemplaren in
toestand A en het aantal exemplaren in toestand B constant.
Indien deze verhouding ook per vier uren nagenoeg constant is,
spreekt men van een stabiele samenstelling.

. Men weet dat er sprake is van een stabiele samenstelling als men

uitgaat van een beginstadium met 84 exemplaren in de ene
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toestand en 116 exemplaren in de andere toestand.
Welk aantal exemplaren bevindt zich dan in toestand A?

Om experimenten met deze soort organismen te doen, wordt een
populatie aangehouden die bestaat uit 100 exemplaren in een
stabiele samenstelling. :
Elk etmaal stuurt men zoveel exemplaren voor experimenten
naar het laboratorium dat men er weer 100 over houdt voor
verdere kweek.

. Bereken het aantal exemplaren dat dan per etmaal voor onder-
zoek beschikbaar komt.

Een onderzoeker beschikt over een stabiele populatie van 60
exemplaren, maar hij heeft er 200 nodig. Omdat er niet meer
exemplaren beschikbaar zijn, besluit hij met zijn experiment te
wachten tot zijn populatie is uitgegroeid tot 200 exemplaren.

. Bereken het aantal uren dat hij hierop wachten moet (in gehele
uren nauwkeurig).

Bij deze opgave vind ik het al veel minder gemakke-
lijk opmerkingen te ventileren die zonder meer bij
de extreme opvattingen I en II passen. De CEVO
- heeft hier kennelijk geprobeerd een paar stan-
daardtopics uit het A-programma te combineren
en men kan zeggen dat zij daarin redelijk is ge-
slaagd. Maar de formulering van de opgave laat
beslist te wensen over. In de praktijk van de wis-
kundige consultatie is het ruwweg zo dat de toege-
past wiskundige met zijn klant het probleem nauw-
gezet doorspreekt. In interviews dwingt hij de klant
tot een precieze formulering van zijn vragen, een
precieze-omschrijving van zijn data en van de wijze
" waarop deze zijn verkregen, enzovoorts. Vervol-
gens wordt een en ander in een wiskundig model
gegoten, de modelveronderstellingen worden weer
in overleg met de klant gedaan en tenslotte wordter
over de oplossing nagedacht. Deze gang van zaken
zou in een Wiskunde A-probleem zo’n beetje moe-
ten worden geimiteerd en dan wordt het moeilijk
(Opvatting I).

Deze moeilijkheden blijken direct in de vraagstel-
ling. Tk moet een graaf tekenen die dit resultaat
weer geeft (welk resultaat?) en een twee bij twee
matrix opstellen (waarvan?), vervolgens is er spra-
ke van de groeifactor (waarvan?) enzovoorts.

Op deze manier wordt er veel te duidelijk geleund
op veronderstelde kennis van standaardtheorie ter-
wijl in het vervolg van de opgave een nieuw begrip
‘stabiele samenstelling’ een rol gaat spelen. Ten-
slotte ontaardt een en ander in wat gereken met
exponenten en logaritmen (Opvatting IT).

218  Euclides 63,8

Opgave 3

In 1787 en 1788 schreven Alexander Hamilton en James
Madison de zogenaamde The Federalist papers om de inwoners
van New York te overreden de Constitutie te ratificeren. Beide
schrijvers ondertekenden met ‘Publius’.

Van 48 van deze teksten is bekend dat zij van Hamilton zijn en
van 50 dat zij van Madison zijn. Om ook van de overige teksten
de auteur te achterhalen, heeft men van diverse woorden geteld
hoe vaak ze in een tekst van Hamilton voorkomen en hoe vaak
in een tekst van Madison. Voor elk van die teksten heeft men
daarna de frequentie per 1000 woorden berekend.

Dit heeft men onder andere gedaan voor het woordje ‘by’.

Het resultaat is weergegeven in onderstaande histogrammen.
(Zie figuur 1)

. Verwerk deze gegevens, zowel voor Hamilton als voor Madison,

op normaal-waarschijnlijkheidspapier.

Neem aan dat men mag concluderen dat de frequenties normaal
verdeeld zijn. Geef dan in beide gevallen het gemiddelde en de
standaarddeviatie.

Van een ander woord weet men dat dit bi) Hamilton per 1000
woorden voorkomt met een gemiddelde van 17,2 en een stan-
daarddeviatie van 4,1. Men mag weer aannemen dat de frequen-
ties normaal verdeeld zijn.

Voor Madison zijn deze gegevens niet bekend.

Bij een gegeven tekst vindt men onder de eerste 1000 woorden
dit woord 24 maal.

. Onderzoek of men bij een significantieniveau*® van 5% voldoen-

de reden heeft te twijfelen aan het auteurschap van Hamilton.

Om een grétere nauwkeurigheid te bereiken, kijkt rﬁen nu paar
de eerste 4000 woorden van die tekst. Het gezochte woord blijkt
hierbij 86 maal voor te komen.

. Onderzoek of men nu bij een significantieniveau van 5%

voldoende reden heeft te twijfelen aan het auteurschap van
Hamilton.

Een andere tekst heeft men op 20 woorden onderzocht. Op
grond daarvan heeft men 15 maal gekozen voor Hamilton als
auteur en 5 maal voor Madison als auteur.

. Onderzoek of men hieruit met een significantieniveau van

2%% mag besluiten dat Hamilton de schrijver was.

Ah, in eerste instantie gaat hier het hart van de
statisticus sneller kloppen: een relevant probleem
in een mooie context. Er zijn twee mogelijke popu-
laties, van beide zijn ongeveer evenveel individuen
voor referentie voorhanden en individuen waarvan
de herkomst onbekend is moeten worden geclassi-
ficeerd. Maar dan?

Enig geklungel met methoden uit het rekenlineaal-
tijdperk, gevolgd door het opzoeken van drie kans-
jes in tabellen (Opvatting II).
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Een slecht geformuleerde en methodologisch nogal -
dubieuze aanpak van dit mooie probleem (Opvat-
ting I). '

“Enige bezwaren van technische aard:
Er worden twee verschillende definities van het
begrip ‘frequentie woord ... per 1000 woorden’
gehanteerd: In de a-vraag om teksten te karakteri-
seren, dat wil zeggen neem een tekst van deze of
gene, tel het totaal aantal woorden en ook het
aantal keren dat woord ... voorkomt, reken ver-
volgens de frequentie per 1000 uit. (Uit hoeveel -
woorden bestaan deze teksten zoal? Bestudeer ik
hier nu nog wel een discrete variabele in de gewone
zin?). Inde histogrammen blijkt dat deze frequentie
per tekst kan verschillen.
Vervolgens wordt het begrip gebruikt om een
schrijver te karakteriseren, dat wil zeggen neem
aselect een stuk van 1000 woorden van deze schrij-
ver en tel het aantal keren dat woord . .. voorkomt
(een duidelijk discrete variabele, denk om de conti-
nuiteitscorrectie, jongens, want daar staat men op).
Dit aantal is bij benadering normaal verdeeld met
€NnzZovoorts.

Misschien kan men deze verschillende begrippen
nog wel rijmen, maar er is meer: '
In de inleiding van de b-vraag lees ik: “Voor

579 1113151719
frequentie per
1000 woorden

Figuur 1

Madison zijn deze gegevens niet bekend.” Goed,

dat betekent dus tweezijdig toetsen, maar als nu

voor Madison deze verdeling ook normaal met
gemiddelde 17.2 is, wat ben ik dan aan het doen?
Bij vraag c kijk ik naar 4000 opeenvolgende woor-
den, kan ik dan nog wel onafhankelijkheid veron-
derstellen? Eenzelfde onafhankelijkheidsveronder-
stelling moet ik ook in vraag d doen, kan dat
zomaar? :

En waarom is de vraagstelling in vraag d zo sugges-
tief eenzijdig, terwijl het een duidelijk tweezijdig
probleem is? Is de symmetrische begintoestand die
voor de tekentoets nodig is een gevolg van de
48 bekende Hamilton teksten en de 50 bekende
Madison teksten?

Kortom, hier zien wij weer duidelijk geillustreerd
dat echt relevant toegepast wiskundige problemen
ook meteen echt moeilijk zijn en deskundigheid
vereisen. De CEVO heeft een mooie aanzet gegeven
en doet er goed aan de ingeslagen weg te vervolgen:
toegepaste waarschijnlijkheidsrekening en statis-
tiek in optima forma in plaats van vazen met k>
gekleurde dobbelstenen erin of politieagenten die
op kruispunten met een dobbelsteen beslissen wel-
ke kant zij op zullen gaan. Wel verdient het aanbe-
veling de opgaven tevoren door een deskundige te
laten screenen op methodologische missers.
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Opgave 4

Figuur 2

In een bedrijf worden kurketrekkers gefabriceerd..

De totale kosten bij de produktie kan men aflezen in boven-
staande grafiek. (Zie figuur 2)

Een wiskundige van het bedrijf heeft hierbij de volgende formu-
les bedacht:

K=—-0,1¢+ 1,29 als 0<¢g<5
K= 01¢—1,1¢+3,7q als ¢2 5.

Hierbijis g de produktie (in duizendtallen) en K de totale kosten
(in duizenden guldens).

. Toon aan dat volgens deze formules er bij¢ = 5 geen ‘sprong’en
geen ‘knik’ in de grafiek zit.

De toename van de totale kosten bij een toename van de
produktie met één kurketrekker noemt men de marginale kos-
ten.

De marginale kosten mogen benaderd worden door %!q(—

. Toon door berekening aan dat de marginale kosten bij elke
produktie positief zijn.
Hoe is dit ook uit de grafiek af te leiden?

. Toon door berekening aan dat de marginale kosten het kleinst
zijn voor ¢ = 5.
Hoe is dit ook uit de grafiek af te leiden?

. Bereken de gemiddelde totale kosten per kurketrekker bij een
produktie van 7000 stuks.
Hoe kan men uit de grafiek afleiden bij welke andere produktie
de gemiddelde totale kosten per kurketrekker even groot zijn als
bij een produktie van 7000 stuks?
Leid deze andere produktie uit de grafiek af en controleer het
antwoord de formules.

Dit is nu wat ik bedoel (Opvatting II).
De context is wat arm en speelt nauwelijks een rol,
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maar het analyseprogramma in Wiskunde A be-
slaat een flink stuk techniek (tot en met het diffe-
rentiéren van afzichtelijk samengestelde functies
toe) en het kan geen kwaad om de kennis van dit
onderdeel in een eenvoudig regressiemodel te toet-
sen (Opvatting I).

Nu eerst naar het Wiskunde B examen. Hier is
alleen de (meetkunde-)opgave 4 interessant, de
overige opgaven zijn de obligate Wiskunde I som-
men die wij allemaal al jaren kennen.

In het HEWET-rapport lezen wij dat de meetkundi-
ge vorming van de leerling zal worden benadrukt
en met name het ruimtelijk inzicht moet worden
ontwikkeld.

Wel, laten wij eens kijken:

Van de piramide 7.ABCD zijn hieronder de loodrechte projec-
ties op het Oxy-vlak en het Oyz-vlak getekend.

Voor elk punt P is P, de projectie op het Oyz-vlak, P, de
projectic op het Oxz-vlak en P. de projectie op het Oxy-vlak.
V is het vlak door A dat loodrecht staat op de ribbe T'B.
Neem onderstaande figuur over en teken daarin de loodrechte
projecties op de drie codrdinaatvlakken van de doorsnede van V
en de piramide. ’
Bereken in graden nauwkeurig de hoek van de vlakken TBC en
TCD. ) :

. Bewijs dat de punten 4, B, C, D en T op é¢n bol liggen.

Bereken de straal van deze bol.
(Zie figuur 3)
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De openingsbewering van de opgave lijkt mij met
de gangbare opvattingen omtrent piramides en or-
thogonale projecties onwaar: De projectie van rib-
be TC op het Oyz-vlak ontbreekt in de tekening.
Zou dit opzet zijn om het ruimtelijk inzicht te
toetsen? '

Verder is de a-vraag inderdaad nieuw, er moet

worden getekend. Maar waarom zo tijdrovend een -

hele figuur overnemen in plaats van een werkblad
erbij geven?

De b-vraag kan rechtstreeks uit een havo-examen
overgenomen zijn en gezien het antwoordmodel
was het ook de bedoeling de bijbehorende vaardig-
heden te toetsen:

3

4) 3 punten
0
3
voor een normaalvector van TDC is (O) 3 punten
4

. 8 punten; voor een normaalvector van TBC is(

voor het antwoord 69° 2 punten
Analytisch gezien is de hoek van de beide vlakken
inderdaad scherp (kwestie van absoluutstrepen in
de formule zetten, jongens), maar meetkundig ge-
zien maken de vlakken in de piramide een stompe
hoek met elkaar. Waarom is een antwoord dat in
HEWET-meetkunde-zin goed is volgens het ant-
woordmodel fout?

Figuur 3

Ook in de c-vraag wordt, gezien het antwoord-
model merendeels het analytische rekenwerk van
de kandidaat gehonoreerd:

. 6 punten; voor 4, B, Cen D liggen op één cirkel 1 punt

voor de rest van het bewijs 1 punt
voor het middelpunt van de bol geldt
x=5y=4enz=>95 3 punten
voor de straal /34 [ punt

Is dit wel meetkunde in HEWET-zin? Mijns inziens
niet.

De CEVO zal in de toekomst moeten proberen
echte meetkundeopgaven te produceren, dat wil
zeggen: opgaven waarbij gebruik van meetkundige
methoden wordt getoetst en niet zoals nu in de
eerste instantie analytische vaardigheden.

Keren wij nog even terug naar Wiskunde A. Het
examen overziende zullen aanhangers van de extre-
me opvattingen I en II met hun mening wat meer
naar het midden moeten verschuiven, waar zoals
men weet de waarheid ligt.

De CEVO heeft met dit examen het vak heel be-
hoorlijk gestalte gegeven; nu de gelaatstrekken
nog, dat wil zeggen: Veel preciezere formuleringen,
uitgebreider vooral ook, werkbladen erbij (zie
bijvoorbeeld de Natuurkunde- of Economie-
examens) en waar de deskundigheid binnen de
commissie tekort schiet niet schromen buitenstaan-
ders te consulteren, want methodologisch moet het
wel kloppen!
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Wiskunde moet je doen!

Truus Dekker, Sylvia van der Werf

Op 21 maart 1987 vierde de werkgroep ‘Vrouwen
en Wiskunde’ haar cerste lustrum met een studie-
dag. Speciaal voor deze dag werd door de leden van
de werkgroep een serie lespakketjes ontworpen met
als thema de beeldvorming rond wiskunde. Ze

wilden hiermee laten zien dat wiskunde overal te -

vinden is, dat samen wiskunde doen gewoon leuk
kan zijn en dat je vaak meer van wiskunde weet en
in de praktijk gebruikt dan je denkt. .

Dozen vouwen

Naar aanleiding van de lustrumdag werd ook de
videoproduktie ‘Wiskunde moet je doen!’ ge-
maakt. Hierop is o0.a. te zien hoe een grote groep
vrouwen met de genoemde lespakketjes bezig is.

Verder was het de bedoeling de lespakketjes te
gebruiken voor groepen die ‘een avondje wiskunde’
willen doen. Om kennis te maken met de ‘dagelijk-
s¢’ kant van dit vak, om samen te praten over de
wiskunde zoals die nu op de scholen wordt onder-
wezen en om het beeld van wiskunde als een saai en
moeilijk vak, te veranderen.

Inmiddels is de eerste van dit soort bijeenkomsten
gehouden in het vrouwentrefcentrum ‘Evalleen’ te
Nieuwerkerk aan de [Jssel. Het was een open the-
ma-avond waar men zich niet van tevoren voor .
hoefde aan te melden. Deze avond kwamen onge-
veer twintig vrouwen, in leeftijd variérend van
+ 16 tot £ 55 jaar. Hun wiskundige achtergrond
liep uiteen van ‘nooit iets aan gedaan’ tot ‘bezig met
een studie M.O.-A.” Er werd gewerkt met het pak-
ketje ‘BLIKKEN EN DOZEN’, waarvan hier een
samenvatting is opgenomen,

Van een rechthoekig blaadije kun je op twee manieren een
doos vouwen (zonder deksel en bodem).

ene manier

Oy |

T
i
1
1
1
1
1
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|
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1
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1
1
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andere manier

]
1
i
]
i
|

Zou er in beide dozen evenveel kunnen? Of is de inhoud
van de ene doos groter of kleiner dan die van de andere?
Maak van twee blaadjes deze twee dozen en probeer
daarmee de vraag te beantwoorden.
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Bakje vouwen

de hoeken weg te knippen.

maaki?

We gaven die avond eerst een inleiding over het
werk van de groep ‘Vrouwen en Wiskunde’ en het
ontstaan van de lespakketjes. We noemden voor-
beelden van allerlei aktiviteiten waarbij vrouwen
wiskunde gebruiken zonder zich dat nu direkt be-
wust te zijn, zoals het plooien van gordijnen, naaien
van kleding, behangen e.d.

Voor het pakketje ‘BLIKKEN EN DOZEN’ is een
grote hoeveelheid verpakkingen van allerlei dage-
lijkse produkten verzameld. We lieten hoge, smalle
en lage, brede blikjes frisdrank met elkaar vergelij-
ken en berekenden de literprijs van de limonade.
Waarom zou een fabrikant voor zo’n hoog en smal
blikje kiezen?

Waarom zou een consument voor een puntzak
drop kiezen, terwijl daar voor dezelfde prijs minder
“in zit dan in een doos? Zit er in een plastic zak
waspoeder nu echt evenveel als in de kartonnen
doos die veel duurder is?

Hierna werd in groepjes gewerkt aan de opdracht
uit het lespakketje waarbij het verband tussen op-
pervlakte en inhoud onderzocht wordt en wat,
uitgaande van een gegeven formaat karton (A-4) de
maximale inhoud is van de bakjes die je daarmee
kunt vouwen.

Voor het saaie rekenwerk dat hieraan te pas komt
hadden we rekenmachines meegebracht. Tot onze
verbazing wilden veel vrouwen die niet gebruiken.

Neem een vierkant stuk papier, zoals hieronder is
getekend, en maak een doosje door kleine vierkantjes uit

e

Hoe verandert de inhoud van het bakije als je de
vierkantjes die je vit de hoeken wegknipt groter

Wanneer past er het meeste in het bakje? Wat is de
grootste inhoud die je kunt krijgen?

Sommigen omdat ze er nog nooit mee gewerkt
hadden, anderen omdat ze er trots op waren dat ze
berekeningen met komma’s nog best konden uit-
voeren. Onze suggestie om afmetingen te schatten
(ruitjespapier) en met hele getallen te werken, werd
nergens overgenomen!

Het werd een echte ‘doe’-avond waarbij iedereen,
op heel verschillend niveau, maar steeds met veel
enthousiasme, bezig was. Eén van de deelneemsters
verzuchtte: ‘Van wiskunde snap ik niets, maar dit
hier kan ik welV’

We praatten nog wat na over wat er nu allemaal
geleerd was deze avond. Daarna ontstond een le-
vendige discussie. over het wiskunde-onderwijs nu
en vroeger, over de keuze ‘wiskunde verplicht? en
over de noodzaak om vooral meisjes te stimuleren
een exact vak te kiezen en zo hun beroepskeuze-
moge]ukheden te vergroten.

Voor wie nieuwsgierig is geworden naar de inhoud
van de lespakketjes, een briefje naar de werkgroep
‘Vrouwen en Wiskunde’ is voldoende om meer
informatie te krijgen. Een collage van de pakketjes’
is ook te vinden in het boekje ‘Vriendelijke Wiskun-
de’, dat onlangs verschenen is. In dit boek staat
tevens een verslag van het eerste lustrum van de
werkgroep en een weerslag van het denken van deze
groep over de positie van vrouwen en mCISJeS in het
wiskunde-onderwijs.
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Blikjes

Twee blikjes frisdrank:

Hoeveel gaat er in ieder blikje?

Hieronder staat voor elk van de blikjes de bodem nog eens
op ware grootte getekend op ruitjespapier. Bepaal de
oppervlakte van iedere bodem.

Het blikje cassis is 11 cm hoog. Hoe hoog zou het hoge
blikje moeten zijn om dezelfde inhoud te hebben als het

‘brede blikje?
. t 1 |
5 <[
el N\
j/ \\

Vriendelijke Wiskunde, Marja Meeder, F. Mees- t.n.v. Nederlandse Vereniging van Wiskundelera-

ter, H. Verhage, S. van Eenbergen. ren te Amsterdam, onder vermelding van ‘Vriende-
Te bestellen door overmaking van f17,50 (inclusief lijke Wiskunde’.
verzendkosten) op postrekeningnummer 143917 (Zie ook de boekbespreking op pagina 247)
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Een etappe in de bergen

Bram van der Wal

Vooraf

In dit artikel wordt gepoogd een stukje levensechte
wiskunde te beschrijven, afgestemd op lbo en
mavo-C en -D.

Het gaat over de grote invloed die een lage klim-
snelheid heeft op de gemiddelde snelheid van een
wielrenner (of een recreatiefietser). Voor het lbo, zo
isde ervaring van de auteur, blijkt dat nogal verras-
send te zijn.

Uiteraard biedt de beschreven context méér aan-
knopingspunten dan hier geboden worden; op al
die mogelijkheden wordt hier niet nader ingegaan.
Evenmin wordt in dit artikel andere context be-
schouwd die in feite dezelfde wiskundige proble-
men zou kunnen opleveren.

Naar de ervaring van de auteur kan met het aange-
boden wielrennersprobleem gewerkt worden in he-
terogene groepen, die (bovendien) gemengd samen-
gesteld zijn.

Inleiding

Tijdens zijn vakantie in de Franse Alpen beklimt
Hans op de fiets een van de Cols. De tocht is zwaar
en zijn tempo niet hoog. Over de 10km lange
beklimming rijdt hij met een snelheid van 10 km per
uur. Boven gekomen kijkt hij even rond en besluit
- via dezelfde weg naar beneden te gaan. Zijn snel-
heidsmeter geeft tijdens de afdaling, die dus ook
10km lang is, een snelheid van 40 km per uur aan.
Wat is de gemiddelde snelheid van Hans tijdens de
hele tocht?

LA PLAGNE

St-Jean-de-Maurienne Q .Sl-Miqhel-
BOURG' t) de-Maurienne
D'OIANS

Tour de France 1987.

Veel leerlingen uit de bovenbouw van lbo/mavo
geven vrij snel als antwoord 25 km/h. Het gemid-
delde berekenen van twee waarden is een vaardig-
heid zonder begrip geworden. (In dit geval
10 + 40

> = 25).
Dat het antwoord fout is verbaast de meeste leerlin-
gen.
Om ze op weg te helpen proberen we wat met
parate kennis uit de mechanica. Hoe bereken je de
snelheid? Wat is het verband tussen snelheid, tijd en
afgelegde afstand? Schoorvoetend —wiskunde is

tenslotte geen mechanica — komt de formule v = %

Samen rekenen we de afstand en de tijd it die Hans
over de tocht deed. De afstand is 2 x 10 = 20km.

De tijd is 18 Q = 1,25 uur.

(Prima gelegenheld om nog eens in de klas door te
nemen hoeveel minuten in 0,25 uur gaan.) De ge-
20

125 16 km/h.
Dat de gemiddelde snelheid zo laag is wekt op- |
nieuw verbazing. Het moment voor een klassege-
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sprek. Waarom is de gemiddelde snelheid zo laag?
Waarom ligt de gemiddelde snelheid dichter bij de
stijgsnelheid dan bij de daalsnelheid?

Omdat het stijgen langer duurde!

(Voor de ongelovige leerling nog maar een keer het
afgetrapte voorbeeld van het rijtje repetitiecijfers
van Karin: 5,9,9,9,9. Zal Karin een 7 verwachten
op haar rapport?)

Een oefening

Pieter en Jannie fietsen samen in de bergen. Pieter
fietst een 12 km lange helling met een snelheid van
12km/h omhoog en daalt met een snelheid van
40km/h.

a Hoe lang doet Pieter over de hele tocht?

b Hoe groot is zijn gemiddelde snelheid over de hele
tocht?

¢ Jannie fietst iets langzamer omhoog: 10 km/h. Hoe-
veel minuten na Pieter komt ze boven?

d Beiden beginnen zonder boven te rusten aan de
afdaling. Hoe groot moet de snelheid van Jannie
tijdens het afdalen Zijn om tegelijk met Pieter bene-
den aan te komen?

In figuur 1 is een grafiek getekend die de afgelegde
weg tegen de tijd uitzet. Deze grafiek geeft meer
inzicht in het laatste vraagstuk en het probleem als
geheel.

Uit de grafiek is gemakkelijk af te leiden dat de
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= 120km/h! -
Met behulp van de graﬁek is het eenvoudig om de
relatie te ontdekken tussen de noodzakelijke daal-
snelheid v, van Jannie en haar gerealiseerde stijg-
snelheid v,

Uit de gearceerde drichoek in figuur 1 is af te leiden

dat de daalsnelheid v, = -4
d

Er geldt: s = 12entd— 13—E
Lo 12 ’
=
13- 12
vS
In figuur 2 is de grafiek van deze relatie getekend.
Uit de relatie v, = 3 blijkt dat er drie moge-
13— —=
DS
lijkheden zijn: '
12 12
13— =% kad
3 v, >0=>vs>1,3 ‘ . 1]
12 12
1 —— = —
K] . 0=, 13 (Im
12 12
1.3 — -=
3 . <0=0p,< 13 (I1I)

In (I1I) is sprake van een negatieve snelheid v,. Voor

leerlingen zit de verrassing hierin dat ze ontdekken

dat-in dit geval Jannie nog aan de klim bezig is

terwijl Pieter al beneden is.

In (II) is de kritische waarde bereikt. Geen enkele

daalsnelheid — hoe groot ook — leidt tot gelijke aan-

komst beneden. Voor de leerlingen is het interes- -
sant om te zien dat in dit geval Jannie boven

arriveert op hetzelfde moment dat Pieter beneden

aankomt.

Slechts wanneer aan voorwaarde (I) is voldaan is



12

1,3 ——
v

S
van Jannie te berekenen.

met v, = de noodzakelijke daalsnelheid

De Tour de France

De verrassing van de invloed van verschillende
snelheden bij gelijke afstanden is ook op een andere
manier zichtbaar te maken. We maken gebruik van
de bergetappe uit de Tour de France.

In de Tour de France doen goede klimmers mee en
eveneens zijn er roekeloze afdalers. Wat is de winst
die een snelle afdaler maakt op een goede klimmer?

In figuur 3 is een gedeelte van de bergetappe ver-
groot getekend.

De finish is op La Plagne. De afstanden zijn langs
de weg gemeten. De hoogte van de cols is op 2000 m

Madeleine La Plagne
- 2000
A
Hoogte
m t 1000
500
dal
150 168 186 km
Figuur 3

gesteld. We gaan er van uit dat een grote groep op
hetzelfde moment op de Col de la Madeleine aan-
komt. In de groep bevinden zich de goede klimmer
Herrera en de als vrije valler bekend staande Dirk-
maat. '
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Dirkmaat stort zich als een parachutist naar bene-
den langs de 18 kilometer lange helling met een
snelheid van niet minder dan 80km/h. Herrera
neemt minder risico’s en gaat met een vaartje van
60 km/h naar beneden. -

De daarop volgende klim is eveneens 18 kilometer.
Dirkmaat gaat moeizaam omhoog met een snel-
heid van 12km/h. Herrera klimt met een snelheid
wvan 15km/h. Is Dirkmaat nog in te halen en zo ja
waar? -

La Plagne
P e
,-»v’,’/’y. T * Sy
dal '3/: e B '
A\ L1 J
s .
T 0‘9“9 e“e‘%.
F | |
Madeleine
0,1 0,2 1 0,3 0,4 ‘ 0,5
0,225
F igﬁur 4
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In figuur 4 is de situatie weergegeven.

Een eenvoudige berekening laat zien dat de tijd-
winst van Dirkmaat op Herrera na de afdaling
0,075 uur is. Stel dat Herrera Dirkmaat in P inhaalt
tijdens de beklimming. Dat is na s, km klimmen en
t, uur. ’

‘Voor Herrera geldt: s, = ¢, - 15

Dirkmaat is dan al 0,075 uur aan het klimmen.
Voor hem geldt dus: s, = (¢, + 0,075) x 12

Nuis: 15-¢, = 12(t, + 0,075)

Hieruit volgt t;, = 0,3uuren s; =4,5km.

Op 1 van de beklimming laat Herrera dus al het
achterwiel van zijn fiets aan Dirkmaat zien. Zijn
supersnelle afdaling heeft hem behalve veel risico’s
niets opgeleverd. De kus van de Rondemiss is voor
Herrera!

Over de auteur:

Bram van der Wal is leraar wiskunde aan een scho-
lengemeenschap voor LBO in Apeldoorn. Hij heeft
ruim twintig jaar ervaring in het werken met leerlin-
genop zowel A, B, C als D-niveau in zowel homogeen
als heterogeen samengestelde groepen.

Na zijn opleiding aan de ambachtsschool in de jaren
vijftig behaalde hij achtereenvolgens onderwijsbe-
voegdheden voor werktuigbouwkunde, wiskunde,
godsdienst en maatschappijleer.

Zijn vele recreatieve fietstochten in de bergen hebben
hem, gezien de inhoud van dit artikel, tot nadenken
gestemd.



Met het oog op werken met
heterogene groepen

Sieb Kemme

«
i,
-

1 Inleiding

Steeds meer scholen gaan over tot het vormen van

heterogene brugklassen van één jaar of meer. Soms

worden ze daar toe gedwongen door hun besturen,
soms is het vrijwillig, met de basisvorming in het
vooruitzicht of gewoon vanwege de concurrentie-
positie bij teruglopende leerlingen-aantallen. In ie-
der geval zijn brugklassen met leerlingen van Ibo-
tot vwo-niveau allang geen uitzondering meer.
Voor leraren die gewend waren te werken met
homogene brugklassen is dit een hele overgang.
Ieder vak heeft zo zijn eigen problemen bij een
dergelijke verandering. Zo ook het vak wiskunde.
De traditionele schoolmethodes hadden aparte
leergangen voor verschillende schooltypes. Tedere
leergang draagt onmiskenbaar het stempel van het
bijbehorende schooltype. Dat betekent dat niet
zomaar één van die leergangen als methode voor
een heterogene brugklas kan worden gekozen. Ge-
lukkig zijn de meeste uitgevers hard aan het werk
met het ontwikkelen van methodes die ook ge-
schikt zijn voor heterogene klassen. Maar daarmee
zijn de verschillen tussen leerlingen in wiskundige
capaciteiten niet weggepoetst. Die verschillen kun-
nen aanzienlijk zijn. Neem bijvoorbeeld alleen
maar eens het verschil in rekenvaardigheid. Een
dergelijke situatie vraagt niet alleen om totaal her-
ziene leerstof, maar waarschijnlijk ook om een
andere aanpak in de klas.

Vroeger, toen we het nog over de middenschool
hadden, heeft Freudenthal het idee gelanceerd om
met heterogene tafelgroepen in een klas te gaan
- werken. Hij betoogde dat de verschillen tussen

- leerlingen de kwaliteit van het onderwijs daarmee

zelfs zouden kunnen bevorderen in plaats van be-
lemmeren, onder de voorwaarde dat leerlingen echt
samenwerken, waarbij ze elkaar helpen om samen
een taak tot een goed einde te brengen. Dit idee
spoorde in die tijd heel mooi met de sociale doelstel-
lingen van de middenschool waarin leerlingen door

‘het leren samenwerken beter geacht werden te zijn

voorbereid op de maatschappij.

Deze (voor die tijd) revolutionaire gedachte werd
door de WISKIVON-groep van het IOWO opge-
paktin hun experimenten rondom 12-16. Dit resul-
teerde in een serie pakketjes voor de eerste twee
leerjaren, in lijn gebracht door een raampjesplan.
Vanwege de opheffing van het IOWO is dit werk
voortgezet door de SLO in het project wiskunde 12-
16. De accenten zijn daarbij wat anders komen te
liggen. In het IOWO-materiaal speelt de meetkun-
de een aanzienlijke rol, het SLO-materiaal concen-
treert zich vooral rondom de lijn verbanden-grafie-

- ken-functies. Gemeenschappelijke trek is de keuze

om wiskunde te bedrijven vanuit voor leerlingen
herkenbare (praktische) situaties én de keuze om
dit in groepswerk te doen.

Bij de Stichting voor onderzoek van het onderwijs
(SVO) is, samen met de universiteit van Utrecht,
een onderzoek Interne Differentiatie gestart, dat
onderzoekt wat de leereffecten zijn van het werken
aan wiskunde in heterogene groepen. Als bijpro-
dukt van het SLO-ontwikkelingswerk en het SVO-
onderzoek zijn nu twee publikaties verschenen die
bedoeld zijn als handleiding voor wiskundedocen-
ten die met heterogene groepen in de klas (willen
gaan) werken. Deze publikaties zijn:

SLO: Met het oogop . . .de leerkracht in de praktijk
van het werken met kleine heterogene groepen.

-SLO, Enschede 1985.

M. W. Posthuma de Boer: Werken met heterogene
groepen. Een handleiding voor leerkrachten in de
eerste fase van het voortgezet onderwijs, met voor-
beelden uit het wiskunde-onderwijs.

SVO, Den Haag 1986.

In de rest van dit artikel zal ik deze twee publikatiés
bespreken. Allereerst zal ik een korte schets geven
van deinhoud en opzet van beide boekjes afzonder-
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lijk. Daarna zal ik tot een gefundeerd oordeel pro-
beren te komen over de waarden van de publikaties
als handleiding voor de docent.

2 Met het oog op...

In de ‘Leeswijzer’ geven de auteurs zelf de volgende

samenvatting van de inhoud:
In het eerste hoofdstuk — Vaardigheden van de
leerling en de rol van de leerkracht— staat het
materiaal centraal. Welke eisen stelt het materi-
aal aan de vaardigheden van de leerling? Aan
welke eisen moet het materiaal voldoen als je als
leerkracht met kleine heterogene groepen wil
werken?
Op deze vragen wordt ingegaan en vervolgens
wordt door middel van allerlei voorbeelden dui-
delijk gemaakt waar voor de docent didactische
valkuilen in het materiaal kunnen zitten en waar
juist allerlei mogelijkheden in kleine heterogene
groepen kunnen worden uitgebouwd. .
Het tweede hoofdstuk —Werken in heterogene
groepen — stelt de didactiek centraal.
Hoe deel je groepen in? Hoe ga je als docent om
met de klas als geheel, wanneer deze in kleine
groepen verdeeld is? Wat doe je als in een be-
paald groepje de samenwerking stagneert? Van-
zelfsprekend komt in dit hoofdstuk het leerlin-
genmateriaal voortdurend ter sprake.
Dat geldt ook voor het derde hoofdstuk — Toet-
sen, een eerste verkenning.
In een bepaald opzicht is dit hoofdstuk een
vreemde eend in de bijt. Van de drie aan het
begin van deze leeswijzer genoemde aandachts-
punten in het onderwijs, ontbreekt hier in onze
situatie alle praktijkervaring. Laat staan dat die
praktijk kritisch bekeken is. Vandaar dat dit
hoofdstuk een eerste grove zeer onvolledige ver-
kenning biedt.

Het laatste hoofdstuk tenslotte —Veranderen!
Maar hoe?— staat enigszins los van het voor-
gaande. Eigenlijk zou je dit hoofdstuk als eerste
in het boek verwachten. Immers het plannen van
veranderingen in het wiskunde-onderwijs van
een sectie, gaat vooraf aan het uitvoeren ervan.
Toch hebben we gemeend dit hoofdstuk achter-
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aan te moeten plaatsen. Wanneer je als leer-
kracht op zoek bent naar verbeteringen binnen je
wiskunde-onderwijs, ben je allereerst geinteres-
seerd in de inhoud van andere zienswijzen. Pas
daarna komen zaken waaraan je in je sectie moet
denken wanneer je bepaalde veranderingen wilt
invoeren.

Met het oog op... sluit aan bij een eerdere SLO-
publikatie (1983); ‘naar aanleiding van...” (het
werken in (kleine) heterogene groepen). Deze pu-
blikatie is vooral beschrijvend van aard. Ze bevat
beschrijvingen van ervaringen met het werken met
SLO-materiaal op ‘Revius’ in Deventer en achter-
grondinformatie over de SLO-visie op het werken
in heterogene groepen en op het leerplan wiskunde.

3 Werken met heterogene groepen

Ook hier wordt in de inleiding een korte samenvat-
ting van de inhoud gegeven. We laten de auteur aan
het woord: '

Voor de opzet van de handleiding is als grond-

structuur gekozen voor het (chronologisch) ver-

loop van een les(senreeks). Achtereenvolgens
komen aan de orde:

— de uitgangspunten van het SLO-materiaal
voor wiskunde-onderwijs aan heterogene
groepen en die van de handleiding.

— de beginsituatie in de klas, hoe van daaruit
groepjes gevormd kunnen worden en wat er
bij het samenwerken in groepjes komt kijken.

— de opbouw van de lessen waarin de leerkracht
de klassikale momenten vorm geeft met be-

“hulp van de Socratische gespreksmethode en
de groepjes observeert en begeleidt gedurende
het groepswerk.

— evaluatie van de voortgang van individuele
leerlingen. -

In deze samenvatting is de bijlage niet vermeld. -
Deze bijlage bevat lesfragmenten over de manier
van vragen stellen door de leerkracht. Ze omvat de
helft van de publikaties (51 van de 101 bladzijden)
met 22 protocollen van lesfragmenten en kort aan-
sluitend kommentaar.



De opzet van de publikatie is om een meer specifie-
ke handleiding bij het SLO-materiaal te ontwikke-
len (dan ‘naar aanleiding van...”) voor het gebruik
in klassen waarin in heterogene groepjes wordt
samengewerkt. De handleiding is gebaseerd op lite-
ratuurstudie, gesprekken met de SLO-medewer-
kers, de voorbereiding, observaties en nabespre-
kingen van een 12-tal lessen over het onderwerp
‘Regelrecht’ (SLO), een grondige analyse van het
leerkracht-gedrag tijdens de lessen en ervaringen
van het SVO-onderzoekproject Interne Differenti-
atie.

4 Criteria voor een goede handleiding

Stel ik ben een leraar die volgend schooljaar in een
heterogene brugklas gaat werken met het. SLO-
materiaal, neem bovendien eens aan dat ik over-
weeg dat in heterogene groepjes aan te pakken
(zoals de SLO aanbeveelt) en dat ik me vooraf (dus
in de vakantie) wil verdiepen in de mogelijkheden
en onmogelijkheden van deze voor mij nicuwe
werkvorm, hoe zou een goede handleldmg er dan
moeten u1t21en‘7

Die handleiding zal in de eerste plaats antwoord

moeten geven op vragen die voor mij van direct

belang zijn om deze werkvorm te kunnen uitvoe-

ren.

Dat zijn vragen als:

Hoe deel ik het lokaal in?

Hoe weet ik het geluidsniveau binnen de perken te

houden?

Hoe hou ik overzicht over: de vordermgen van

iedere leerling?

(in aansluiting op de vorige vraag) Hoe kan ik nog

adequaat inspelen op de individuele capaciteiten

van de leerlingen als ik niet meer kan zien wat een

leerling zelfstandig weet te presteren?

Hoe leer ik leerlingen samenwerken?

Bijvoorbeeld: hoe voorkom ik dat een zwakke leer-

ling volledig gaat steunenop de rest van de groep en

zelf geen enkele inbreng heeft? Of: hoe voorkom ik

dat een goede leerling de hele groep gaat domine-

ren, zijn eigen antwoorden dikteert en oplossingen

van andere leerlingen terzijde schuift?

— Hoe gaan mijn lessen eruit zien (denkend aan mijn
oude schema: huiswerk - nieuwe stof - zelfwerk-

zaamheid)? Wat doe ik eigenlijk nog in de les
(anders dan ordebewakend optreden)?

Deel ik de groepjes in of doen de leerlingen dat zelf? -

Wat is de winst t.0.v. mijn oude stijl van lesgeven?
In leerresultaten, in motivatie tijdens de les, in
houding t.o.v. het vak?

Hoe toets ik? Moet ik ook het samenwerkingsge-
drag beoordelen? s een individueel proefwerk niet
strijdig met het groepswerk? Kun je een groepsop-
dracht geven? Hoe geef ik een cijfer voor een
groepsopdracht?

Hoe maak ik leerlingen duidelijk wat het nut is van
groepswerk? Of hoef ik dat helemaal niet duidelijk
te maken en spreekt dat voor zich? Wat doe ik met
leerlingen die te kennen geven dat ze veel liever -
voor zichzelf willen werken?

Gaat het groepswerk niet vreselijk ten koste van het
tempo? Hoe zorg ik ervoor dat de vaart erin blijft
zonder dat ik daarmee teveel druk leg op de moge-
lijkheden om samen te kunnen werken in een
groepje?

Werken de andere groepjes wel door terwijl ik me
uitvoerig met één groepje bezighoudt?

Op deze lijst zal vast nog wel wat zijn aan te
merken. Niet iedereen zal dezelfde vragen stellen.
Bovendien vertellen sommige vragen al icts over

_ mijn instelling ten opzichte van deze werkvorm.

Maar het zijn wel allemaal vragen die te maken
hebben met mijn functioneren in de klas met een
nieuwe onbekende werkvorm. Een handleiding
dient zo volledig mogelijk antwoord te geve