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Gelukwensen aan Joh. H. Wansink,
erelid van de N.V.W.L.

Hooggeachte Wansink en beste collega,

Een dezer dagen word je negentig. Je bereikt dan de leeftijd van de wel zeer
sterken. Namens het bestuur van de Nederlandse Vereniging voor Wiskundele-
raren wens ik je alle goeds.

Voor de lezers die je niet gekend hebben zou ik jouw grote betekenis voor het
Nederlandse wiskunde-onderwijs moeten beschrijven. Het volgend nummer van
Euclides wordt echter geheel aan je gewijd en daarom zal ik me hier beperken tot
wat Johan Wansink voor mij persoonlijk heeft betekend. Ik meen dat ik daarmee
een voorbeeld geef van wat je voor vele anderen hebt gedaan.

Als jong leraar kende ik je alleen als de man die op jaarvergaderingen achter de
groene tafel zat en van je schoolboeken. Die boeken gebruikten we niet op
school, maar ik had ze wel in de kast staan en ik herinner me dat ik er regelmatig
in keek.

Er bestond toentertijd nog geen pedagogisch-didactische opleiding voor eerste-
graads leraren. We moesten het vak zelf maar meester zien te worden. Als je geluk
had, dan was er aan de school wel een ervaren collega die een beetje raad kon en
wilde geven. Verder waren er wel eens landelijke bijeenkomsten waar didactische
problemen aan’de orde kwamen. Op zulke vergaderingen zul je best wel
opgetreden zijn, maar dat herinner ik me niet.

De eerste maal dat ik echt bewust van jouw kennis, ervaring en scherpzinnigheid
kon profiteren was toen de eerste twee delen van jouw Didactische Orientatie voor
Wiskundeleraren uitkwamen. Je gaf daarmee de stoot aan de ontwikkeling van
wiskundedidactiek in Nederland. Ik heb die boeken verslonden.

Later vroeg je me mee te werken aan het derde deel. Je kritische opmerkingen bij
wat ik toen schreef waren scherp en duidelijk. Er sprak respect uit voor de
schrijver, maar je.had geen pardon voor vage of inconsistente beweringen.
Helder herinner ik me ons gesprek tijdens een wandeling in een park van Lyon
waar we waren ter gelegenheid van een congres. Je sprak toen over de noodzaak
van onderzoek in het onderwijs. Je wees moderne stromingen niet af, maar wel
verzette je je tegen ongefundeerd wegwerpen van goede ervaringen en ongefun-
deerd omhelsen van nieuwigheden, die met veel tam-tam werden gepropageerd.
Je had steeds een houding van kritisch vrager, die het wilde enthousiasme wel
eens temperde, maar het nadenken bevorderde. Je leerlingen zullen het wel eens
moeilijk bij je hebben gehad, maar ze hebben vast veel goeds van je geleerd. Net
zoals ik en vele anderen die zich jouw collega mochten noemen, maar zich vaak je
leerling voelden.

Mede namens hen bedankt Johan. De vereniging kan zich geen beter erelid
voorstellen.

Joop van Dormolen
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Uitleggen en begrijpen

HANS AALMOES

Regelmatig krijg ik het verwijt naar mijn hoofd geslingerd dat ik nooit iets uitleg,
dat ik de kinderen maar laat aanmodderen en dus, die conclusie trek ik dan maar
zelf, dat ik eigenlijk niet zo een goede leraar ben. Nu is dat laatste best mogelijk,
maar dan kan ik wel andere criteria bedenken, bijvoorbeeld het te veel
voorkauwen, het hele bord volschrijven en te weinig initiatief overlaten aan mijn
leerlingen.

Misschien kan ik aan de hand van enkele voorbeelden aantonen dat het
‘uitleggen’ voor velerlei uitleg vatbaar is. Eén lesuur in de week heb ik een halve
3-vwo klas van ongeveer 12 leerlingen. In dat uur gaan we wat opgaven maken,
de stof goed verwerken, wat bijspijkeren waarbij ik zelf rondloop en ga helpen
daar waar het nodig blijkt te zijn. Er is een goede motivatie. De leerlingen willen
echt wel. Ik wou bijna zeggen: ze willen echt iets gaan begrijpen, maar dat is het
eigenlijk niet. Ze willen weten hoe ze iets moeten doen, hoe ze die sommen
kunnen maken. Het is een uitstekende gelegenheid om individueel bezig te zijn en
de leerling in zijn werk te observeren. Zo had ik één van de meisjes een kwartier
lang geholpen. Ik was naast haar gaan zitten en keek hoe ze aan het werk was. Ik
merkte op wat ze goed deed en wat ze weer niet zo handig deed. Wanneer ze de
fout inging, kon ik inspringen. 1k vroeg haar naar het waarom bij enkele stappen
en als ze niet wist hoe ze verder moest, gaf ik wat tips in de richting van de
oplossing. De goede oplossing kwam er en ik had ook echt het idee dat ze het
begreep. Kortom, de meest ideale situatie die je je als leraar maar kunt indenken.
Wie schetst echter mijn verbazing, toen dat meisje opmerkte dat ze toch liever bij
een collega van mij in de klas zat, want die legde het tenminste uit . ..

Een jongen die achter haar zat probeerde mij nog te troosten met de opmerking:
‘U legt het wel uit, alleen zo laat’ en dat klonk voor mij natuurlijk iets aardiger.
Toen moest ik ook weer denken aan een gesprek dat twee jongens voerden over
de wiskundeleraar A en de wiskundeleraar B. Ze waren het erover eens dat B een
betere leraar was dan A omdat B in één lesuur meer sommen op het bord schreef
dan A.

Het gaat nu om de vraag waarom leerlingen, maar ook collega’s een dergelijk
standpunt innemen. Duidelijk is dat de prestatiedrang gesteund door de
exameneisen en de vraag in de maatschappij een belangrijke rol speelt. De
leerlingen moeten iets presteren, namelijk hetzelfde als de leraar . . . Ik wil ook dat
de leerlingen iets gaan presteren, heel veel zelfs. Het moet alleen iets soortgelijks
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zijn als de leraar, het doelgericht en adequaat kunnen handelen bij het oplossen
van problemen.

Uit de klassepraktijk

De leerlingen moeten de top kunnen bepalen van een parabool door middel van
kwadraatafsplitsen. De techniek beheersen ze, het is goed ingeoefend voor zover
de coéfficiént van x? gelijk aan 1 is. Er is de leerlingen uitgelegd hoe ze het moeten
doen en met een aantal voorbeelden hebben zij reeds kennis gemaakt:

fx)=x*+6x+7
=x>+6x+9—-9+7
=(x+3)PF-9+7
=(x+3yP-2

Ook hier zijn al verschillende manieren van uitleggen waarbij je bepaalde
tussenstappen kunt weglaten, maar dat is hier niet essentieel.

Wat begrijpen de leerlingen nu? Als leraar wijs je op dat kwadraat dat minimaal O
is, zodat het minimum van deze functie — 2 is enz.

Je kunt dat zo mooi zien aan de vorm:

J)=(x+3)" =2
Veel beter dan aan:
x)=x*+6x+7

Maar zien de leerlingen dit ook, weten ze wat een functie is en waaraan denken zij
bij het woord minimum? Wat pikken de leerlingen nu precies op? Begrijpen ze
het of kennen ze alleen die vier of vijf stappen die naar het gewenste doel leiden?
Ik denk eerder het laatste, zeker als je ze hoort bij: '

fix)=x*-35

‘Maar dit hebben we nog nooit gehad, je kunt hier geen kwadraatafsplitsen, want
er staat niet zoiets'als 4x bij ...

Dezaak wordt complexer wanneer je ook functies toelaat als de coéfficiént van x2
ongelijk 1 is. Maar ook hier is de kinderen, zij het met wat meer moeite, te leren
om de oplossingsmethode in te oefenen:

g(x) =3x? + 6x + 10
= 3(x? + 2x + 3'/;) enz.
en  h(x)= —x*+4x—5
= —(x*—4x +5)
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De leraar legt het haarfijn uit. Hij geeft wat voorbeelden, maar de vraag is nog
steeds ‘wat is er uitgelegd?’.

Eigenlijk is de kinderen alleen maar een oplossingsmethode voorgekauwd, die zjj
straks kunnen nadoen. Waarom ik dit geloof en ik hier zo pessimistisch ben is het
feit dat één van mijn beste vwo-leerlingen de hele materie niet doorzag. In een
diagnostische toets had ik de volgende vraag gesteld:

Bepaal de uiterste waarde van f{x) = 1 — (x + 3).
Zij ging als volgt te werk:

filx)=1—(x*+6x +9)
=1-x2-6x—9
=—x?—6x—38
= —(x* 4+ 6x +8)
= —[(x+3PF-9+28]
= —[(x+3) - 1]
—(x+3)2+1

i

en het maximum kwam er na deze vlekkeloze berekening goed uit.

Nu ik de smaak te pakken had, vroeg ik aan hetzelfde kind in een volgend
sommetje naar het maximum van

glx)=2—(x + 23)?

en ja hoor, ijverig ging zij dezelfde oplossingsmethode toepassen.

Het werd voor mij hoog tijd om in te grijpen en dit gaf mij meteen de gelegenheid
om nu eens in een andere situatie op dat verschijnsel van het ‘kwadraat afsplitsen’
terug te keren. De tijd was nu kennelijk rijp om het haar echt te laten begrijpen. ~

Toch zien wij regelmatig dit klakkeloos toepassen van regeltjes zonder enig
inzicht. De kinderen doen de leraar na. Met dat voorkauwen van oplossingen
leren de kinderen geen vraagstuk oplossen, maar ze leren de oplossing van dat
vraagstuk. De leerlingen blijven te veel steken in het stadium van reproducerend
begrijpen. Nu is dat kunnen nadoen van de leraar een noodzakelijke schakel,
maar het is nog niet voldoende om leerlingen opgaven te leren oplossen die iets
afwijken van het gebruikelijke type of als zij moeten kiezen uit meer dan één
oplossingsmethode.

Bij het behandelen van een proefwerk krijgen de leerlingen altijd zo een
schitterend vals beeld van de leraar die het zo mooi heeft uitgelegd. De kinderen
hebben met veel inspanning gewerkt aan de toetsopgaven en willen nu wel eens
weten hoe je tot het goede antwoord kunt komen. Zij zijn (ondanks het cijfer?)
sterk gemotiveerd en volgen de ‘uitleg’ van de leraar. Deze stevent bewust op het
doel af alsof de te kiezen oplossingsmethode vanzelfsprekend is. Eénmaal deze
oplossingsmethode voorgetoverd en het schijnt voor de leerlingen bijzonder
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duidelijk. De leraar heeft het goed uitgelegd . . .‘stom dat we dat zelf niet konden

Een voorbeeld van een toetsopgave om dit te illustreren:

‘Bepaal vergelijkingen van de raaklijnen door het punt P (0, —2) aan de
parabool met vergelijking y = x> + 2x — 1.

De oplossing gaat als volgt:

De algemene gedaante van een rechte lijnis y = ax + b. .

De lijn gaat door (0, —2): ‘

—2=a-0+b=>b= -2
De lijn heeft dus als vergelijking
y=ax — 2

Bereken nu de snijpunten van de lijn met de parabool.
Je lost dan het stelsel op:
{y =x>+2x—1
enz.
y=ax—2

Dit leidt tot een 2e graadsvergelijking, waarin het om één oplossing gaat, dus
discriminant nul stellen, hetgeen weer leidt tot een 2e graadsvergelijking met a als
onbekende. Er rollen vervolgens twee a’s uit en de vergelijkingen van de
raaklijnen y = —2eny = 4x — 2.

De leerlingen die de opgave niet goed hadden, kunnen het hele verhaal volgen:
niets is hun onbekend, immers:

- zij kunnen de vergelijking van een rechte lijn door een gegeven punt opstellen,
- zij kunnen een stelsel van twee vergelijkingen oplossen,

— dat geldt ook voor een 2e graadsvergelijking,

- een discriminant nul stellen herinneren zij zich ook.

Maar toch . ..

Een soortgelijke opgave zullen ze nu wel kunnen oplossen, zoals:
‘Bepaal de vergelijkingen van de raaklijnen door het punt A(0,5) aan de
parabool y = —x? + 4°,

Het niveau van begrijpen is dan van reproducerende aard. Nu terug naar die

eerste toetsopgave, want de vraag is hoe je de leerlingen nog meer kunt helpen.

De kern van de toetsvraag zit 'm in dat ‘raken’. Je doet alsof je snijpunten gaat

uitrekenen, maar stelt de eis van ‘raken’. -

Deze voorwaarde leidt tot het oplossen van de parameter a.

Weten die kinderen wel goed wat raken is?

Misschien moet je wel:

— een tekeningetje maken van deze situatie;

- een aantal tekeningetjes maken van parabolen en lijnen met 0, 1 of 2
snijpunten;
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— teruggrijpen op le graadsvergelijkingen, omdat die theorie is weggezakt;
— de betekenis van de discriminant is O eruit lichten;
— een plan voor de oplossing opstellen?

Je kunt niet van achter je bureau precies zeggen wat in die klas en bij die
leerlingen het beste is, maar het lijkt me zo dat deze leraar had kunnen volstaan
met aangeven, in de vorm van een leergesprek of welke onderwijsvorm dan ook,
hoe de oplossing zou kunnen verlopen. En dat is namelijk de bedoeling van deze
opgave, juist omdat de leerlingen de daarin voorkomende technieken over het
algemeen wel beheersen.
Door met de leerlingen te praten over:
- snijden en raken;
— vergelijking parabool en rechte lijn;
~ het aantal raaklijnen aan een parabool enz.
ben je ook aan het uitleggen en misschien kunnen de leerlingen dan nog wel meer
dan alleen maar de leraar nadoen. Wellicht is hun startpositie beter bij opgaven
die iets van de toetsopgave afwijken zoals:
- geef de vergelijking van de raaklijn aan de parabool y = x* — 5 in het punt
waarvoor x = 3.
of
—. geef de vergelijking van de raaklijn aan de parabool
y = x? — 2x + 1 die evenwijdig is aan de lijn met vergelijking
y=4x+ 3.

En ook hier kan de hulp zijn in de richting van een praatje over evenwijdigheid en
richtingscoéfficiénten. Uitleggen is dan niet voorkauwen, maar de leerling
begeleiden naar de oplossing. Het is een moeizame weg die van de leraar veel
improvisatie vraagt, omdat hij in elke situatie telkens opnieuw moet bepalen wat
hij bij de leerling als bekend kan veronderstellen.en in welke vorm hij de hulp gaat
bieden. Stelt hij alleen wat vragen, geeft hij een enkele aanwijzing, laat hij een
leerling een bladzijde uit het boek overlezen, verwijst hij naar wat voorbeelden of
voorgaande opgaven of geeft hij toch de volledige oplossing om de leerling de
grote lijn te laten zien? Deze verscheidenheid van mogelijkheden maakt uitleg-
gen tot iets wat het volgens mij moet zijn, namelijk de wiskunde begrijpen om
nieuwe problemen te kunnen aanpakken.

Redaktionele noot
Zie R. Leentfaar: ‘Raaklijnen aan tweedegraadskrommen in het HAVO-onderwijs I', Euclides 56, 4,
138.

Zie A. v. Oort: ‘Raaklijnen aan tweedegraadskrommen in het HAVO-onderwijs IT’, Euclides 57, 7,
281.

Over de auteur:

Hans Aalmoes is werkzaam aan de Rijksscholengemeenschap in Schagen en
betrokken bij het MAVO-project.

324



Leren wat bewijzen is*

JOOP VAN DORMOLEN

Om een bewijs van een stelling te geven, of om een bewijs van iemand anders te
kunnen begrijpen, moet je enerzijds beschikken over een repertoire van vaardig-
heden om de gedachtengang te kunnen volgen en anderzijds moet je begrijpen
dat er iets te bewijzen valt. Ik zal dit toelichten aan het voorbeeld van de
negenproef. Ik geef drie redeneringen die daarmee te maken hebben.

Een voorbeeld

I Neemeens 628 x 573. Je hebt geen rekenapparaat tot je beschikking. Dus doe
je dat met een kladpapiertje en je vindt 359144, Je wilt het resultaat controleren
en dat niet doen door het nog eens op dezelfde manier uit te rekenen. Een gelijke
uitkomst zou immers wel eens kunnen komen doordat je dezelfde fout hebt
gemaakt. Je wilt de controle dus op een andere manier uitvoeren. Dat kun je doen
met de negenproef. Die gaat als volgt: /

Reken de rest bij deling uit van 628 en van 573.

628 geeft bij deling door 9 de rest 7
573 geeft bij deling door 9 de rest 6.

Vermenigvuldig de resten (6 maal 7 is 42) en reken de rest bij deling door 9 uit.
42 geeft bij deling door 9 rest 6.
Doe hetzelfde met het produkt.
359144 geeft bij deling door 9 de rest 8.
De rest 8 is niet hetzelfde als de rest 6 (van 42) en daarom is de vermenigvuldiging
fout. (N.B. Je kunt dit ook doen met andere delers dan 9, maar 9 is gekozen

omdat de rest bij deling zo gemakkelijk is te bepalen via de som van de cijfers.
Maar dat is een ander verhaal.)

¥ De uvitwerking van een activiteit voor een gezamenlijke studiedag van de VVWL en de NVWL op
26 april 1983 te Kapellen (Belgi€).
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IT Dat de negenproef goed is volgt uit de volgende redenering.
Stel a en b zijn twee gehele positieve getallen.

Stel d is een geheel positief getal.

Zij p rest bij deling van adoor d (0 < p < d)

Zij q rest bij deling van b door d (0 < g < d)

Dan zijn er getallen x en y zodanig dat

a=x-d+p
enb=y-d+gq

Voor het produkt a - b geldt dan
a-b=x-d-y-d+x-d-gq+y-d-p+p-gq

Zij r de rest bij deling van p - g door d(0 < r < d)
Er is dan een getal z zodanig dat

p-gq=z-d+r

We vinden zo:
a-b=x-d-y-d+x-d-q+y-d-p+z-d+r

Dit is te herleiden tot
a-b=(x-d-y+x-q+y-p+z)-d+rmet0<r<d

Hieruit blijkt dat r de rest bij deling is van a - b door d.

Conclusie:

De rest bij deling van een produkt van twee factoren door een getal is gelijk aan
de rest bij deling (door datzelfde getal) van het produkt van de resten bij deling
van de afzonderlijke factoren (door datzelfde getal).

Neem je 628 voor a, 573 voor ben 9 voor d, dan blijkt dat p = 7en g = 6,duskan
r niet gelijk aan 8 zijn.

We kunnen de negenproef ook als volgt bewijzen.

ITI Ik neem weer de getallen 628 en 573. De rest bijdeling van 628 door 9 kan je je
voorstellen door een rij stippen op een strook papier. Je telt dan telkens 9 stippen
af.

Je kunt uitrekenen dat er dan 7 stippen overblijven. Je hoeft de hele strook niet te
zien. Alleen het eind met de rest is interessant.
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Hetzelfde kun je doen met 573.

Je kunt nu het produkt 628 - 573 voorstellen door een rechthoek van stippen met
lengte 628 en breedte 573. De stippen deel je dan weer in in groepen van 9.

628

573

Je hoeft alleen maar naar het hoekje met resten te kijken, want alle andere stippen
verdwijnen in de groepjes van 9. De ‘resthoek’ bestaat uit 7 - 6 stippen, namelijk
het produkt van de resten bij deling van 628 en van 573. Hieraan zie je dat de rest
bijdeling van 628 - 573 door 9 gelijk is aan de rest bij deling van het produkt 7 - 6
van resten.

Als we de drie redeneringen bekijken dan kunnen we zeggen dat I geen bewijs is.
Het is een recept waarvan je in het beste geval wilt aannemen dat het bij alle
gehele positieve getallen zo gaat. Wie zijn leerlingen wil leren wat bewijzen is zal
zijn doel met deze redenering niet kunnen bereiken.

Il is een goed bewijs, maar het vereist nogal wat vaardigheden bij de leerling die
het voorgeschoteld krijgt. De leerling moet in staat zijn het redeneren met
variabelen te begrijpen.

Er zijn nogal wat verschillende soorten uitspraken.
Zo zijn

‘Stel a en b twee gehele positieve getallen’

en
‘Stel d is een geheel positief getal’
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definiérende zinnen.
De zinnen

*Zij p de rest bij deling van a door d’
en
‘Zij q de rest bij deling van b door d’

zijn voor een deel definiérend, maar er zit impliciet ook een bewering in, namelijk
dat a en b resten bij deling hebben. De toevoegingen

O<p<d
en‘0<qg<d

zijn uitspraken die volgen uit de definitie van rest.
De volgende zin is:

‘Dan zijn er getallen x en y zodanig dat
a=x-d+p
enb=y-d+¢q

Deze zin is erg ingewikkeld omdat het impliciet meer dan een mededeling doet.
Er is een theoretische betekenis als logische conclusie van het voorafgaande:

Als a en d gehele positieve getallen zijn en

als p de rest bij deling van a door d is,

daniis er een getal dat vermenigvuldigd met d juist het verschil van a en zijn
rest p is.

Voor b, d en g geldt hetzelfde.

Een tweede mededeling is van communicatieve aard: Ik geef die getallen een
naam: x resp. y.

Een derde mededeling van methodische aard zit helemaal verstopt: Ik weet nu
wel dat die getallen bestaan en dat ik ze een naam gegeven heb, maar dat heb ik
alleen gedaan om het vervolg van mijn verhaaltjes netjes te kunnen opschrijven.
Het interesseert me helemaal niet hoe groot die getallen zijn. (Zo kan x best 0 zijn.
alsd > aendanisp = a.Ookkan y = bzijnalsd = lisendanisgq = 0. Maardat
heeft allemaal voor mijn verhaal van nu geen belang.)

Het vervolg van verhaal II eist de nodige vaardigheid in het rekenen met letters.
En dan komen er ook nog zinnen van bovengenoemde soort.

Voor het begrijpen van het hele verhaal moet je dan nog de vaardigheid hebben
dat je al deze zinnen met elkaar in verband kunt brengen.

Wie zijn leerlingen wil leren wat een bewijs is zou daarom met het bovenstaande
zijn doel wel eens voorbij kunnen schieten.

111 ziet er op het eerste gezicht uit als I, maar nauwkeuriger bestudering leert dat

er eigenlijk dezelfde redenering staat als in II.
De getallen 628, 573 en 9 spelen in het hele verhaal dezelfde rol als a, b en d: het
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zijn variabelen die zonder bezwaar voor de geldigheid van het hele verhaal door
andere kunnen worden vervangen. Dat kan in I niet, want daar zou je wel
degelijk opnieuw moeten onderzoeken of het wel klopt. De onbelangrijkheid van
de grootte van x en y is hier openlijk door het (in gedachten) afscheuren van het
papier waarop de stippen staan. 4

Het bestaan van x en y wordt vastgesteld door het aftellen van groepjes van 9
stippen (ook als d groter dan a zou zijn gaat dit nog door: je kunt dan 0 groepen
van d stippen aftellen).

De formule a-b=x-d-y-d+x-d-q+y-d-p+p-qis ook zichtbaar:
x-d-y-dzin de vierkanten van 9 bij 9 stippen, x -d:q en y -d - p zijn de
randen van de rechthoek en p - q is de rechterbovenhoek.

III is dus een goed bewijs voor de stelling.

Voor- en nadelen van II en I11

IT heeft het voordeel dat het terug te voeren is op een axiomatische basis van de
getallenleer. Als zodanig heeft het zin om Il een mathematisch bewijs te noemen.
Het heeft de moeilijkheid dat het, zoals boven is aangetoond, een behoorlijk
groot repertoire aan vaardigheden op een redelijk hoog abstractie-niveau bij de
leerling veronderstelt.

Bij leerlingen die die vaardigheden niet hebben geeft dat grote problemen.

Als daar geen oplossing voor te vinden is ben je geneigd als leraar ofwel de
leerling te dwingen het bewijs uit het hoofd te leren in de hoop dat hij het later wel
eens een keer zal gaan begrijpen, ofwel het bewijs weg te laten en alleen zoiets als 1
te geven. Beide oplossingen verduisteren een essentieel deel van wiskunde: het
bewijzen.

I heeft het nadeel van II niet. Het sluit uitstekend aan bij het begripsvermogen
van de leerling en laat onverlet de essentie van het bewijzen: redeneren en
concluderen. Het heeft het nadeel dat het niet zonder meer terug te voeren is op
grondslagen van de getallenleer. Daarom zou het nodig zijn eerst de redenering te
formaliseren in de trant van II.

Pre-formele redeneringen.

Het feit dat II in te passen is in een formeel systeem maakt dat men het een
wetenschappelijk bewijs zou kunnen noemen, of zo men wil een wiskundig
bewijs. Het feit dat 111 eerst geformaliseerd zou moeten worden tot 11, maar dan
verder onveranderd zou blijven gelden, maakt dat men het voorwetenschappe-
lijk, of pre-formeel zou kunnen noemen.

Pre-formele bewijzen hebben dus de eigenschap dat ze formaliseerbaar zijn
zonder dat de essentie van de redenering verloren gaat en het voordeel dat ze
aangepast zijn aan het begripsniveau van leerlingen die nog niet het denkniveau
hebben bereikt waarop ze een geformaliseerde redenering kunnen volgen.

\
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Tk geef nu een paar voorbeelden van redeneringen die ik niet pre-formeel zou

willen noemen.

a Teken een driehoek op papier. Knip die uit. Scheur de hoeken af en leg die
tegen elkaar.

7
A G

Je ziet dat ze samen een gestrekte hoek vormen. Dus de som van de hoeken van
een driehoek is 180°. 4

b 2a + 3a = 5a want twee appels en drie appels is samen vijf appels.

¢ Teken een rechthoek op de zijkant van een telefoonboek en duw dan de bladen
scheef. Je ziet dan dat parallellogrammen met gelijke basis en gelijke hoogte
dezelfde oppervlakte hebben.

Deze redeneringen zijn uitstekend geschikt om leerlingen te helpen een vermoe-

den te krijgen. Het zijn geen bewijzen, ook geen pre-formele.

De redenering b lijkt nog het meest op een bewijs en dat is erg verraderlijk, want

het is in deze vorm niet te generaliseren: een appel is niet te generaliseren tot een

variabele over een getalverzameling. Wel pre-formeel is het volgende.

Slotopmerkingen

Pre-formele bewijzen zijn redeneringen aan de hand van concrete visuele of zelfs
materiéle hulpmiddelen, die kunnen worden geformaliseerd zonder dat er
essentieel iets aan de inhoud veranderd behoeft te worden. Bepaalde begripsma-
tige problemen die te maken hebben met methodiek en met theoretische
begrippen en niet met het logische aspect van het bewijzen kunnen worden
omzeild. Daarom zijn pre-formele bewijzen uitstekend geschikt om mensen te
leren wat een bewijs is, zolang ze niet geroutineerd zijn in het volgen van een reeks
van formele redeneringen.

Pre-formele bewijzen sluiten van bij wat de leerling kan bevatten.

Pre-formele bewijzen zijn geen bewijzen die in feite fout zijn en alleen bedacht zijn
‘om het voor de kinderen gemakkelijker te maken’, zoals de bekende truc van de
appeltjes bij 2a + 3a = Sa.

Pre-formele bewijzen zijn geen experimentele controles van een bewering. Een
pre-formeel bewijs is geen onvolledige inductie dat wil zeggen, het plausibel
maken van hypothesen die uit concrete voorbeelden worden gevormd. Niet elk
bewijs is als pre-formeel bewijs te geven.
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Voorbeelden

Voor hen die meer ideeén willen hebben voor pre-formele bewijzen volgt hier nog
een aantal voorbeelden.
Verschillende heb ik uit een artikel van Kirsch (1979).

1 Bewijs dat de omtrek van een vierhoek groter is dan de som van zijn
diagonalen. Neem (of stel je voor) vier spijkers als hoekpunten van een
vierhoek. Sla om elk (eventueel in gedachten) paar overstaande hoekpunten
een elastiekje.

Rek nu elk van de elastiekjes uit zodanig dat het om de andere hoekpunten
geslagen wordt. ,

Je moet telkens, dat wil zeggen vier maal, echt uitrekken. Dus de elastiekjes
worden echt langer. Daarmee is het bewijs geleverd. De handeling van het
uitrekken is formaliseerbaar tot de drichoeksongelijkheid.

2 Er is een figuur gegeven van p punten en r rechten, zoals in het volgende
plaatje: ’

Het bijzondere van de figuur is dat (a) door elk punt precies twee rechten géan

en (b) op elke rechte precies drie punten liggen.

Bewijs dat er 14 keer zoveel punten als rechten zijn.

Bewijs. i

De figuur denken we (of maken we) opgebouwd uit p houten bolletjes (als

" duplicaten van de punten) en rijzerdraadjes (als duplicaten van de rechten).

Elk bolletje wordt door 2 ijzerdraadjes doorboord, maar dat doen we zo dat de
« boorgaten elkaar niet ‘snijden. Als het netwerk klaar is, dan zagen we elk

bolletje tussen de boorgaten door.

Er waren p bolletjes, er zijn dus 2p halve bolletjes. Aan elk ijzerdraadje hangen
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3 halve bolletjes. Er waren r ijzerdraadjes, dus zijn er 3r halve bolletjes. Dus
2p = 3r. Hetgeen te bewijzen was.

3 (x+a)x+b)=x*+(a+b)x+ab
Knip een rechthoek uit dun karton.

Teken daarop een vierkant op de volgende manier:

Knip dat vierkant uit. Als de zijde de lengte x heeft, dan is de oppervlakte x?. Je
houdt nu een stuk als een haak over:

L

Knip beide ‘benen’ van de haak af.

Van de benen is een van de zijden x. Laat de andere zijden resp. a en b zijn:

l Ja L |
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De beide benen leg ik nu met het gelijke stuk x tegen elkaar.

a _

b a

Ik heb dan drie stukken die samen de opperviakte x* + (a + b)x + ab hebben.
Deze zijn even groot als het oorspronkelijke stuk karton.

De lengte van de zijden daarvan was resp. x + aen x + b, dus de oppervlakte
van het oorspronkelijke stuk is (x + a)(x + b).

Hiermee is de stelling bewezen (zij het helaas alleen voor positieve waarden van
x, aenb).

Bekijk een of ander knip-en-plak bewijs van de stelling van Pythagoras.
Bewijs de stelling van Euler voor landkaarten (H — Z + V = 2) met behulp
van dijken die door de storm weggeslagen worden en stukken land die

overstroomd worden.

Uit n kinderen kunnen

paren worden gevormd.

n(n—1)
2

Bewijs. Maak alle mogelijke paren door elk kind het eind van touwtjes vast te
laten houden waarmee het met elk ander kind wordt verbonden.

Elk kind houdt dus (n — 1) eindjes touw vast. Er zijn n kinderen, dus in totaal
n(n — 1) eindjes.

-1
Elk touwtje heeft 2 eindjes, dus zijn er n(

touwtjes.

Opmerking: De vondst hier is dat er gesproken wordt over eindjes, zodat er
niet nagedacht hoeft te worden over het feit dat touwtjes dubbel geteld worden.

Als een figuur twee symmetrie-assen heeft die niet loodrecht op elkaar staan,
dan heeft die figuur er minstens nog een. Bewijs. Laten r en s symmetrie-assen
van figuur F zijn. Copieer de figuur met de assen op een stukje doorzichtig
plastic. Die copie noem ik F* met symmetrie-assen r* en s*.

F
r

Spiegel F in r, dan gaat F in zichzelf over.
Dit is te dupliceren door F* op te tillen, een halve slag om r* te draaien en weer
neer te leggen. Het past dan precies op F.
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Daarbij valt r samen met ¥*, maar s* is nu het spiegelbeeld van sin r. Copieer s*
op het papier. Noem die copie s,

Nu is s, weer een symmetrie-as van_F, want s* is symmetrie-as van F*.

Je kunt het zelfde doen met spiegeling in s. Je krijgt dan r, als spiegelbeeld van r
en op dezelfde manier kun je aantonen dat r, symmetrie-as is van F.

8 Als van twee natuurlijke getallen a en b etk deelbaar is door ¢ danis hunk.g.v.
deelbaar door c. ' :
Bewijs. Leg steentjes van lengte a naast elkaar en leg daar bovenop een rij
steentjes van lengte b.

Maak het bewijs zelf verder af.
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Inkonsekwente normeringen

DICK BUIJS

Kort geleden las ik ergens over wiskunde-examens de volgende regels:

‘De korrektievoorschriften bij de examens zijn soms zeer strikt en gedetail-
leerd. Niettemin zijn de meningsverschillen tussen 1¢ .en 2¢ korrektor
berucht.’

In het onderstaande wil ik het niet hebben over meningsverschillen die slechts een
seniele tweede korrektor als oorzaak hebben, of wellicht een leraar die al te goed
wil zijn voor zijn leerlingen. Het gaat mij hier om een steeds terugkerende bron
van ergernis, nl. de formulering van sommige examenopgaven en hierop
aansluitend een vaak inkonsekwente manier van normeren. De onderstaande
voorbeelden spreken, dacht ik, wel voor zich.

vb 1

vb 2

vwo wiskunde I 1982, opg. 3a

Gegeven is voor iedere p # 0 de funktie f,(x) = 2In’x — 2pInx.
Onderzoek f ; bepaal de kodrdinaten van het buigpunt; teken de grafiek
van f].

Betreffende het buigpunt merke men op dat f,""(x) = 0 = x = ¢'*. Dus het
buigpunt bevindt zich bij x = e'*. Vraag is alleen: Moet de kandidaat
nagaan of bij deze x f;" van teken wisselt (velen vinden van wel). M.i. is
gegeven dat er een buigpunt is, dus deze moet zich wel bij x = e'?
bevinden. Anders is de opgave fout.

havo wiskunde 1983, opg. Ic

Gegeven is f(x) = 3x* — 2x* + 3x. De minimale richtingscoéfficiént (r.c.)
van de raaklijn aan de grafiek van f'is m.

Bereken m en stel een vergelijking op van de raaklijn aan de grafiek van f
met r.c. m. ‘

De r.c. wordt gegeven door f'(x) = x? — 4x + 3, enf"'(x) = 0 geeft x = 2.
Je ziet z6 dat x = 2 een minimum geeft. Desondanks wordt het door
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sommige docenten als fout aangerekend als een tekenschema van 1
waaruit het minimum van f” blijkt, ontbreekt.

Bovenstaande (op zich futiele) voorbeelden beschrijven hoe onenigheid kan
ontstaan over enig gegeven in de opgave, waarvan sommigen willen dat de
juistheid ervan ook nog eens door de kandidaat wordt aangetoond. Bij de
volgende twee (minder futiele) voorbeelden geeft zo’n kontrole echter onoverko-
melijke problemen.

vb 3 vwo wiskunde I 1983, opg. 4¢

V is de verzameling differentieerbare funkties f van <0, 7) naar R met de
eigenschap dat voor iedere x uit het domein geldt:

*) f'(x) =f(x) + Tcosx + sinx.

De grafiek van een element van V heeft een buigpunt op de lijn y = 10.
Bereken de r.c. van de raaklijn aan de grafiek in dit buigpunt.

Men leide af dat f”'(x) = f(x) + 8cosx — 6sinx = f(x) + 10cos (x — ®),
waarbij cos ¢ = 2en sin ¢ = —3. Uit het gegeven: f heeft een buigpunt op
de lijn y = 10 volgt dan: ; ‘

-x-*) f//(x) =10 + IOCOS(X - ¢) =0=x=7n+ 0.

Het vervolg: f'(n + ¢) = 10 — 7cos ¢ — sin ¢ = 5, dus de gevraagde r.c.
is 5, spreekt voor zich.

Een kleine komplikatie: Een kollega van mij vertelde dat één van zijn leerlingen
bij »«) had opgemerkt dat /"’ bij x = 7 + ¢ niet van'teken wisselt, omdat dan
cos(x — @) een uiterste waarde bereikt. Vervolgens was hij maar opgehouden
met de som.

Het heeft deze kollega en mijzelf geruime tijd en veel moeite gekost om erachter te
komen dat het gevraagde buigpunt wel degelijk een echt buigpunt is, en dat die
leerling een verkeerde konklusie had getrokken. Het bewijs ervan is echter
zodanig, dat redelijkerwijs niet verondersteld kan worden dat leerlingen zoiets in
hun examen vermelden (de argwanende lezer moet zelf maar eens proberen om
het netjes op te schrijven).

Over deze opgave nog wat anders: Er wordt gesproken over f’ en over een
buigpunt, maar is f eigenlijk wel voor iedere x tweemaal differentieerbaar? In de
opgave is het niet gegeven, dus zou het bewezen moeten worden voordat je met /'
gaat rekenen. Het bewijs zelf is simpel: in *) kun je het rechterlid differentiéren
omdat f volgens het gegeven (eenmaal) differentieerbaar is, en dus bestaat /', de
afgeleide van het linkerlid. Alleen, welke kandidaat denkt eraan? Anderzijds, als
men het niet kontroleren van het bestaan van f”' (wat immers niet gegeven is)
vergoelijkt, waarom rekent men het niet kontroleren van het buigpunt in
voorbeeld 1 (waarvan het bestaan wél is gegeven) dan fout?
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Het volgende voorbeeld mag er ook wezen:
vb 4 vwo wiskunde II 1981 (2¢ tijdvak), opg. lc

In R, is voor iedere reéle k gegeven de lijn [, met vergelijking
kxy + x, + k* = 0. Voor iedere a # O en b # 0 is A, , een lineaire afbeel-

ding met matrix <0 Een afbeelding A4, , beeldt elke [, waarbij k # 0 af

o)
- op zichzelf. Welke relatie bestaat er tussen a en b?

Deze opgave is al eerder in Euclides besproken. Het antwoord had moeten
zijn: ab = 1, maar omdat geen enkel getallenpaar a, b voldoet, zou ook het
antwoord a + b = a + b + 1 korrekt zijn geweest. Zou de kandidaat nu
echt uit zichzelf bij de berekening moeten kunnen vaststellen dat het
gegeven van de opgave onmogelijk is?

De voorbeelden 3 en 4 laten toch wel duidelijk zien dat een kandidaat eventuele
gegevens in een opgave gewoon moet gebruiken, en zun verstand op nul moet
zetten als hij vindt dat er iets niet klopt.

In het volgende is het echter anders:

vb 5 vwo wiskunde IT 1983, opg. 1b

Gegeven zijn in Ry de punten 0(0, 0, 0), A(— 3, 6,0), B(6,0, 6)en C(9, 6, p).
Bij een spiegeling S in een lijn s is S(0) = Ben S(4) = C.
Bereken p en geef een vektorvoorstelling (v.v.) van s.

Gegeven is dat S en s bestaan, dus m.i. is de volgende oplossing goed: Bij
spiegelen blijven lengtes gelijk, dus OA4 = BC = \/(37' +6%) =
V(3% + 62 + (p— 6)2) = p = 6. s gaat door de middens van OB en AC,
dus door (3,0,3) en (3,6, 3). Voor s vind je dus als v.v.:

()]

Helaas: Volgens de korrektievoorschriften moeten (afhankelijk van de manier
waarop je ze interpreteert) van de 11 te behalen punten er 2, 3 of 4 punten worden
afgetrokken. Men moet namelijk ook nagaan of s inderdaad goed is, d.w.z. men
moet kontroleren of s L OB A s L AC geldt. (In feite hebben veel leerlingen s
door het midden van OB en van AC genomen; de richtingsvektor is dan

0
( 6 ), ens L OB geeft p = 6. s L AC werd hiefna niet meer gekontroleerd.)

1
2p — 3
In dit voorbeeld geldt kennelijk een andere ‘logika’ dan in de voorafgaande twee.

vb 6 hetzelfde examen, opg. 2¢

Gegeven zijn in Ryde punten 4(2, 0, 4), (2, 4), C(0,2,1)en D(4, 1, 6). Bij
vermenigvuldiging met faktor f't.o.v. P(6; — 3, 11) snijdt het beeld van het
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lijnstuk AB de lijn CD. Bereken f'en de kodrdinaten van het snijpunt.

Men lette op het woord lijnstuk. Wat zou de moeilijkheid zijn? Een v.v. van

6 — 4
A'Bisx = ( 13 +_]];}f> + A<0> A 0 < A <2-|f]. Het niet vermelden van
de voorwaarde voor 4 kost twee punten Ongeacht deze voorwaarde vindt
men precies één waarde voor f, nl f = 3 en één snijpunt S(1, 12,2%). Men
behoeft van de normenopstellers niet meer na te gaan of S tussen A’ en B’
ligt. Logisch, zou je zeggen, want in het andere geval zou de opgave
verkeerd zijn geweest.

Waarom dan die voorwaarde voor A?

Wat betreft de voorbeelden 5 en 6: als gekommitteerde (invallend voor een zieke
kollega) had ik geen enkele moeite met het voorstel van de examinator om de
korrektievoorschriften te laten voor wat zij waren en goed te rekenen wat o.1.
goed was. Genoemde zieke kollega, die het werk van zijn eigen leerlingen nog wel
had nagekeken, had zich aanvankelijk wel aan de normen gehouden, maar op
advies van zijn tweede korrektor is ook hij hiervan afgeweken.

Burgerlijke ongehoorzaamheid dus, die niet slechts voortkomt uit onze slechte
inborst. Dit soort zaken vraagt erom. '

Tot slot nog een voorstel tot verbetering:
Wat vindt men bij voorbeeld 5 van de volgende formulering (als men tenminste
inderdaad wil dat s L OB en s L AC wordt gekontroleerd):

Ga na, of voor zekere p een lijn s bestaat, zodat bij spiegeling in deze lijn, O
wordt afgebeeld op B, en 4 wordt afgebeeld op C.
Zo ja, bereken dan voor dit geval p en geef een v.v. voor s.

Of wat betreft voorbeeld 1:

Ga na dat f, buigpunten heeft, en bereken de koordinaten van die
buigpunten (Vademecum, blz. 39).

Of anders:

Bepaal de kodrdinaten van het buigpunt van f; ..
(maar dan wel in de normen de mededeling: Voor f,"(x) =0 geeft
buigpunt (e'$, 11), tekenschema f, "’ niet noodzakelijk, . . .)

Dergelijke veranderingen lijken mij niet ingrijpend, maar nemen wel een hoop
ergernis en bronnen van onenigheid weg. En de docent houdt meer tijd over voor
het uitleggen van wiskunde, tijd die hij nu aan haarkloverij, cq het voorbereiden
van zijn leerlingen op haarkloverij moet besteden.
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Nogmaals: Oneindig min oneindig en nul
maal oneindig

FRED PACH

In zijn artikel ‘Oneindig min oneindig en nul maal oneindig’ (Euclides 58 no. 9,
p.342-344) schetst Harrie Broekman een manier om naast of in plaats van €en
formele verklaring een meetkundige illustratie te geven waarom o — oc en
0 x oo niet gedefinieerd zijn. Het gegeven voorbeeld lijkt me echter nodeloos
ingewikkeld, en ik kan dan ook levendig meevoelen met de geciteerde leerling die
maar liever een aardig regeltje had.

Ik zou het denk ik zo doen:

oo — oo, Alsin figuur 1 P steeds verder naar rechts schuift, naderen AP en BP tot
c0.Dus AP — BP naderttot ‘c — oo’. Maar AP — BP = AB (of —AB, alswe B
links van A gekozen hadden), onafhankelijk van P. Dus door 4 en B geschikt te
kiezen kunnen we uit AP — BP elk willekeurig getal laten komen, en ook nog wel
o0 of — oo door in plaats van het lijnstuk 4P of BP de halve lijn eindigend in P te
nemen.

]l | 1
] | ]
- A B P

Figuur 1

0 x oo. Het vierkant in figuur 2 knippen we horizontaal doormidden, en de twee
helften plakken we naast elkaar. Dit herhalen we bij de nu verkregen rechthoek,
enzovoort. Zo krijgen we een rijrechthoeken waarvan de hoogte tot 0 nadert en
de breedte tot oc, dus de oppervlakte tot ‘0 x <o’ terwijl anderzijds de
oppervlakte steeds gelijk blijft aan die van het oorspronkelijke vierkant, dat we
zo groot kunnen kiezen als we willen.

P
Figuur 2 R EsT——1——1—— I

Nog wat opmerkingen:

1 Hetlijkt me nuttig leerlingen er op te wijzen dat er geen wiskundig opperwezen
is (met als vertegenwoordiger op aarde de wiskundeleraar) dat ons verbiedt
oo — oo te definiéren (bijvoorbeeld als 0, of 73). Het is echter geen gewoonte
omdat we er doorgaans zo weinig gemak van zouden hebben: de rekenregels
uit R gelden niet (bijvoorbeeld w +5— o0 =00 — o0 =0, maar
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o — o+ 5=0+5=25), en evenmin de rekenregels voor limieten (zie de
volgende opmerking).

2 We komen in de schoolwiskunde oc alleen in formuleringen als
lim (f(x) — g(x)) = o tegen als iets getalachtigs, iets waar je rekenkundige
bewerkingen mee zou willen uitvoeren. Met name ligt het voor de hand een
regel als lim (f{x) — g(x)) = limf(x) — lim g(x) te willen ge-/misbruiken. Bij

. (1 . . .
lim <— + 3> = o + 3 = oo valt niemand daar over. (Misschien durven
x=0\ X
sommigen de tussenstap oo + 3 niet op te schrijven, maar we denken het
A .y . (1 1
allemaal.) En dan wordt het verleidelijk ook te schrijven lim (— - ;) =
x>0\ X
o0 — oo = 0. Waarop je als leraar natuurlijk komt aandragen met bijvoor-

beeld lim <<l + 1) _ l) en lim <E _ l)_
x=0 X X x=0\X X

3 De laatste voorbeelden zullen sommige leerlingen wel overtuigen, andere
zullen toch nog wel behoefte aan een plaatje hebben. Terecht benadrukt Harrie
Broekman het belang van meetkundige toelichting bij algebraische zaken.
Ongetwijfeld schort het daar vaak aan, maar een gunstige uitzondering is de
meetkundige representatie van de reéle getallen, inclusief optellen en aftrek-
ken, met behulp van de getallenlijn (vergelijk mijn eerste voorbeeld). En op de
vraag naar een voorstelling van het produkt van twee positieve getallen zullen
veel mensen direct aan de oppervlakte van een rechthoek denken.

4 Een voorbeeld dat bedoeld is om leerlingen te helpen een wiskundig begrip te
doorgronden moet volgens mij zo eenvoudig en voor de hand liggend zijn als
mogelijk is. Ten eerste omdat de essentie de leerlingen in zo’n geval nog niet
duidelijk voor ogen staat, en hun bij teveel ruis al gauw geheel ontgaat. Ten
tweede omdat leerlingen liefst het idee moeten hebben dat ze zo’n voorbeeld
zelf ook wel zouden kunnen verzinnen, in plaats van zich overgeleverd te
voelen aan de toverkunstjes van de leraar. Ten derde omdat een belangrijk
aspect van de wiskunde, het reduceren van een zaak tot het meest essentiéle,
zoveel mogelijk aan de leerlingen gedemonstreerd moet worden. En ten vierde
omdat een voorbeeld dat op simpele wijze de essentie van een begrip laat zien,
door het plotselinge inzicht sterk motiverend kan werken, en kans maakt te
gaan functioneren als paradigmatisch voorbeeld, zoals Freudenthal dat
noemt, een voorbeeld waar alles in samengevat is en waar je telkens weer op
terug kunt vallen. Mijn voorbeelden lijken me hieraan beter te voldoen dan de
oorspronkelijke.

De auteur heeft een aantal jaren op het Mathematisch Instituut van de

Universiteit van Amsterdam gewerkt en is thans leraar aan de Knorrmga :
Avondscholen Gemeenschap in Amsterdam.
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De XXIVe Internationale Wiskunde
Olympiade

J. VAN DE CRAATS

Bij de XXIVe Internationale Wiskunde Olympiade, die van 1 tot 12 juli 1983 in
Parijs werd georganiseerd, is de Nederlandse ploeg in het landenklassement op
de zevende plaats geéindigd. Aan de wedstrijd namen 186 scholieren uit 32
landen deel. Vrijwel elk land zond een team van zes deelnemers. Vier Nederlan-
ders vielen in de prijzen: Daan Krammer uit Hengelo was €én van de negen
winnaars van een gouden medaille, en Victor Allis uit Aalsmeer, Daniel
Tuijnman uit Arnhem en Menke Ubbens uit Sneek behaalden (samen met 24
anderen)zilver. Daan, Victor en Daniel gaan wiskunde studeren in resp. Utrecht,
Amsterdam (VU) en Nijmegen, terwijl Menke nog een jaar naar school moet.
De Olympiade, die plaats vond in het Lycée Louis le Grand, bestond uit twee
zittingen van 4% uur met elk drie opgaven. De wedstrijd bleek dit jaar extra
moeilijk te zijn, gezien het feit dat de helft van de deelnemers minder dan 15
punten scoorden, bij een maximum van 42. Vooral de opgaven 5 en 6 waren grote
struikelblokken, Opvallend waren de verbluffend goede prestaties van West
Duitsland (vier maal goud en een maal zilver), en de matige scores van
traditioneel sterke landen als Tsjechoslowakije, Bulgarlje Polen DDR, Groot
Brittanni¢, Joegoslavié en Frankrijk.

De huisvesting van deelnemers en juryleden in het Lycée, in het centrum van
Parijs, waarborgde een intensief en vriendschappelijk contact tussen alle teams.
Dit werd nog extra gestimuleerd door een aantal ontvangsten, concerten,
excursies (0.a. naar Versailles) en museumbezoeken. De feestelijke prijsuitrei-
king vond plaats op 11 juli in het Grand Amphithéatre van de Sorbonne.

De Nederlandse ploeg is geselecteerd uit de prijswinnaars van de Nederlandse
Wiskunde Olympiade 1982. De training d.m.v. lesbrieven werd weer verzorgd
door dr. J. van de Craats. Voor Nederland hadden zitting in de internationale
jury drs. J. M. Notenboom (SOL Utrecht) en dr. J. van de Craats.

Prestaties Nederlandse deelnemers: -

Opgaven: 1 2 3 4 5 6 totaal
Victor Allis 7 7 7 3 7 4 35
Ronald Beekelaar 1 2 0 7 0 0 10

. Daan Krammer 6 7 7 7 7 4 38
Bart de Smit 2 01 001 4
Daniel Tutjnman 2 7 7 7 7 0 30
Menke Ubbens 707 705 26

341



Landenklassement (totaal aantal punten per land):

1 West Duitsland 212 17 Israel 96
2 USA 171 18 Joegoslavié , 89
- 3 Hongarije 170 19 Australié 86
» 4 Sovjet Unie 169 20 Brazilié 77
+ 5 Roemenié 161 21 Zweden 47
6 Vietnam 148 22 Oostenrijk 45
7 NEDERLAND 143 23 Spanje (4) 37
+ 8 Tsjechoslowakije 142 24 Cuba 36
+ 9 Bulgarije 137 25 Marokko ' 32
10 Frankrijk 123 26 Tunesié 31
11 Groot Brittannié 121 27 Belgié 26
« 12 DDR 117 28 Colombia 21
13 Finland 103 29 Luxemburg (2) 13
14 Canada 102 30 Algerié 6
+15 Polen 101 31 Koeweit 4
16 Griekenland 97 32 Ttahé : 2
Opgaven

Eerste dag (beschikbare tijd: 4% uur)

1 Bepaal alle functies f die de verzameling van de reéle getallen groter dan nulin
zichzelf afbeelden, die voldoen aan de volgende voorwaarden:
(i) f(xf(y)) = yf(x) voor alle regle x, y > 0, '
(i1) f(x) - 0 voor x — <

2 Gegeven zijn in het vlak twee elkaar snijdende cirkels C, en C, met ongelijke
stralen en met middelpunten O, respectievelijk O,.
A is één van de twee snijpunten van de cirkels. Eén van de twee gemeenschap-
pelijke raaklijnen raakt C, in P, en C, in P,, de andere gemeenschappelijke
raaklijn raakt C; in Q, en C, in Q,.
M, is het midden van P,Q,, M, is het midden van P,Q,.
Bewijs: L 0,40, = LM AM,.

3 a, b en c zijn gehele getallen groter dan nul.
ged(a, b) = ggd(b, c) = ggd(c,a) = 1.
Bewijs dat 2abc — ab — bc — ca het grootste gehele getal is dat niet geschreven
kan worden in de vorm xbc + yca + zab met x, y en z gehele getallen groter
. dan of gelijk aan nul.

Tweede dag (beschikbare tijd: 45 uur)

4 Gegeven is een gelijkzijdige driechoek ABC. E is de verzameling bestaande uit
alle punten van de lijnstukken AB, BC en CA, inclusief de eindpunten.
Is het voor elke partitie van E in twee deelverzamelingen mogelijk om in
minstens één van de twee deelverzamelingen drie punten te vinden die de
hoekpunten vormen van een rechthoekige drichoek? Bewijs je antwoord.
(V en W vormen een partitie van E als geldt: VU W =Een VAW =)
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5 Is het mogelijk om 1983 verschillende gehele getallen te kiezen, alle groter dan
nul en kleiner dan of gelijk aan 100.000, zo, dat er geen drie bij zijn die
opvolgende termen zijn van een rekenkundige rij? Bewijs je antwoord.

6 Van een drichock zijn de lengtes van de zijden a, b en c. Bewijs:
a*b(a — b)