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Oorzaken van slechte proefwerkresultaten

H. BOSSCHER

Oegstgeest

Regelmatig komt het voor dat bij wiskundeproefwerken de resultaten niet
voldoen aan de verwachtingen die de leraar had.

Analyse van proefwerken geeft een aantal mogelijke oorzaken.

a De aard van het proefwerk.

b De ordening van de leerstof.

¢ De situatie en de verwachting.

I Theoretische overwegingen.

a De aard van het proefwerk.

De leraar probeert in het proefwerk dikwijls inzicht te toetsen door opgaven
te geven waarbij het niet voldoende is dat men de in de betreffende hoofd-
stukken behandelde vraagstukken begrepen heeft.

Ook wiskundige kennis en vaardigheid uit vorige hoofdstukken is nodig.
Leerstof en vraagstukken uit de vorige hoofdstukken zijn niet altijd opnieuw
aan de orde gekomen. In principe hebben de leerlingen de benodigde wis-
kundige technicken wel gehad. Daarvan is in het geheugen dan ook wel een
sporensysteem ontstaan, maar dat systeem is tijdens de nieuwe leerstof niet
geactualiseerd. Het betekent dat de leerstof niet geactiveerd is binnen de
context waarin het destijds aan de orde was en waardoor er dus ook geen
integratie tot stand kan worden gebracht met de nieuwe leerstof.

Transfer naar andere vakken, bv. natuurkunde, ontbreekt dan ook. Er treedt
systeemscheiding op t.o.v. de verschillende kennisgebieden. Ter voorkoming
van deze problemen moeten we er voor zorgen dat het leerresultaat steeds
voldoende wendbaar wordt aangebracht, in verschillende situaties wordt
toegepast.

Het is zinloos om inzicht te willen toetsen als er in het voorafgaande leerproces
geen inzicht-bevorderend-leren heeft plaatsgevonden.

Er zijn eveneens bezwaren aan te voeren tegen een ander type proefwerk.
Voorstanders van het aankweken van zgn. routine, bedoeld wordt dan een
groot aantal eenvoudige opgaven van hetzelfde type maken, realiseren zich
onvoldoende dat juist daardoor systeemscheiding bevorderd wordt. De be-
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oordeling gaat bovendien plaatsvinden op grond van de vraag of men in staat
is in een beperkte tijd veel van zulke opgaven te maken.

De vraag is of ‘selectie’ daarmee wel op de juiste wijze plaatsvindt.
Vaardigheid in het wiskunde-onderwijs is noodzakelijk, daarover is iedereen
het wel eens. De vraag is echter of deze vaardigheid middel is of doel.

Inzicht-bevorderend-leren.

Het gaat erom dat leerlingen algemene principes van oplossingsmethoden in
abstracte vorm leren hanteren. Het is dus zeker niet voldoende dat leerlingen
bepaalde voorbeelden gaan memoriseren, om vervolgens zelf precies zulke
opgaven te gaan maken. Tot onze taak in het (wiskunde)onderwijs behoort
ook dat wij de leerlingen leren hoe zij problemen moeten aanpakken. Het
leerresultaat moet zijn dat de leerling in staat is om oplossingsmethoden
expliciet te formuleren en daarna problemen op te lossen. Zij moeten bv. ook
leren hoe zij een moeilijk, complex probleem eerst kunnen terugbrengen tot
een vergelijkbaar eenvoudiger probleem.

Van Parreren heeft in zijn systeemtheorie aandacht op deze zaken gevestigd.
Daarbij is ook aandacht geschonken aan de invloed van aanschouwelijk
materiaal op het denken en speelt de waarneming op basis- van de Gestalt-
psychologie een belangrijke rol. Onderzoekingen hebben daarbij aangetoond
dat de wijze waarop het materiaal wordt aangeboden een belangrijke voor-
waarde is om de beoogde leerresultaten te bereiken.

Willen wij in het onderwijs betere leerresultaten bereiken dan zullen wij ons
niet alleen moeten bezig houden met de leerstof maar ook met de wijze van
leren. De manier waarop problemen moeten worden aangepakt door leer-
lingen is dikwijls iets dat niet aan de orde komt omdat de leraar de aanpak
haast vanzelfsprekend kiest en niet voldoende analyseert waarom hij dat zo
doet en hoe hij de leerlingen moet leren om ook tot de juiste probleemaanpak
te komen. ’

b De ordening van de leerstof.

Oorzaken van slechte proefwerkresultaten kunnen ook in het leerproces liggen
door een verkeerde opbouw van de leerstof. Teneinde dat straks bij een aantal
voorbeelden te kunnen toelichten eerst nog even iets over een model van leer-
stofordening.

Van Dormolen sluit in zijn model O.S.A.E.V. aan op de leerpsychologie van
Van Parreren. Hij onderscheidt: de fase van het oriénteren; de fase van het
sorteren; het controleren of abstractie bereikt is; de fase van het expliciteren
en de fase van het verwerken. Het model is bedoeld voor het leren van be-
grippen, eigenschappen, algoritmen enz.

Bij het oriénteren gaat het om actualisering van geheugensporen van relevante
voorkennis en om probleemstelling en doel. ’

Bij het sorteren wordt het nieuwe materiaal aangeboden en geordend, op basis
waarvan de nieuwe kennis moet ontstaan. De leerlingen kunnen alleen of met
behulp van het boek en/of de docent tot overzicht komen. Het materiaal moet
in zekere mate voorgestructureerd worden aangeboden.

Tijdens de abstractie ontstaat het inzicht om n.a.v. het geordende materiaal
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te kunnen onderscheiden. Dit kan zijn wat wel en wat niet tot het nieuwe
begrip behoort, waarvoor de eigenschap wel geldt en waarvoor niet, wanneer
het algoritme wel toe te passen is of wanneer niet. Abstractie vindt o.a. plaats
op grond van ‘aha’-ervaringen.

Bij het expliciteren moet de leerling komen tot het met behulp van taal en/of
symbolen expliciteren van hetgeen ontdekt is. Hieronder valt m.n. ook het
expliciet kunnen beschikken over oplossingsmethoden en methoden van aan-
pak.

Bij het verwerken tenslotte wordt het nieuw geleerde geoefend, vastgelegd en
in verband gebracht met reeds aanwezige systemen, (wendbaarheid van het
- nieuwe leerresultaat en transfer naar andere systemen).

Indien nu in het leerproces abstractie niet bereikt wordt of de leerling niet
komt tot expliciteren, dan zal hij moeten werken op basis van de voorbeelden.
Het leerresultaat biedt dan geen mogelijkheden om in afwijkende gevallen
tot oplossing van het probleem te komen.

Leren bij de opvoeding.

Een voorbeeld van een leerproces doet zich voor in de opvoeding. Doordat
kinderen in allerlei bijzondere gevallen ervaren wat ze beter wel kunnen doen
en wat niet, sorteren ze en komen tot abstractie wanneer ze zelf in staat zijn,
om, zonder beredenering, te weten wat ze wel en wat ze niet zullen doen.
Vervolgens zijn ze ook in staat op expliciet onder woorden te brengen, los
van de concrete voorbeeldjes, hoe zij zich willen gedragen en waarom.

Er ontstaat een soort definitie van hun gedrag. Bij het verwerken moet dit
dan in de praktijk blijken en zal het geintegreerd worden in het karakter.

¢ De situatie en de verwachting.

Dikwijls is het maken van fouten bij proefwerken ook een gevolg van slordig
werken of slordig denken. Het komt bij proefwerken nogal eens voor dat wij
leerlingen daartoe brengen, door hen onvoldoende tijd te geven om rustig na
te denken.

De leerlingen weten dan uit ervaring al dat ze bij een proefwerk te weinig tijd
hebben en stellen zich daarop reeds bij voorbaat in. Dit kan er toe leiden dat
opgaven worden gemaakt op basis van hetgeen de leerling aanschouwelijk
waarneemt.

Volgens de Gestaltpsychologie vindt het waarnemen plaats in grotere gehelen,
die ontstaan doordat in het materiaal tijdens het waarnemen gedeelten als een
‘Gestalt’ worden gestructureerd. Het visuele beeld krijgt dan een zekere
valentie voor de leerling waardoor een bepaalde reactie ontstaat, (valentie is
dan de ingebouwde signaalwaarde van het materiaal).

Deze visuele waarneming is niet altijd in overeenstemming met de w1skund1ge
spelregels!

Op grond van ervaring met vorige proefwerken kunnen bij de leerlingen dus

verwachtingen ontstaan t.a.v. tijdgebrek, waardoor rustig nadenken niet goed
mogelijk is. Ook kunnen verwachtingen ontstaan t.a.v. de moeilijkheidsgraad
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van het proefwerk. Indien er een te groot verschil bestaat tussen het prestatie-
niveau van de leerling en de gestelde norm kan dit bij leerlingen een ongunstige
invloed hebben op de motivatie of leiden tot spanning op grond van de ver-
wachting te falen.

De wijze waarop de leraar de hele proefwerksituatie hanteert, het affectief
klimaat van de situatie kan ook positief werken. Ook is het van belang het
proefwerk op te bouwen naar opklimmende moeilijkheidsgraad.

De leerlingen kunnen dan de ervaring hebben van ‘een goed begin is het halve
werk’.

Il Enkele voorbeelden.

Aan de hand van enkele concrete voorbeelden uit de praktijk wil ik nu proberen
het bovenstaande toe te lichten. U zult deze voorbeelden ongetwijfeld zelf met
vele andere kunnen uitbreiden. Bij ieder onderwerp gaat het in feite om dezelfde
soort problemen.

Ik denk bv. aan het herleiden van wortels, het kwadraat afsplitsen bij 2e-
graadsfuncties (niet als cultus maar als middel tot begrip van maximale — en
minimale waarden), het bepalen van (inverse) functies, het herleiden van
goniometrische functies, het samenstellen van transformaties, het berekenen
van integralen, het oplossen van differentiaalvergelijkingen enz.

Voorbeeld 1.

Bij een proefwerk over lijnen en cirkels waren in het boek alleen opgaven
gemaakt over cirkels met het middelpunt in de oorsprong en over raaklijnen
in de oorsprong of vanuit de oorsprong aan een gegeven cirkel, waarvan het
middelpunt bekend is. In het proefwerk werd verwacht dat leerlingen ook in
staat zouden zijn om vergelijkingen van raaklijnen te bepalen in willekeurige
punten van cirkels waarvan het middelpunt niet in de oorsprong ligt. Boven-
dien werd verondersteld dat leerlingen in staat waren om, via ‘kwadraat-
afsplitsen’, hetgeen vroeger behandeld was, uit de vergelijking van de cirkel
zelf het middelpunt te bepalen.

De aard van het proefwerk sloot niet aan bij de behandelde leerstof. Er was
onvoldoende integratie van oude en nieuwe leerstof tot stand gekomen.
Oplossingsmethoden waren onvoldoende ge€xpliciteerd.

Voorbeeld I1.

3x+1
x—1

geheel getal en een breuk. De leerling gaat een ‘staartdeling’ maken.

De opdracht is om de breuk te herleiden tot een optelling van een

x—1/3x+1\3
3x-3
4

Maar wat er nu verder gebeuren moet weet de leerling niet. Dit soort her-
leidingen geeft problemen omdat niet geéxpliciteerd is wat delen betekent,
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m.n. wat een rest betekent. De rest 4 moet nog gedeeld worden door x—1.
Reeds bij het basisonderwijs zijn al veel staartdelingen gemaakt, maar het is
vermoedelijk gebleven bij het nadoen van de voorbeelden. De leerstof moet
geactualiseerd worden. Dit kan gebeuren met voorbeelden als

12 = 4% waarbij 45 dan gelezen kan worden als 4+2:3.

Voorbeeld I11.
Als van leerlingen verwacht wordt dat ze breuken kunnen optellen maken ze
wel de volgende fout

1 1 1

—+ = .
x x=10  x(x—-10)
Eerst moet geactualiseerd worden wat er over het optellen van breuken bekend
is.
Afhankelijk van het niveau dienen voorbeelden behandeld te worden als
1+1_1-5 -3 5 3 8
35

35753 15715 15

1 1 16 1-a b a a+b

a5 abba ab ab ab
We kunnen echter niet volstaan met het behandelen van deze voorbeelden
die dan nagedaan worden. De leerling moet geleerd worden te expliciteren
hoe breuken moeten worden opgeteld. Waarom en hoe de noemers gelijk-
namig moeten worden gemaakt.
Dat eerst van iedere breuk de teller en de noemer met eenzelfde getal ver-
menigvuldigd moeten worden. De leerlingen moeten na enige tijd in staat zijn
om dit oplossingschema in woorden zelf te geven, dit moet regelmatig worden
herhaald.
Als we dit niet doen gaan leerlingen bij proefwerken, als ze zich (moeten)
haasten, fouten maken doordat ze op basis van visuele waarneming gaan
v_vérken en niet op basis van geleerde oplossingsschema’s.

Voorbeeld IV '

Bij herleiding van % wordt dit gelijk gesteld aan 2p i.p.v. %

Er is blijkbaar niet zorgvuldig nagedacht over wat delen betekent maar er is
vooral op basis van aanschouwelijkheid een resultaat opgeschreven. In de
opgave is nl. de letter p gebonden gezien aan het getal 2 (Gestalt).

Zodra gedacht wordt % = 2 vindt de volgende stap plaats op basis van deze

4
Gestalt en komt er %" 2p.

Er wordt dan niet gedacht dat 4 gedeeld moet worden door 2 en ook gedeeld
moet worden door p.

Er worden herleidingen gemaakt op basis van visuele waarneming 1.p.v. door
middel van denkprocessen.
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Voorbeeld V.
Het getal 24 moet worden ontbonden in faktoren. De leraar constateert dat
de leerling dit niet meer kan. De leraar doet het nu voor.

24

Als de leerling bovenstaand plaatje weer ziet, herinnert hij zich dat hij zulke
plaatjes inderdaad eerder heeft gezien. Van hem werd kennelijk verwacht dat
hij nog zo’n ‘staart’ kon maken. Hem waren zulke voorbeelden geleerd, maar
kennelijk was het expliciteren niet aan bod gekomen. De leerling weet niet
wat ontbinden in faktoren betekent. Hij weet niet dat het gaat om het kleinste
positieve gehele getal waardoor het getal gedeeld kan worden en dat ver-
volgens het quotiént weer door het kleinst mogelijk positieve gehele getal
moet worden gedeeld en dat getallen waardoor je dan gedeeld hebt de faktoren
zijn. De staart, het plaatje zelf, is geleerd maar er is niet via het plaatje geleerd
wat ontbinden in faktoren is.

De leraar moet regelmatig vragen stellen over de ‘spelregels’, in het begin erg
concreet later meer als een signaal bv: ‘waar moet je op letten’. Als dat regel-
matig gebeurt krijgen op den duur de opgaven zelf al valentie voor het hanteren
van de goede oplossingsschema’s.

HI Natuurkunde-onderwijs.

Bovenstaande problemen gelden eveneens in bv. het natuurkunde-onderwijs.
Leraren constateren dat leerlingen bepaalde wiskundige vaardigheden niet
beheersen en concluderen vervolgens dat hen dit niet goed geleerd is. Dat zou
dan een gevolg van de modernisering van het wiskunde-onderwijs kunnen zijn.
Natuurlijk hebben de leerlingen de vaak zeer eenvoudige opgaven met bv.
breuken wel geleerd.

Aan het eind van het basisonderwijs waren de leerlingen in staat om zulke
opgaven te maken. Trouwens ook voor de modernisering bestonden deze
problemen bij het natuurkunde-onderwijs al (bv. t.a.v. van de lenzenformule
voor de brandpuntsafstand). De leerlingen hebben echter de leerstof geleerd
binnen een andere context, toen is helaas geen transfer tot stand gebracht
naar gebieden buiten de wiskunde.

Het betekent dat de natuurkundeleraar deze kennis niet zonder meer mag
vooronderstellen, maar deze moet actualiseren binnen het nieuwe systeem.
Dat is een stukje onderwijs en niet iets dat alleen maar getoetst hoeft te worden.
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IV Leerboeken.

In de wiskundeleerboeken ontbreekt ook nog al eens materiaal op basis waar-
van volledige leerprocessen geheel kunnen worden doorlopen. De leraar moet
dan dus zelf aanvullend materiaal geven en/of in het onderwijsleergesprek het
leerproces voltooien. Aan het eind van een hoofdstuk staan soms wel extra
opgaven die in zekere zin de wendbaarheid van het leerresultaat vergroten,
maar dit is dan dikwijls te weinig gericht op integratie met reeds aanwezige
kennis.

Er zijn ook leerboeken die zich zo sterk met het maken van veel dezelfde typen
opgaven bezig houden dat daardoor de systeemscheiding onverantwoord
groot wordt.

De leraar moet dan veel zelf toevoegen o.m. door onderwijsleergesprek. Zelf-
werkzaamheid is zinvol bij bepaalde fasen in het leerproces, bv. bij het sorteren
en het verwerken. Het leren denken moet echter vooral worden bevorderd in
het onderwijsleergesprek. De leraar zal er dus voor moeten zorgen dat de leer-
lingen het expliciteren niet overslaan en dat daarbij vooral ook de aanpak van
de opdrachten aan de orde komt. Verder moet er voor worden gezorgd dat in
de verwerkingsfase men zich niet beperkt tot het aankweken van routine, ook
integratie moet daar plaats vinden.

V' Lesvoorbereiding.

Laatst was ik bezig met de voorbereiding van lessen over de inhoudsberekening
van omwentelingslichamen. Het leerboek zegt dan te veronderstellen dat de
oppervlakte van een cirkel bekend is. De meeste leerlingen zullen zich de
formule voor de oppervlakte van een cirkel wel herinneren. Het lijkt echter
vreemd dat deze oppervlakte niet in het vorige hoofdstuk over oppervlakte-
berekeningen met integralen is behandeld. Dat is wel te begrijpen, omdat er
een integraal berekend zou moeten worden van een voor de leerlingen af-
wijkend type (substitutie x = sin u).

Met een onderwijsleergesprek is deze oppervlakte echter wel te berekenen
en het zal voor de meeste leerlingen verrassend zijn om de oppervlakte van de
cirkel nu ook echt samen te vinden. Bovendien is het een van de weinige gelegen-
heden om de leerlingen een probleem voor te zetten waarbij de gegevens niet
zo duidelijk van tevoren aanwezig zijn en men eerst door analyse van het
probleem tot een vertaling in een algebraisch model moet komen. De opper-
vlakteberekening van de cirkel is dan zowel afsluiting van de verwerking van
de vorige leerstof als het instapprobleem voor de oriéntatié in de nieuwe leer-
stof. Voor de motivatie is het van belang om aan het begin van het leerproces
een dergelijk probleempje te hebben.

Vervolgens gaat het leerboek de inhoud van een omwentelingslichaam als een
integraal introduceren, het lijkt mij dat nu eerst geactualiseerd moet worden -
hoe destijds de oppervlakte als een integraal is geintroduceerd, ook dat is van
belang bij de fase van het oriénteren. Daarna kan dan de fase van het sorteren
beginnen met een aantal eenvoudige inhoudsberekeningen van omwentelings-
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lichamen die ontstaan door wenteling van bekende grafieken. Hierbij past
dan ook goed het onderscheid van de wenteling om de x-as resp. de wenteling
om de y-as.

In de fase van het expliciteren moeten de leerlingen dan in staat zijn om te
formuleren welke gegevens je nodig hebt om de inhoud van een omwentelings-
lichaam te kunnen bepalen en hoe je dat moet doen bij wenteling om de x-as
en bij wenteling om de y-as. Eerst dan is het moment aangebroken om com-
plexere problemen voor te zetten in de fase van verwerking, zoals bepalen van
de inhoud van een omwentelingskegel met straal x en hoogte /4, de inhoud van
een bol en van een ellipsoide.

Het leerboek had deze complexe problemen echter als eerste opgaven aan-
geboden.

Bij de verwerking mis ik dan bovendien nog opgaven waarbij de inhoud be-
paald moet worden van omwentelingslichamen die ontstaan door wenteling
van de graficken van goniometrische functies, exponentiéle functies en In-
functies teneinde integratie met reeds aanwezige kennis tot stand te brengen.

VI Hoe leren wij zelf?

Ook voor ons geldt natuurlijk niet dat-we deze voorbeelden moeten leren,
maar dat wij via de voorbeelden komen tot abstractie en tot het expliciteren
van oplossingsschema’s voor onze didaktische problemen. Verwerking volgt
dan via toepassing en integratie in ons onderwijsgedrag.

Literatuur

C. F. van Parreren, Psychologie van het Leren I, 11, De Haan, Zeist, 1952; Leren op School, Wolters
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in artikel 12 der hoger-onderwijswet: Staatsexamen Gymnasium A en B.

Wiskunde

De subcommissie voor de wiskunde heeft gaarne medewerking verleend aan de algemene tendens
nog zoveel mogelijk kandidaten het diploma te verlenen. Verscheidene kandidaten bleken echter
zeer onvoldoende voorbereid een laatste kans te wagen. Het spreekt vanzelf dat hun lage cijfers
moesten worden gegeven. De gemiddelde prestaties werden daardoor gedrukt. Deze waren: van
de A-kandidaten in de algebra 5.2 en in de meetkunde 5.8. Van de B-kandidaten in de algebra 6.3,
in de meetkunde 5.6 en in de goniometrie en analytische meetkunde 5.5.
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Differentiatie, het wiskundeonderwijs
en klassifikatie van doelstellingen

Drs. A. van STREUN

~ Drachten

Inleiding

Als een team van wiskundeleraren zich gaat bezinnen op de mogelijkheden om
in een (meerjarige) brugperiode zo lang mogelijk onderwijs te blijven geven
aan de niet gesplitste (heterogene) groep, dan komen vrijwel alle aspekten van
het onderwijs aan de orde. Men kan de onderwijskundige bezwaren tegen een
vroegtijdige homogenisering wel delen (geringe prognostische waarde van de
selektiemiddelen, fixering van de verschillen, negatief effekt op de motivatie in
de laagste niveaugroepen, ‘vastprikken’ in de homogene groep, om maar
enkele te noemen), maar een verdoezeling van de individuele verschillen
tussen de leerlingen door het ‘langdurig’ continueren van klassikaal onderwijs
aan een heterogene groep ook niet erg aantrekkelijk voor leerlingen en docen-
ten vinden. Het zo optimaal mogelijk verzorgen van het onderwijs aan hetero-
gene groepen (wat men daar in een bepaalde scholengemeenschap ook onder
moge verstaan) vraagt een ingrijpende verandering van tal van aspekten van
het onderwijs en/of schoolorganisatie.

Heterogene leergroep

Inherent aan de zogenaamde tempodifferentiatie (alle leerlingen werken
in verschillend tempo dezelfde leerstof door) is de sterke individualisering, een
onderwijsvorm die alleen mogelijk is bij aangepast lesmateriaal. Omdat de
groeiende verschillen tussen de leerlingen klassikale instruktie onmogelijk
maakt, wordt de instruktie volledig geprogrammeerd (met behoud van het
klasseverband), zie b.v. Euclides 49¢ jaargang no. 3, of wordt het klassever-
band opgeheven, zodat door regelmatige hergroepering tot betrekkelijk homo-
gene leergroepen een ‘klassikale’ bespreking van de gerezen problemen
mogelijk wordt.

Een andere mogelijkheid is de zogenaamde differentiatie binnen klasse-
verband, gekenmerkt door een vaste groep (klas) en een gelijke (eerste) leer-
tijd voor de minimumstof. Naast de minimumleerstof is extra oefenstof en
-keuzestof beschikbaar.

Wil er sprake zijn van een planmatige en onderwijskundig verantwoorde
invoering van deze vorm van differentiatie, dan moeten tal van problemen
worden opgelost b.v. de vaststelling van de minimumdoelstellingen en de diffe-
renti€le doelstellingen, met hun onderlinge verhouding; b.v. het verdelen van
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de leerstof in eenheden, waarvan de specificke minimumdoelstellingen worden
vastgelegd, met de bijbehorende gedragsmogelijkheden; b.v. het opstellen van
diagnostische toetsen over de minimumstof met het vastleggen van de bijbeho-
rende korrektieprocedures; b.v. het vervaardigen van differenti€le opdrachten
uit of bij de gebruikte leerboeken. Op slechts één klein deelprobleem wil ik
nader ingaan, namelijk op de klassifikatie van de leerresultaten en de doelstel-
lingen naar beheersingsniveau.

Klassifikatie
Zodra docenten met elkaar gaan spreken over het onderwijsdee=l dat je met een
bepaalde leerstofeenheid wilt bereiken. blijkt dat een opsomming van de leer-
stofkomponenten onvolledig is. Ook de vaardigheden, die de leerlingen moeten
verwerven, de gedragsmogelijkheden ten aanzien van bepaalde leerstof, moet
worden omschreven. Vage termen als kennen, begrijpen, inzicht e.d. moeten
nader worden omschreven, opdat kommunikatie mogelijk wordt.
Spreken alle (wiskunde)docenten wat dit betreft éénzelfde taal, dan kan de dis-
kussie over doelstellingen, toetsen, uitgewerkte leerplannen en niveauverschil-
len tussen onderwijstypen daarbij gebaat zijn. In de onderwijskundige publi-
katies komen verschillende pogingen voor om toetsen en onderwijsdoelstellin-
-gen te inventariseren. Enkele van de meer bekende, voorzien van v.b. uit de
wiskunde, geef ik in het vervolg weer met weglating van allerlei verfijningen
van de hoofdstruktuur. Het is m.i. de vraag of een zeer gedetailleerde klassifi-
katie naar niveau voor de praktijk van het onderwijs van belang is. Overigens
moet u wel bedenken, dat waardering van de moeilijkheidsgraad niet los
gekoppeld kan worden van het onderwijs dat voorafgegaan is.

Taxonomie van Bloom

Het klassifikatiesysteem van Bloom is een taxonomie, wat inhoudt dat elke
kategorie de voorgaande omvat. Zij omvat zes hoofdklassen:

t Kennis 2 Begrip 3 Toepassing 4 Analyse S Synthese 6 Evaluatie
1 Kennis. Deze kategorie aksentueert de afvraagbare konkrete kennis (niet
alleen van specifieke feiten, maar ook van terminologie, methoden en midde-
len, konventies) en legt de meeste nadruk op de psychologische processen van
het geheugen.

v.b. De formule voor de oppervlakte van een cirkelis. . .?

2 Begrip. Deze kategorie ligt op het laagste begripsniveau en heeft te maken
met het kunnen vertalen van een tekst in een formule (diagram) en omgekeerd.
(translatie). Ook met het interpreteren van een grafiek, met het opstellen van
een hypothese op grond van waarnemingen (interpretatie).

v.b. F = GMm/d.d, de wet van de zwaartekracht. Geef grafisch weer hoe F
verandert, als de afstand d tussen de massa’s varieert.

3 Toepassing. ‘Begrip’ blijkt uit het gebruik dat de leerling van de abstraktie
kan maken, wanneer dit gebruik specifiek wordt genoemd. De ‘toepassings-
beheersing’ blijkt uit het feit dat in een gegeven situatie de leerling — zonder
toevoeging van de oplossingsmodus door anderen — zelf tot de juiste toepas-
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sing komt. De leerling moet al wel kennis hebben gemaakt et soortgelijke
processen, m.a.w. transfer naar een verwante situatie wordt vereist.

v.b. De lengte van een rechthoekig stuk land is 20 m. meer dan de breedte.
Worden de beide afmetingen met 20 m. vermeerderd dan wordt de oppervlakte
verdubbeld. Bepaal de breedte van het oorspronkelijk stuk land.

(De getoetste abstraktie is een formule, die het verband legt tussen de opper-
vlakte en de lengte en breedte van een rechthoek. Het probleem mag niet te
dicht liggen bij de in de les behandelde vraagstukken.)

v.b. Wat is het laatste cijfer van 4 tot de macht 10?

4 Analyse. In de analyse gaat het om het ontleden van de stof in zijn samen-
stellende delen, het opsporen van relaties tussen die delen, en om de wijze van
organisatie van de delen. Hier worden denkhandelingen vereist in een kon-
tekst, die voor de leerlingen nieuw is. Het zelf ontdekken, het kreatieve denken
en het zoeken van nieuwe oplossingsmethoden zijn karakteristiek voor beheer-
sing op dit niveau.

v.b. Wat is het grootste rationale getal, dat de som is van twee rationale getal-
len, die elk als teller 1 hebben en als noemer een geheel getal.

v.b. Schrijf zonder berekeningen uit te voeren, stap voor stap een procedure op
waarmee je kunt bepalen of 12.087 een priemgetal is.

S Synthese. Het gaat om een proces waarin met elementen en delen wordt ge-
werkt, waarbij door samenvoeging een struktuur ontstaat, die er tot nu toe
_ niet als zodanig is geweest.

6 Evaluatie. Het vellen van oordelen over de waarde ten opzichte van één of
ander doel, van ideeén, van werkresultaten, van oplossingen, van methoden en
materialen.

J.W. Wilson

J.W. Wilson heeft voor de wiskunde een koppeling gelegd tussen de leerstofge-
bieden en het niveau, waarop die beheerst moeten worden. De eerste kategorie
van Bloom noemt hij ‘Computation’, omdat hij er ook het kunnen hanteren
van eenvoudige rekenwijzen onder bevat. De drie hoogste kategorieén trekt hij
voor de wiskunde samen tot één, namelijk ‘Analysis’. Wilson geeft in de zgn.
leerstofbeheersingsniveau-matrix voor het wiskundeonderwijs de leerstof in 16
subkategorieén en de beheersingsniveaus in 18 onderverdelingen. Zie het
‘Handbook on formative and summative evaluation’ door B.S. Bloom, J.T.
Hastings, J.W. Wilson en anderen. ‘
Kritiek op Bloom .

De kenmerken van de verschl]lende gedragsmogelijkhedenkategorieén (ken-
nis, begrip etc.) kunnen slechts vaag worden omschreven en sluiten elkaar niet
volledig uit. Vandaar dat men bij het analyseren regelmatig in dubio staat: is
dit nu kennis of begrip, toepassing of analyse? Als gevolg hiervan ondervindt
men, zoals uit onderzoekingen in de V.S. is gebleken, ernstige moeilijkheden
bij het klassificeren van onderwijsdoelstellingen en toets-items met behulp van
deze taxonomie.
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Guilford

In de ‘Beknopte didaxologie’ beschrijft E. de Corte een klassifikatiesysteem
dat wordt afgeleid uit het ‘structure-of-inteliect’ model van de Amerikaanse
psycholoog Guilford.

De drie receptief-reproduktieve operaties hebben als gemeenschappelijk ken-
merk, dat de leerling op een gegeven ogenblik een bepaalde informatie in zijn
bewustzijn beschikbaar heeft (krijgt). Dit kan tot stand komen door:

a Aperceptie van informatie: in gegeven materiaal nieuwe informatie ontdek-
ken door selektieve en vergelijkende waarneming.

b Herkennen van informatie: een bepaalde informatie die men vroeger reeds
ontdekt of geleerd heeft, identificeren wanneer ze opnieuw wordt aangeboden.

¢ Reproduktie van informatie: het herinneren van informatie, die vroeger in
het geheugen werd opgenomen; hetgeen gereproduceerd wordt, is een nauw-
keurige weergave van hetgeen werd ingeprent. Ook het uitvoeren van een be-
paald ingeoefend procédé behoort tot deze kategorie.

v.b.

Aperceptie: opmerken van gelijkenissen en verschillen tussen meetkundige
figuren.

Herkennen: meetkundige figuren herkennen in de werkelijkheid, op tekenin-
gen en schetsen.

Reproduktie: de eigenschappen van meetkundige figuren opnoemen, optellen
van natuurlijke getallen, hanteren van routine rekenwijzen.

Het gemeenschappelijke van de vier produktieve operaties bestaat hierin, dat
de leerling voor een situatie geplaatst wordt, die voor hem naar vorm en/of
naar inhoud in meerdere of mindere mate nieuw is.

d Interpretatieve produktie van informatie: uitleggen, verklaren parafraseren
en/of samenvatten van een gegeven informatie.

v.b. Tabellen, grafieken en diagrammen lezen en vergelijken met het oog op
het beantwoorden van bepaalde vragen.

e Convergente produktie van informatie is het probleemgericht denken, de
leerling moet zelf uitmaken welke vroeger verworven informatie voor de oplos-
sing van het probleem moet worden gebruikt.

v.b. Het oplossen van een wiskundig vraagstuk, door zelfstandig uit te maken
welke gegevens moeten worden gebruikt, welke bewerkingen moeten worden
uitgevoerd en in welke volgorde.

f. Evaluatieve produktie van informatie: het uitspreken van een waarde-oor-
deel over gegeven materiaal, op basis van toetsing ervan aan bepaalde kriteria.
‘Kritisch denken’.

v.b. De logische opeenvolging van argumenten in een redenering evalueren; de
geschiktheid evalueren van een methode voor het oplossen van een bepaald
probleem.

g Divergente produktie van informatie: een probleem kan verschillende goede
oplossingen hebben, het denken kan verschillende richtingen ingaan ‘Kreatief
denken’.

v.b. Aan de hand van enkele kwantitatieve gegevens, zelf een rekenkundig
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vraagstuk opstellen. Een methode of een werkwijze ontwerpen om een
bepaald probleem te benaderen en op te lossen (b.v. om een hypothese te toet-
sen).

Nader onderzoek

In Euclides 46e jaargang no. 1 bespreekt Drs. J. van Dormolen de schaal, die
Johnson voor de niveaueisen hanteert. Ook de didaktiekkommissie van de
Nederlandse Vereniging van Wiskundeleraren heeft, blijkens hetzelfde num-
mer van Euclides de niveaubepaling van leerstofgebieden in het werkplan op-
genomen. Het werk van het IOWO, de leerplanontwnkkelmg, zal evenmin aan
de geschetste problematiek kunnen voorbij gaan, gezien de noodzaak om doel-
stellingen te operationaliseren. Is het al mogelijk om in Euclides verslag te
doen van de gedachtevorming in allerlei werkgroepen, die zich met doelstellin-
gen bezighouden? Of moet er voor de wiskunde nog een werkgroep worden
samengesteld, die uit de onderwijskundige publikaties een voor het wiskunde-
onderwijs aanvaardbare en énduidige ‘taal’ voor de niveau’s xan destilleren?
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Het oplossen van
differentiaalvergelijkingen

P.G.J. VREDENDUIN

Qosterbeek

In zijn artikel getiteld ‘Nomenclatuur en geen einde’ heeft Freudenthal een
aanval gedaan op de opmerkingen van de nomenclatuurcommissie aangaande
het oplossen van differentiaalvergelijkingen (Euclides 49, p. 57). Daar ik me in
dit geval persoonlijk aansprakelijk voelde voor eventueel gemaakte fouten,
heb ik Freudenthal gevraagd waar de schoen wrong. Als’ik het met zijn op-
merkingen niet eens was geweest, was er voor mij geen reden geweest dit stukje
te schrijven, want niets is vervelender dan gelijk willen hebben. Na zijn bezwa-
ren gehoord te hebben dacht ik dat het verstandig is meer uitvoerig op de zaak
in te gaan.

Als voorbeeld neem ik de differentiaalvergelijking

xdy+ydx=0
Gebruik is als oplossing te geven
xy=c¢

Probleem is: hoe kunnen we leerlingen uitleggen wat oplossen van een diffe-
rentiaalvergelijking wil zeggen en verder wat het wil zeggen dat xy = ¢ de op-
lossing van de vergelijking is. '

Iedere leerling is duidelijk, dat aan bijv. de vergelijking x + 2y = 7 voldoen
@, 3), 0, 1), (=3, 5), enz. Ten minste als we paren (x, y) zocken.

Wat voldoet nu aan

xdy+yde=0?

Bekend is dat dx en dy geen afzonderlijke betekenis hebben, maar alleen de
differentiaalverhouding dx : dy betekenis heeft. Er zullen dus voldoen ge-
ordende tripels (x, y, dx : dy). Bijv.{1,3,1:-3),(0,4,0:1).

Met zo’n tripel correspondeert in de meetkundige voorstelling een punt met
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een richting. Met (1, 3, 1 : — 3) correspondeert het punt (1, 3) gekoppeld met
de richtingdx :dy=1:-3.

Een combinatie van een punt en een richting (of als men dat mooier vindt: een
geordend paar waarvan het eerste element een punt en het tweede een richting
is), noemen we een lijnelement. In de figuur stellen we een lijnelement voor
door een punt met daardoor een kort streepje met de bijbehorende richting.
Dat is awiskundig, maar daardoor juist zo heérlijk praktisch. We krijgen in
elk punt van het vlak (de oorsprong laten we voorlopig buiten beschouwing)
een klein sireepje. Zoiets hebben de leerlingen vaker gezien. Houd een mag-
neet onder een papier waarop ijzervijlsel gestrooid is en men krijgt een soort-
gelijk effect. De staafjes ijzervijlsel worden aaneengeregen tot krachtlijnen.
Wel, dat doen we met onze (getekende) lijnelementen ook. We rijgen ze aan
elkaar tot krommen. .
Nu wordt het tijd weer serieus wiskundig te worden. Wat voor krommen zijn
dat? Zo’n kromme heeft de eigenschap, dat in elk punt de raaklijn juist de
richting heeft van het ijzervijlsel. Nog wat serieuzer. Zo'n kromme heeft de
eigenschap dat elk raaklijnelement (combinatie van punt op de kromme met
richting van de raaklijn in dat punt) aan de differentiaalvergelijking voldoet.
Een kromme met deze eigenschap heet een integraalkromme van de differen-
tiaalvergelijking.

Dergelijke integraalkrommen kunnen we gemakkelijk vinden. Hier zijn er
enkele

x=0, y=0, xy=1, xy=-38

Allicht komt nu de vraag naat voren: hoe vinden we ze allemaal? En het ligt
voor de hand een ogenblik te denken, dat
xy=c¢ ‘

ze allemaal zijn. Dat is natuurlijk niet zo, want bijv. x = 0 is er niet bij. Toch
is het gebruik als oplossing van de vergelijking

xy=c

te geven. Wat wordt hier nu eigenlijk mee bedoeld? Alleen maar dat we in
xy = c een eenvoudige uitdrukking gevonden hebben om het hele lijnelemen-
tenveld te beschrijven. Alle lijnelementen van het veld zijn raaklijnelementen
aan een van de krommen xy = c. Dat is alles en meer zit er niet achter.
Helemaal waar is het niet eens. We hebben voorlopig de oorsprong buiten be-
schouwing gelaten en dat was onze redding. Zodra we echter de oorsprong mee
bekijken, gaat het mis. Elk lijnelement met als punt de oorsprong voldoet aan
de vergelijking. Bijv. voldoet

0,0,1:1)
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Zou er een integraalkromme zijn waarvan dit lijnelement raaklijnelement is?
Begin eens in de oorsprong en ga een miniscuul eindje in de richting (dx : dy =
1: 1. Dan merken we ogenblikkelijk dat we totaal de verkeerde kant opgaan,
want zodra we de oorsprong verlaten hebben, hebben de lijnelementen als
richting 1 : — 1. We kunnen ons dus niet verroeren zonder meteen te merken
dat onze richting 90° verkeerd is. En dus zal (0, 0, 1 : 1) geen raaklijnelement
van een integraalkromme kunnen zijn. Het ijzervijlselbeeld maakt dat direct
duidelijk. Wie graag discontinuiteiten erbij wil halen om zijn redenering
mathematisch kracht bij te zetten, zal het zijn leerlingen alleen maar moeilijk
maken.

Omdat we ons interesseren voor integraalkrommen, laten we daarom deze
singuliere lijnelementen (lijnelementen in singuliere punten) buiten beschou-
wing. Deze singuliere punten zijn in ons onderwijs de punten waarin elk lijn-
element aan de vergelijking voldoet.

Nu wordt het tijd de differentiaalvergelijking eens wat meer leven in te blazen
door een probleem te stellen waarvoor je nu juist deze vergelijking nodig hebt.
Dat is niet moeilijk. Teken een codrdinatenstelsel. Een stoffelijk punt bevindt
zich in het punt P. Teken OP (fig. 1) en daarna PQ zo, dat £ O, = £ Q,.

Het punt beweegt zich zo in het vlak, dat voor elk punt van zijn baan geldt: als
het punt zich in P bevindt, dan is de richting van de snelheid de richting van

PO.

Fig. 1

Maak van P een hond en van Q een haas. De haas loopt verschrikt van de
hond weg langs een rechte weg (de x-as). Hij loopt zo hard, dat steeds zijn
afstand tot O gelijk is aan 2-OP’. En de jachthond loopt uiteraard voort-
durend in de richting van de lijn hond-haas. Wat voor baan beschrijft de
hond? ’
Noem de codrdinaten van P in het algemeen x en y en de richting van de lijn
PQdx :dy. Dan geldt voor de hondebaan

dx:dy=x:-y
of
xdy+ydex=0

Wat doet de hond dus? Hij loopt langs een integraalkromme van deze diffe-
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rentiaalvergelijking.

Langs welke? Er zijn er zo veel. Om dat te beslissen moeten we iets meer
weten. Bijv. dat op een gegeven ogenblik de hond zich bevond in. het punt
@2, 1. :

Nu weten we, dat hij langs de integraalkromme xy = 2 liep.

Maar een hond is geen kangeroe en hij kan niet springen. En al was hij een
kangeroe, dan zou hij alleen maar eindige sprongen kunnen maken. De baan
van de hond is dan ook niet

xy=2
maar
xy=2 AN x>0

(althans langs deze kromme l