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EIGENVECTOREN VAN LINEAIRE TRANSFORMATIES. 1.
door

RoGErR HOLVOET

(Universiteit Brussel)

Het is alom bekend dat de vectorruimten en de lineaire afbecldingen
een fundamentele rol spelen in de meest verschillende gebieden van
de theoretische en de toegepaste wiskunde. De werktuigen van de
lineaire algebra zijn dan ook onmisbaar voor de wiskundige en de
wiskundegebruiker. We denken -hierbij aan het oeuvre van E.
Noether, de moeder van de zgn. moderne algebra, de linearisatie
van de theorie van Galois door E. Artin, de lichaamsuitbreidingen
in de algebraische meetkunde, de homologische algebra, de toe-
passingen van de vectorrekening in de ingenieurswetenschappen
en in de wiskundige natuurkunde, in 't bijzonder in de quantische
theorieén (Hilbertruimten, representaties van de orthogonale
groepen, spinoren) en in de relativiteitsleer (tensorrekening,
Lorentzgroep).

De Uineaive algebra is ook belangrijk voor het wiskundeonderwijs.
Inderdaad, zoals de integraalrekening toegelaten heeft archi-
medische problemen, die van de Griekse beroepswiskundige heel
wat wiskundig doorzicht eisten, eenvoudig op te lossen, zo kunnen
de leerlingen thans de belangrijke resultaten uit de meetkunde
dank zij de vectorrekening eenvoudig terugvinden. Nu is de vlakke
meetkunde doodgewoon de studie van een 2-dimensionale reéle
vectorruimte met positief-definiet scalair produkt; de meetkunde
van de ruimte is de theorie van een 3-dimensionale reéle vectorruimte
met positief-definiet scalair produkt. De studie van de kwadratische
vormen op deze ruimten is die van de kegelsneden en de kwadricken.
Op het historisch seminarie dat van 23 november tot 4 december 1959
te Royaumont door de O.E.S.0. (Organisatie voor Economische
Samenwerking en Ontwikkeling) ingericht werd, kon G. Choquet
dan ook een antwoord geven op de even historische vraag van
Alexander de Grote aan Menaechmus: de ,,voie royale’ naar de
meetkunde is de lineaire algebra.

In Papy en F. Papy [10] worden het lichaam van de reéle
getallen en de reéle vectorruimten ingevoerd voor leerlingen van

[177]
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13 jaar. Voor het gebruik van de lineaire algebra in het middelbaar
onderwijs, zie J. Dieudonné [2], G. Papy [8] [9], Papy en
"F. Papy [10][11]{12], P. G. J. Vredenduin [13].

Dit artikel is gewijd aan de etgenvectoren van lineaire transformaties,
die van belang zijn in de analyse, de sterrenkunde, de meetkunde,
de mechanica, de fysica, de numerieke analyse.

We ontmoeten de theorie van de eigenvectoren reeds bij Euler -
(assen van een kegelsnede of van een kwadriek, hoofdinertieassen
van een vast lichaam), bij Lagrange en bij Laplace (theorie
van de kleine bewegingen, seculaire ongelijkheden van de planeten).
Bij de studie van de singulariteiten van de differentiaalvergelijkin-
gen werd Cauchy gevoerd tot de eigenwaardenvergelijking of
karakteristieke vergelijking van een lineaire transformatie (door
de sterrenkundigen ook seculaire vergelijking genoemd). Het meet-
kundig werk van Sylvester, Cayley (de stelling van Cayley-
Hamilton, 1858), Weierstrass (de elementaire delers), Jordan
(de ,,normaalvorm van Jordan”) en Kronecker hebben deze
theorie verder ontwikkeld. In de 20e eeuw werden de eigenvectoren
uitermate populair dank zij de quantummechanica van W. Heisen-
berg.

In dit artikel geven we een mectkundige uiteenzetting. Vele
eigenschappen over de eigenvectoren van lineaire transformaties
zijn voor de leerlingen van het middelbaar onderwijs mooie en
nuttige oefeningen over lineaire algebra. We hebben dikwijls ge-
bruik gemaakt van de vectorruimte IT, (het vlak met vast punt 0),
die de leraar talrijke interessante pedagogische situaties levert.

In een volgende bijdrage zullen we enkele bijkomende resultaten
over de eigenvectoren geven.

1. Algemeenheden

We veronderstellen dat de lezer vertrouwd is met de begrippen
vectorruimte, deelvectorruimte van een vectorruimte, basis van een
vectorruimte (cf. F. Bingen [1], R. Holvoet [4], N. HKuiper[5]
G. Papy [6] [7]).

In dit artikel beperken we ons tot vectorruimten over het
lichaam R van de reéle getallen. Als V' een vectorruimte over het
lichaam R is, zeggen we meestal dat V een reéle vectorruimte is.

Zij V een reéle vectorruimte. De interne wet van V noemen we
optelling en noteren we +. De externe wet noemen we scalaire
vermenigvuldiging en noteren we .; deze . zal dikwijls weggelaten

worden (als 7 €e Ren o eV, zullen we dus dikwijls 77 in plaats van
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r. v schrijven). De elementen van V noemen we vectoren, de ele-
menten van R noemen we scalairen. De elementen van V zullen we
meestal aanduiden door een letter waarboven een pijltje gezet
wordt. Het neutraal element van de groep V, -} noteren we ) ;
het tegengestelde van vin V, + wordt — v genoteerd.

Met II, duiden we het vlak IT met het vast punt 0 aan (cf. fig. 1).

p21)
/T~
/ ~a
/ S _f
/ 7
/ /
/ /
= /
AN /
\\\ //
LY ~ LY LY
v ] — v —1/2 v
Fig. 1

Elke rechte lijn die in I, bevat is en 0 bevat, is een deelvector-
ruimte van de vectorruimte II,. De vectorruimte II, bevat natuur-
lijk de twee triviale deelvectorruimten: {3} en I,

De vectorruimte van de veeltermen in X met coéfficiénten uit
R, noemen we R[X]. )

Zij V een reéle vectorruimte. Men noemt lineaire transformatie
van V elke transformatie ¢ van de verzameling V, waarvoor geldt

Vo, weV it (v 4 w) =t(v) + t(w)
.en ~ Ni "'
quR,V?eV:t(a?) =a.t(7)>)

. N
Elke draaiing om 0 is een lineaire transformatie van II, De
derivatie in R[X], gedefinieerd door '

d:R[X] - R[X]: > a, X! > > ia, X1
=0 i=1
is een lineaire transformatie van de vectorruimte R[X].
Daarentegen is elke niet identieke verschuiving van I, niet
lineair. Een voorbeeld van een transformatie van R, die niet
lineair is: de functie: :

J:R>R:x—ax+b , met b #0.
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Inderdaad, _
10 4 0) = £(0) = b 26 = {(0) + (0).

Onder nr. 2 zullen we talrijke voorbeelden van lineaire transfor-
maties van vectorruimten ontmoeten.

Als A en B deelvectorruimten van de vectorruimte V zijn,
zeggen we dat V directe som van A en B is als en slechts als elk
element van V op juist ¢én manier de som is van een element van 4
en van een element van B. Men heeft de equivalentie

V=A®B«sV=A+B en .AnB={0}

(cf. Papy [7], hoofdstuk 3, nr. 5).
In het vervolg zeggen we kortweg deelrulmte in plaats van deel-
vectorruimte,

2. Eigenvectoren en eigenwaarden van een lineaire trans-
formatie.

Zij V een reéle vectorruimte en zij ¢ een lineaire transformatie
van V. Het kan gebeuren dat ¢ sommige van 0 verschillende
elementen van ¥ op een scalair veelvoud van zichzelf afbeeldt.
Beschouwen we bv. de vectorruimte II,; zij 4 een ééndimensionale
deelruimte van Il;; noemen we s de spiegeling van II; t.o.v. 4.

 slik-y
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Fig. 2

De vectorv e A wordt door s op een scalair veelvoud van zichzelf
afgebeeld, nl. 12. In formulevorm

—> -
)

s(v) =1
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Elk element van A wordt door s op zulk een scalair veelvoud van
zichzelf afgebeeld

Vied:s(x)=1%.
Noemen we nu B de loodlijn op A, die 0 bevat. Aangezien
VieB:is(y)=(—1)y

wordt ook elk element van B op een scalair veelvoud van zichzelf
afgebeeld. :

De elementen van A U B zijn de emge elementen van II;, die
door s op een scalair veelvoud van zichzelf afgebeeld worden. We

drukken deze eigenschap uit door te zeggen dat de van 0 verschzllende
elementen van A U B de eigenvectoren van s zin.

DEFINITIE 1. Als ¢ een lineaive transformatie van de vectorruimie

V is, dan heet de vector v #0 een etgenvector van t als en slechts als
er een A € R bestaat 26, dat ’ '

t(v) = Av,
De scalair A noemt men dan de bijbehorende eigenwaarde
Als veen elgenvector van t is, dan is de bijbehorende eigenwaarde

bepaald door 3. De scalair A€ R is een eigenwaarde van ¢ als en
slechts als er een van 0 verschillende v e V bestaat z6, dat t( )= .

Voorbeelden.

1) Eigenvectoren van de spiegeling s. Zij s de spiegeling van II,
t.o.v. de rechte lijn 4, die 0 bevat. Zoals hierboven verklaard werd,
is elk van 0 verschillend element van A U B een eigenvector van s.
De elementen van A/\_{f)) } zijn de eigenvectoren met eigenwaarde 1.
De elementen van B\{_O>} zijn de eigenvectoren met eigenwaarde — 1.

2) Eigenvectoren van de projettie p van I1y0p A, evenwijdig met B.
Zijn A en B twee verschillende ééndimensionale deelruimten van II,,.
Noemen we p de projectie van II, op 4, evenwijdig met B.

>y . .
Elk element van A\{0} is een eigenvector van p
Vied:p(z)=1%.
De bijbehorende eigenwaarde is 1. De elementen van B\{_5} zijn de
eigenvectoren met eigenwaarde 0; in formulevorm

VyeB:p(y) =0y.
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ply-o =P A

4

y
Fig. 3

3) Eigenvectoren van de punispiegeling t.0.v. 0. Duiden we de
puntspiegeling van II, t.o.v. 0 door S, aan.

Sol %)= -%

Fig. 4

Elk van 0 verschillend element van II, is een eigenvector van s,
met eigenwaarde — 1. Inderdaad,

Vz elly:s,(x) = (— 1)%.

4) Een kwart draas om 6 heeft geen enkele eigenvector. Inderdaad,

(%) )

Fig. 6
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noem ¢ een van de kwart draaien om 0. Geen enkele vector # #£ [
wordt door 7 op een scalair veelvoud van zichzelf afgebeeld. Het-

zelfde geldt natuurlijk voor de andere kwart draai om 0.

Men gaat gemakkelijk na dat de identieke transformatie van
n, en de puntspiegeling s, de enige draaiingen van =, zijn, waar-
voor eigenvectoren bestaan.

5) Eigenvectoren van een afschuiving. Men weet dat een lineaire
transformatie van I, bepaald is door het geven van de beelden van
de elementen van een basis van Il, In fig. 6 definiéren we de
afschuiving ¢.

Fig. 6
We hebben dus gesteld
t(e,) = 64, t(¢y)=re, + €, waarbijre R\{0}.

Berekenen we nu de eigenvectoren van deze afschuiving ¢£. Aangezien

{el, 62} een basis van 7, is, wordt elk element van x, op ]ulst één
manier uitgedrukt als lineaire combinatie

alel + azez, met a,, a, e R.

Het element a,¢, + a.¢, € Ho\'{f))} is een eigenvector van ¢ als en
slechts als er een A € R bestaat z6, dat

— - — —
taye, + azey) = Aaye; + a56,). (1)
Houden we rekening met de lineariteit van ¢, dan vinden we
- - — —
tae, + ase,) = a,.t(ey) + a, . t(ep)
- - -
= a6, + aq(res + 63)

= (& + 42");: + azz;-
(1) wordt dus
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(a1 + agr)ey + agey = (Aay)e; + (1ay)e;.
Daaruit volgt
. a, + ayy = Aa, en a, = Aa,.
Uit a, = Aa, volgt (1 — A)a, = 0, dwz. -
A=1 of .az = 0.

Aangezien 7 # 0 leiden: we daaruit af: de eigenvectoren van de
afschuiving ¢, gedefinieerd door

t(e) = &1, t(eg) = 76, + €, waarbij r e R\{0},

zin de van 0 verschillende elementen van de deelruimte van I1,, voort-
gebracht door zl.'De eigenvectoren van ¢ zijn dus de elementen van

Re\(0) = {@,ela, € R\{0}).

De bijbehorende eigenwaarde is 1.

6) Eigenvectoren van de derivatie in R[X]. Men noemt R[X]
de vectorruimte van alle veeltermen in X, met reéle getallen als
coéfficiénten. De derivatie in R[X], gedeﬁnieerd door

d: R[X] — R[X]: 2 a, Xt — 2 ia, X'-1
=1
is een lineaire transformatie van de vectorruimte R[X]. Berekenen
we de eigenvectoren van d. De van nul verschlllende veelterm

EaiX‘ is een eigenvector van d als en slechts als er een 4 eR
=0

bestaat z6, dat

d (%a,.X") —1. f-oa,.Xi
dwz.

.%11:“" Xi-l = %0 (Aa,)X¢

Daaruit leidt men af dat de eigenvectoren van de derivatie d de van
nul verschillende veeltermen van de graad 0 zijn. M.a.w. de eigen-
vectoren van d zijn de elementen van R\{0}. De bijbehorende eigen-
waarde is 0.

7) Eigenvectoren van een homothetie. Zij V een reéle vectorruimte.
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Als r e R, dan noemen we 7, de homothetie met verhouding 7.
1'1,:V—>I/’:Ec)—>r;c>

Eik van S verschillend element van V 15 een eigenvector van r,, De
bijbehorende eigenwaarde is . Inderdaad, voor alle xeV,

ro(2) =rx.

In het bijzonder is elk element van V\{_O>} een eigenvector van
de identicke transformatie van V, met bijbehorende eigenwaarde 1,
(cf. fig. 7) en is elk element van V\{_O>} een eigenvector van de
nultransformatie van V, met bijbehorende eigenwaarde 0 (cf. fig. 8).
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3. Eigenruimten van een lineaire transformatie

Zij V een reéle vectorruimte en ¢ een lineaire transformatie
van V. Voor alle 4 e R, noemen we V(1) de verzameling van de

% €V, waarvoor geldt t(})) = A%. In formulevorm
V@A) = {x eV|t(x) = 1z ).

V(A) is dus de vereniging van de verzameling {3} en van de ver-
zameling van de eigenvectoren met eigenwaarde 1 van ¢.

STELLING 1. Voor alle Ae R, is V(1) een deelrwimte van V, die
tnvariant is onder .

Bewijs. Zij Ae R. We hebben het volgende kenmerk: V(1) is
een deelruimte van V als en slechts als

Va,beR, Vv, 0 eV(1):av + bweV(A).
Zij a,beR en v we V(4). Men krijgt

tav + bz;) =a. t(;) + 5. t(—z?)) (lineariteit van #)

= alv + biw (v, we V(1))
= ).(a; + bz?) (eigenschappen van de
vectorruimten).

Daaruit volgt dat av + bw e V(4).
Blijft te bewijzen
alsz e V(1), dan ¢(x) e V(A).
Welnu, uit t(;) = Jx volgt
t(t(%)) = t(%) = 2(%),
waaruit we afleiden dat t(;)' eV (). Q.e.d.

DEFINITIE 2. Als A een esgenwaarde van & is, dan noemen we V (1)
de eigenruimte met eigenwaarde A van t.

In onderstaande tabel geven we voor elk voorbeeld uit nr. 2
de eigenwaarden, de overeenkomende eigenruimten en de dimensie
van deze eigenruimten.
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A V() |dimV (1)
spiegeling van I1, t.o.v. 4 1 A 1
(B loodrecht op A) ' —~1 | B 1
projectie van Il op 4, evenwijdig met B 1 A 1
B 1
puntspiegeling s, —1 I, 2
kwart draai — — —
afschuiving ¢ 1 | Re, 1
derivatie 0 R 1
homothetie 7, 7 4 dim V
identieke transformatie van V 1 |4 dim V
nultransformatie van V 0 |4 dim .V

Opmerkingen. 1) De beperking van ¢ tot V(1) is de homothetie
met verhouding 2 in V(4). ' _ S
2) V(0) = {x e V|t(x) = 0} is de kern van ¢
3) 2e R is een eigenwaarde van ¢ als en slechts als
V(A) = {xeVI®) = 15} # {0).
4) Als ¢ een lineaire transformatie van de vectorruimte V is,
hangt de verzameling @c) e Vii(x) = A?c} niet alleen van 1 af, maar
ook van f. Aangezien het in dit artikel steeds duidelijk is welke

transformatie beschouwd wordt, schrijven we V(1) in plaats van:
V(4; t).

4. Projecties van een vectorruimte

DEFINITIE 3. Zij V een vectorruimte. De lineasre transformatie p
van V 1s een projectie als en slechts als p? = p.

De volgende stelling is een generalisatie van voorbeeld 2 van nr. 2.

STELLING 2. Als p een projectie van de vectorruimie. V is en A
een eigenwaarde van p, dan is A gelijk aan 0 of 1.

Bewijs. Zij p een projectie van de vectorruimte V en zij 1 een
eigenwaarde van p. Er bestaat dus een ve V\{0}, waarvoor geldt

p@) = . @)
We vinden dan

prp- p(v) (wegens (2))
= $%(v) (¢ is een projectie)
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=p(p(v)) (definitie van p?)
=p(#)  (wegens (2))
)

= Mp(v (p is lineair)
= A(Av)  (wegens (2))
= A% (eigenschap van de vectorruimten).
Daaruit volgt
A2 = Ay
d.w.z.
(A2 — Ay = 0.

Aaingézien 2 #* 3, leiden we daaruit af
A2 =2,

Nu zijn 0 en 1 de enige reéle getallen die idempotent zijn voor de
vermenigvuldiging, waaruit de bewering volgt.
Zij p een projectie van-de vectorruimte V. Dan is

V(0) = ZeVip(x) =0}
de kern van p; en _
| V) =GeVipi) =3

is de verzameling van de dekpunten van p.

Fig. 9

o

We zullen bewijzen dat elk element van V op juist één manier
~de som is van een element van ¥ (0) en van een element van V (1).
Enomgekeerd, als p eenlineaire transformatie van dé vectorruimte
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V is 26, dat elk element van V' op juist één manier de som is-van een
_ element van V(0) en van een element van V (1), dan is $ een pro-
jectie van V. Deze resultaten maken het onderwerp uit van
STELLING 3. De lineaire transformatie p van'V is een projectie van
V als en slechts als V =V (0) @ V(1). :
Bewijs. Zij p een projectie van V. Bewijzen we eerst dat elk ele-
ment van V som is van een element van 7 (0) en van een element

van V(1). Welnu, voor alle ve v,

>

| v=(0—p@)+s0) (3)
Enerzijds krijgen we
B0 — () = @) —p(p() = () — @) = p()—p () =0
waaruit volgt ' o
v — pD) e V().
. Anderzijds ' A

>

pB@) = 1) = p(v),

waaruit volgt

.
p(vyeV(1)
> . >
Bewijzen we nu dat V(0) n V(1) = {0}. Uit veV(0) n V(1)
volgt
> > >
pO)=00=0 en p)=10="1
> >
Dus v = 0.
We hebben bewezen

V=V +V(Q1) en - V(0)n V(l {O}
wat equivalent is met
V=V eVQ1).
Omgekeerd, zij p een lineaire transformatie van V zé, dat
V =V(0) @ V(1), waarbij-
V()= FeVip@E) =0}
V()= FeVip() =3 .

Te bewijzen: p is een projectie van V. Weln{l, aangeiien V=
V(0) ® V(1), is elk element van V op juist één manier de som van
een element van V(0) en van een element van V' (1). Stel dus voor
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eV, v =1y -+ z met yeV(0) en ;eV(l Men vindt dan
pE) =pE) =p(pG +2) =p(B) + () =0 + 2)

= (@) =2pB) +2(6) =pG +2) = ().
Daaruit volgt

<

VoeV : p2(v) = p(v)
d.w.z.

pP2=p Q.ed.

Het kan gebeuren dat een van de deelruimten V(0) of V(1)
gelijk is aan {O} AlsV(0) = {0} dan V(1) =V en p is de identieke
transformatie van V. Als V(1) = {0} dan is p de nultransformatie
van V.

Bij wijze van voorbeeld, bekijken we in fig. 10 de ontbinding (3)
in het geval dat p de projectie van II, op .4, evenwijdig met B, is
(cf. 2, vb. 2).

B-V{o)
[ ; AV
I
A (V)
Fig. 10

5. Involuties van een vectorruimte

DEFINITIE 4. Zij V een vectorruimte. De lineaive transformatie
w van V is een involutie als en slechts als u? = 1, (waarbij 1, de
identieke transformatie van V' aanduidt).

De volgende stelling is een generalisatie van voorbeeld 1 van nr. 2.

STELLING 4. Als u een tnvolutie van de vectorruimie V is en A
een eigenwaarde van u, dan is A gelijk aan 1 of — 1.

-Bewijs. Zij u een involutie van de vectorruimte V en zij 1 een
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eigenwaarde van #. Er bestaat dus een ve V\{?)}, waarvoor geldt
> >
u(v) = Av.

We vinden dan

19 =0 = 1,(0) = u2() = u(u@)) = u(Av) = @) = (W)
= 2%.
Daaruit volgt
My = 1p
d.w.z.
(A2 — 1) = 0.

Aangezien v =+ 6, volgt daaruit
A=1 of Ji=—1 Qed
Zij u een involutie van de vectorruimte V. Volgens nt. 3 stellen we
V() = {xeVu(x) =x}
> > >
V(—1) = {xeV|u(x) = —x}.

We zullen in stelling 5 bewijzen dat elk element van V op juist één
manier de som is van een element van ¥ (1) en van een element van

V{(— 1); en omgekeerd, ‘als % een lineaire transforrnatie van de

vectorruimte V' is z4, dat elk element van V' op juist één manier
de som is van een element van V(1) en van een element van V(—1),
dan is # een involutie van V.

STELLING 5. De lineaire transformatie w van V is een involutie
van V als en slethts als V =V (1) @ V(- 1).

Bewijs. Zij u een involutie van V.
1) V=VvV(1)+V(-1).

Inderdaad, voor alle ve v,

v =30 + u@) + 1@ — v (). @
Uit
. . > . >
(@ + () = W) + @) = @) + 1 = 10 + @)
volgt
o + u@) eV (1),

Op analoge manier bewijst.men dat
(v —u(v) eV (=1).
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Inderdaad, v € V(1) n V(— 1) betekent

w@) =19 = — 1.
Daaruit volgt

Qv
I

|
(]

d.w.z.
2 = 0.
Omgekeerd, zij # een lineaire transformatie van V z6, dat
V =V(1) ® V(- 1), waarbij '
V) = {ZeViu) =%}
V(—1)= {;eVlu %) = —;}
Te bew1]zen Z 1s een involutie van V. Welnu, aange21en V =

V()@V(—l) ‘stellen we voor alle eV, v =y -+ 7z, met
yeV(l)enzeV(—1). -

We krijgen dan
W) = u(w@) = @@ + 7)) = w@@) + u(@) =u@ —z)
=u) —u(@) =y +z=7=1,0)
Daaruit volgt

VoeV :u(n) = 1,()
dw.z - .
u? =1, Q.ed. .

Het kan gebeuren dat een van de deelruimfen V(1) of V(—1)
gelijk is aan {6} Als V(1 {6} dan V(—1) =V enis u de punt-
spiegeling t.0.v. 0. Als V( 1) = {0} dan is # de identieke trans-
formatie van V.

Bij wijze van voorbeeld tekenen we in fig. 11 de ontbinding (4)
in het geval dat » de spiegeling van II, t.o.v. 4 is (cf. 2, vb. 1).

OEFENINGEN

1) Noem ¢ de lineaire transformatie van de reéle vectorruimte C
van de complexe getallen, die elk complex getal op zijn complex
toegevoegde afbeeldt

t:C>C:a+bi—a—0bi
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B.V/-1)
s/
,o\\\ 'b\ _
AR RN \ | YR
3 i e V
T+5(5) o - /\L\
\\\ I /// /
P iU 5//)) st
\\.\\\\. / /
| 1r17__5/1,*/
Fig. 11

V1nd de elgenvectoren vant. Bereken de bijbehorende eigenwaarden.
2) Zij {el, 62} een basis van de vectorruimte II,. Vind de eigen-
vectoren van de lineaire transformatie ¢ van II,, gedehnleerd door
8(e1) = &, + 4¢5, 1(es) = 2¢, + 3¢, Welke zijn de bijbehorende
elgenwaarden?
3) Zjj. {el, e2 } een basis van de Vectorralmte II,. Vind de eigen-
vectoren en bereken de elgenwaarden van de hnealre transformatie

¢t van I, gedehmeerd door £(2,) = ¢, £(e5) = .

4) Vind twee. lineaire transformaties f en g van Ho, zodamg
dat de verzameling van de eigenvectoren van fo g verschillend is
van de verzameling van de eigenvectoren van go f.

5) Als f, g lineaire transformaties van de vectorruimte V zijn,
dan is elke eigenwaarde 1 % 0 van f o g een eigenwaarde van g o /.

6) Als /, g lineaire transformaties.van een eindigdimensionale
vectorruimte V zijn, dan hebben f o g en g o f dezelfde eigenwaarden.

7) Vind twee lineaire transformaties f en g van R[X], zodanig
dat 0 een eigenwaarde is van f o g, maar niet van go f.

8) Gegeven een vectorruimte V en een lineaire transformatie
¢t van V z6, dat er een natuurlijk getal £ 7 0 bestaat waarvoor geldt

t=1lyenVie{l,2, .. k—1}:8# 1,

Te bewijzen: voor alle v e V is v + £(0) + £2(0) + ... + £1(2) de
nulvector of een eigenvector van £. (Ga dit resultaat na voor de
voorbeelden 1, 3, 4 van nr. 2).
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9) Ziy {Zl, Zz} een basis van de vectorruimte II,. Als a, b, c € R,
met a 5% ¢ of b £ 0, dan heeft de lineaire transformatie van II,,
gedefinieerd door t(Zl) = azl + bzz en t(zz) = bZI + czz, twee
verschillende reéle eigenwaarden.

10) Zij ¢ een lineaire transformatie van de vectorruimte V.
Te bewijzen: ¢ is een involutie van V als en slechts als (1 - #)/2
een projectie van V is.
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VERSCHEIDENHEDEN
door

Prof. dr. O. BoTrTEMA
Delft

LXXI. Over sommen van kwadraten van projecties van ribben van
veelvlakken.

In het Zwitserse tijdschrift Elemente der Mathematik is enige
jaren geleden de volgende stelling als opgave gesteld: 1) als men een
regelmatig viervlak projecteert op een vlak V, dan is de som S van
de kwadraten van de projecties van de ribben onafhankelijk van
de stand van V. De gegeven bewijzen en ook een aansluitend on-
derzoek ?) naar de waarden van S, voor een willekeurig viervlak,
bij verschillende standen van V, gaven aanleiding tot vrij lange be-
rekeningen.

Eenvoudige beschouwingen uit de zogenaamde massa-geome-
trie blijken tot het doel te voeren en laten bepaalde generalisaties
toe. :

Daar S niet verandert als men V evenwijdig verplaatst is er geen
bezwaar tegen om V' door het zwaartepunt G van het (willekeurige)
viervlak A, 4,434, te nemen. De ribbe 4,4, wordt met 7,;, haar
projectie op- V met p,; en de afstand van 4, tot V metd, aangeduld
Men heeft dan

15?; = 1% — (d; — d,)? (1)
en dus -

S=Z?t1 2741—3zd2+2zdd—z"u—42d2+ zd 2

i<j

Geeft men de constante Y 7% met S, aan en past men ¥ d; = 0 toe,
dan komt er

S=5—43& | (3)

waaruit blijkt dat S in eenvoudig verband staat met het kwadratisch
moment Y ds van de hoekpunten A4, t.o.v. V.

Kiest men een rechthoekig assenstelsel, waarvan de assen GX,
GY en GZ langs de hoofdiraagheidsassen vallen en zijn de traag-

[195]
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heidsmomenten resp. A4, B en C, danis als 4; = (x;, v;, 2;):

A=F (+2), B=3 @ +),C=3 (& +),
ELZ—sz=Z%m=0 4)

en als dus V de vergelijking
xcosdy + ycosPy + zcosdy =10 (5)
heeft, met ¥ cos®#; = 1, dan krijgt men
> at=> (% cos P + y;cos P, + z; cos ¥3)?
= }(B 4 C — A)cos? &, -+ }(C + A — B)cost 8,

+ }(4 + B — C) cos? (6)
‘waardoor voor elk vlak ¥V het kwadratisch moment en dus ook de
uitdrukking S bepaald is. '

Is het viervlak regelmatig, dan is de traagheidsellipsoide een bol
A = B = C en men vindt :

Sd=134 (7)

voor elke keuze van 9;, waaruit volgt dat S een constante is. Is de
ribbe 7;; = a, dan wordt, zoals men gemakkelijk nagaat

S=daz (®)

Heeft de traagheidsellipsoide drie verschillende assen en is b.v.
A.> B > C, dan zijn er twee vlakken V waarvoor S extreem is, nl.
de -vlakken GXY en GYZ. De bijbehorende waarden van S zijn
S5,—2(A+ B—C) en S; —2(B 4 C — 4) die respectievelijk
het minimum en het maximum van S aangeven. Er zijn niet drie
extrema, zoals in de betreffende publikatie werd gezegd: het vlak
GXZ levert geen uiterste waarde.
 Bovenstaande redeneringen kunnen met een kleine wijziging
uitgebreid worden tot overigens willekeurige polyeders. Daartoe
beschouwen we het puntstelsel 4,(: = 1, 2, . .. ).

We vragen naar de som S van de kwadraten van de projecties op

een vlak V van alle lijnstukken A4;4;. Het lijnstuk 4;4; wordt

weer aangeduid met 7, zijn pI‘O]eCtle op V met p,; en de afstand
van 4, tot V met 4;. Dan zien we:

S=3phs=2r;— (n—1) Zdz-+2§dd; (9)

- t>0 .

Nemen we het vlak V door het zwaartepunt G-van het stelsel dan
geldt

S=S,—n3d& (10)
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Ook hier blijkt dus de traagheidsellipsoide in G beslissend voor de
waarden die S kan aannemen.

Zijn de hoofdtraagheidsmomenten ongelijk dan zijn er twee vlak-
standen V waarvoor S extreem is; ze staan loodrecht op elkaar.
Voor een regelmatig veelvlak is de traagheidsellipsoide een bol,
zodat de stelling geldt: de som van de kwadraten van de projecties
van de ribben ex de diagonalen van een regelmatig veelvlak is
op elk projectievlak dezelfde.

Tot slot beschouwen we nog de som S van de kwadraten van de
projecties p,; van een aantal willekeurige lijnstukken 4,4 ; op een
vlak ¥ door de oorsprong van een willekeurig assenstelsel 0XY Z.
Het vlak V wordt gegeven door

. ( xcosdy 4+ ycos Py + zcosdhy =0 _ )
waarbij > cos?d; = 1.

Zijn x;, v, en z; de coordinaten van 4, dan wordt de afstand 4; van
A4, tot V gegeven door '

d;, = x,cos —}—y,cosﬁ +z cos 5. (12)

Duiden we de lengte van A,-Aj aan met 7;; dan krijgen we

S=3p5=2 7?:' — > {(xi — =) cos %, + (yi — y;) cos &,
: + (2; — 2;) cos dg}? ' o (13)

De tweede term van het rechterlid van (13) is een homogene kwa-
dratische vorm in cos #;, cos &, en cos J;. Door een geschikte trans-
formatie van het assenstelsel kan men (13) omzetten in een uit-
drukking van de vorm

S=%7r4— Z cos? p; -+ A, cos? @, + A3 cOs? @g) (14)

waarbij } cos® g, = 1.

Als A, = A, = A, dan bh]kt dus de som S onafhankelijk van de
stand van het vlak te zijn. Zijn 4,, 4, en onderling ongelijk dan
treden twee extrema op, een maximum en een minimum; de bijbe-
horende vlakken staan loodrecht op elkaar. We zien dus dat, be-
halve in een aantal uitzonderingsgevallen, de som S van de kwa-
draten van de projecties van een willekeurig aantal lijnstukken op
een vlak ¥ voor twee loodrecht op elkaar staande vlakken V' een
extreme waarde aanneemt: een maximum en een minimum.

Aan T. Koetsier komt onze dank toe voor de bij deze beschou-
wingen verleende bijstand. ‘

1) Aufgabe 458, Elemente der Mathematik 19 (1964), 90 —92.
?) W. janichen, Ueber ein Tetraederproblem; id. 83 —87.
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7. School Science and Mathematics (LVXII, 1—6; januari—juni 1967).

P. K. Gureau, Individualizing mathematics instruction;

J. L. Underfer, Equations for transverse and longitudinal waves;

E. G. Summers, Doctoral dissertation research in science and mathematics, report-
ed for 1964; .

C. A. E. Hensley, “New” mathematics with the pioneers’ dial tally.

K. W. Kelsey, Exercises in computer-assisted physics and mathematics;

D. ]J. Dessart en P. C. Burns, A summary of investigations relating to mathema-
tics in secondary education 1965;

W. Vernon Price, Whence cometh the spark?

J. M. Moser, A geometric approach to the algebra of solutions of pairs of equations;
H. O. Andersen, Problem solving against science teaching;
J. F. Weaver, Multiplication within the set of counting numbers.

F. Flourney, A study of pupils’ understanding of arithmetic.

W. Wiersma, A cross-national comparison of academic achievement of mathema-
ties majors preparing to teach in secondary schools;
R. F. Graesser, Another dodecahedron calender;
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G.G. and J. V. Mallinson, Symbolic science learning for the blind.

P.J. Cowan, Constants resulting from differences of exponentials;

W. S. Vasilaker, Problems with the scientific method;

C. B. Read, The next three terms of a sequence;

J. F. Ginther, How many lines?

H. Rosenberg, The use of vectors to eliminate construction lines in proving the-
orems in geometry;

Th. C. O’Brien, Some ideas on subtraction and division.

8. The Mathematical Gazette (L, 374 en LI, 375; december 1966 —februari 1967).

M. E. Baron, A note on Robert Recorde and the Dienes Blocks;
H. Simpson, On plane circular cubic curves;

D. A. Quadling, A generalisation of Taylor's Theorem;

E. J. Simpson, Spirography.

G. A. Garreau, The problem bureau and some of its problems;
C. D. B. Eperson, The Newson report ‘‘half our future’’;

J. J. Malone, Uses of sylow theory;

H. Liebeck, The structure of cliques;

B. Meltzer, Mathematics, logic and undecibility;

R. L. Goodstein en C. P. Wormell, Formulae for primes;
R. L. Goodstein, A functional equation for implication.

9. The Mathematics Teacher (LIX, 8 en LX, 1—5; december 1966 — mei 1967).

I. Adler, Mental growth and the art of teaching; .

R. F. Lawler, A nontrivial automorphism in the field of real numbers;

U. Alfred, A mathematician’s progress; ’

J. Garfunkel en B. Plotkin, Using geometry to prove algebraic inequalities;

J. M. Scandura, Concrete examples of commutative nonassociative systems;

P. A. Wursthorn, The position of Thomas Carlyle in the history of mathematics.

B. E. Meserve, Euclidean and other geometries;

L. Raphael, The return of the old mathematics;

H. Sitomer en Howard F. Fehr, How shall we define angle?

C. R. Wylie, What are perpendicular lines?

C. Mallory, Intuitive approach to #° = 1;

J. W. Alspaughen F. G. Delon, How modern is today’s secondary mathematics
curriculum?

A. Sterrett, Gamble doesn’t pay;

P. Braunfeld, A new UICSM approach to fractions for the junior high school;
I. Hollingshead, Number theory, a short course for high school seniors;
J. N. Williamson, A general structure for the study of prime numbers;

J. L. Marksen J. R. Smart, Using the analytic method to encourage discovery;
C. Callanan, Scientific notation; '

D. V. Schrader, The arithmetic of the mediaeval universities;

R. T. Mattson, Mathematics leagues, stimulating interest through competition.

J. Fey, What’s between Q and R?
A. Coxford, Classroom inquiry into conic sections;
M. S. Klamkin, On some geometric inequalities;
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St. Szabo, Some results on quadrilaterals with perpendicular diagonals;
G. R. Rising, A reaction to ‘‘definitions without exceptions”;
S.S. Anderson en F. Harary, Trees and unicyclic graphs;
J. T. Sgroi, Pascal’s triangle: a different approach to subsets;
Th. Mikula, The trigonometry of the square;
R. E. Reys, Mathematics word search;
Moore, On the foundations of mathematics;
Pawlikowski, The men responsible for the development of vectors.

Hajek, New learning and subverbal knowledge;
H. Leichliter, Businessmen and mathematics teachers;
A. J.Simone, A FORTRAN program for a recursion for simultaneous linear equa-
tions;
J. R. Smart, The N-sectors of the angles of a square;
A. M. Glirksman en H. D. R. Ruderman, Two combinatorial theorems;
W. R. Ransom, Fermat’s factoring;
L. E. Pursell, The area under a parabola by Cavalieri’s rule;
H. Sitomer, Sight versus insight;
H. von Baravelle, The number 7;
J. P. Philips, Brachistochrone, tautochrone, cycloid: apple of discord;
K. O. May, The origin of the four-color conjecture;
H. G. Steiner, The mathematization of a political structure.

E. H.

G.].

R. G. Pawley, 5-con triangles;
R. D.

V.

O. Veblen, The modern approach to elementary geometry;

D. W. Stover, Auxiliziry lines and ratios;

R. Sweet, Organizing a mathematics laboratory;

J. C. Biddle, The square function: an abstract system for trigonometry;
Ch. Buck, An alternative definition for equivalence relations;

L. D. Kovach, A note on curve-fitting with rational polynomials;

F. J. Crosswhite, Classics in mathematics education.

HET VIERDE NEDERLANDSE MATHEMATISCHE
CONGRES

Het vierde jaarlijkse Nederlandse mathematisch congres vanwege het Wiskundig
Genootschap zal worden gehouden op 18 en 19 april 1968 te Eindhoven.

Het doel van deze congressen is de contacten tussen de Nederlandse wiskundigen
te bevorderen en hen in de gelegenheid te stellen om door middel van voordrachten
van elkaars werk kennis te nemen.

Naast de algemene voordrachten zullen er kortere voordrachten worden ge-
houden in secties, t.w. (indien voldoende sprekers zich aanmelden) grondslagen
der wiskunde, topologie en meetkunde, algebra, getaltheorie, combinatoriek en discrele
wiskunde, abstracte dnalyse, analyse, waarschijnlijkheidstheorie en statistiek, mathe-
matische fysica, numerieke wiskunde, operationele analyse, theorie van automaten en
van programmeren.

Aan belangstellenden (die geen lid van het Wiskundig Genootschap zijn) wordt
op aanvraag voor 10 maart a.s. bij de congrescommissie, een congresfolder toe-
gezonden. Secretaris is Dr. W. van der Meiden, Afd. Wiskunde, Techn. Hoge-
school, Postbus 613, Eindhoven,
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BOEKBESPREKING

Dr. J. H. Wansink, Didactische oriéntatie voor wiskundelevaren deel II, le druk,
£21,90, J. B. Wolters, Groningen.

Na mijn bespreking van deel I (Euclides 42-VI-pag. 189 —191) acht ik mij ontsla-
gen van de taak de bedoeling van het boek uiteen te zetten. De inhoud in zijn geheel
heeft betrekking op het wiskundeonderwijs; opmerkingen van algemene aard, het
leraarschap betreffend, -zal men niet veel meer ontmoeten. Het boek leest vanwege
zijn meer wiskundig karakter iets minder gemakkelijk dan deel I, dat is niteraard
vanzelfsprekend; het blijft echter een boeiende indruk maken.

Aanvaardbaar en begrijpelijk, hoewel tot mijn teleurstelling, komt de betekenis
van de auteur zelf voor de ontwikkeling van het wiskundeonderwijs, wat op de acht-
tergrond. Die moet men dan er maar bij denken, onoverkomelijke moeilijkheden zal
dat niet geven.

De hoofdstukken zijn de volgende:

8 Over inleidende cursussen in de meetkunde. We ontmoeten Schogt, Vreden-
duin, van Hiele, Troelstra c.s. Een historische bespreking ontbreekt niet,
neemt zelfs een voorname plaats in. '

9. Metrieken (zeer uitgebreid)

10 Het inleidend algebraonderwijs
11 Uitbreiding van het getalbegrip : .
12 Functies en relaties (met een prima voorbeeld van lineaire programmering; ik
ik had er best nog een paar willen hebben) ’
13 Vergelijkingen en ongelijkheidsopgaven
14 Logaritmen en rekenliniaal
15 Het limietbegrip
Mijn voorkeur volgend, besteedde ik de meeste tijd aan de hoofdstukken 8, 12 en
13. Zij vormden pakkende vakantielectuur, maar zijn zonder twijfel niet alleen als
zodanig bedoeld. Leraren zullen er mogelijk nog meer aan hebben dan a.s. leraren.
Het werk ziet er voortreffelijk uit.

Groenman

Dr. A. van Heemert endr. L. R. J. Westermann, Inleiding in de Analytische
Meetkunde en de Lineaire Algebra, Eerste deel, P. Noordhoff N.V., Groningen, 1966,
213 bladz., { 20,75.

De auteurs delen mee bij de samenstelling van dit eerste deel twee doeleinden te
hebben nagestreefd: ,,1. een handleiding te geven voor het consequent en doelmatig
toepassen van de methoden der vectorrekening op meetkundige problemen, en 2.
profiterend van de aan de elementaire meetkunde verbonden vertrouwde aanschou-
welijke situatie, geleidelijk een punt te bereiken, waarop de behandeling van de
lineaire algebra als abstracte mathematische theorie didactisch verantwoord is”.

Dit deel bestaat uit vijf hoofdstukken. In het eerste hoofdstuk worden de trans-
laties ingevoerd, de algebra der translaties wordt besproken, waarna de plaatsvecto-
ren aan de orde komen. Het tweede hoofdstuk begint met een inleiding in de theorie
der lineaire vergelijkingen; na invoering van metrische hulpmiddelen wordt vervol-
gens de berekening van afstanden, oppervlakten en inhouden besproken. Hoofdstuk
III handelt over cirkel en bol, waarna hoofdstuk IV aan afbeeldingen gewijd is,
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waarbij ook groepen van afbeeldingen worden besproken. In het laatste hoofdstuk
komen meetkundige plaatsen aan de orde, met het probleem van elimineren van
parameters.

Bij een beoordeling van het boek dient primair nagegaan te worden of de auteurs
er in geslaagd zijn de gestelde doeleinden te verwezenlijken. Wat het eerste doel be-
treft, kan gezegd worden dat dit zeker het geval is. Hiertoe werken ook de vraag-
stukken mee, die in ruime mate in afzonderlijke paragrafen de meer theoretische be-
handeling afwisselen. Moeilijker ligt het met het tweede gestelde doel. Voor vele be-
ginnende studenten zullen diverse passages uit de hoofdstukken I en IV dermate
moeilijk zijn dat zij door de bestudering ervan niet gemakkelijk tot een verrijking
van het inzicht in de onderhavige materie zullen geraken. De auteurs zijn zich dit
klaarblijkelijk, speciaal wat hoofdstuk IV -betreft, bewust geweest; zij ,,achten het
alleszins denkbaar dat de lezer dit hoofdstuk bestudeert nadat hij van de abstracte
opbouw der lineaire algebra heeft kennis genomen” (deze abstracte opbouw zal in
het nog niet verschenen tweede deel plaatsvinden). Hoofdstuk IV-3, over endomor-
fismen en automorfismen, is een voorbeeld van een te geleerde behandeling; deze
wordt mede veroorzaakt door een ingewikkelde notatieprocedure, waarbij voortdu-
rend de verzameling T van alle translaties van de ruimte R, waarin meetkunde wordt
bedreven, wordt onderscheiden van de verzameling V3(R) der getallentripels. Na-
tuurlijk is dit onderscheid op zichzelf zinvol; men vraagt zich alleen af of het ver-
standig is eerste-jaars-studenten in hun eerste semester reeds met voor hen ingewik-
kelde notatiekwesties te vermoeien, waardoor de kans vergroot wordt dat zij de
grote lijn van het betoog niet meer zien.

Het boek bevat een grote hoeveelheid stof; bij sommige onderwerpen hebben de
auteurs stellig reeds aan de projectieve meetkunde gedacht (hoofdstuk I en in het
bijzonder hoofdstuk IV). Men kan zich voorstellen dat een zekere beperking in de
keuze van de stof uiting van een wijs inzicht is. Tenslotte is het de bedoeling dat de
studenten dit deel in drie maanden doorwerken; beheersen zij dan de aan de orde
gekomen onderwerpen in de geboden omvang ook voldoende?

Nog enkele opmerkingen:

1. Sommige bewijzen, speciaal in hoofdstuk I, zijn voor een beginnend student erg
beknopt geformuleerd; zij zouden bij een iets grotere uitvoerigheid aan duidelijk-
heid gewonnen hebben (bijv. bladz. 9 en 24).

2. In hoofdstuk II, 1 wordt de theorie van de lineaire vergelijkingen algemeen voor
een stelsel van m vergelijkingen met n onbekenden opgebouwd, weer met het oog
op wat in deel 2 zal volgen. Was de behandeling van stelsels met twee resp. drie
onbekenden, met de meetkundige interpretatie (zoals deze op de bladzijden 52-
56 plaatsvindt) voor het doel, in het eerste deel gesteld, niet voldoende geweest?
De algemene theorie zou dan elegant in deel 2 een plaats kunnen vinden, nadat de
lineaire algebra abstract is opgezet en het begrip matrix is ingevoerd.

3. Op bladz. 46 wordt gesproken over de oplossingsruimte van een stelsel lineaire
vergeiijkingen, die niet homogeen bedoeld zijn. In het algemeen reserveert men
het begrip oplossingsruimte uitsluitend voor stelsels homogene vergelijkingen.

Het aantal drukfouten in de tekst is gering, een bewijs dat de auteurs aan de af-
werking van het boek grote zorg hebben besteed. De typografische indeling zouden
we ons overzichtelijker kunnen voorstellen; men leest het boek door de drukke blad-
spiegel wat moeizaam.

Met belangstelling zien we de verschijning van het tweede deel tegemoet, teneinde
een definitief oordeel over het boek te kunnen vormen.

- W. J. Claas
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Gregory H. Wannier, Statistical Physics, John Wiley & Sons, New York -
Londen, 1966.

Dit boek over statistische methoden is in eerste instantie een natuurkundeboek.
Daarom is het met enige aarzeling dat ik als wiskundige aan een bespreking begin,
en daarom heeft het wel wat lang 6p mijn bureau en soms op mijn nachtkastje gele-
gen. Maar het is ook voor een wiskundige een boeiend boek omdat op heldere wijze
voor een groot aantal problemen het verband tussen fysisch experiment en mathe-
matisch model uiteengezet wordt. De methode om verschillende delen van de wis-
kunde zoals thermodynamica, electromagnetische straling, theorie van de electro-
lyten in enkele opzichten vanuit een centraal statistisch gezichtspunt te beschrijven
maakt het boek voor een wiskundige tot prettige lectuur. Dat bij een begrip als en-
tropie ook bij de niet-statistische introductie wordt stilgestaan is belangrijk.

Waardevol is de collectie recommended problems and general problems na ieder
hoofdstuk. Deze vraagstukken zijn soms zuiver wiskundig; sommetjes over boldrie-
hoeksmeting bijvoorbeeld, soms volledig toegepast zoals de opgaven over bacterio-
fagen, over de temperatuur van de aarde als alle warmtetoevoer de zonnestraling is,
berekeningen van molecuulrotaties met behulp van formules voor theta functies.

Alleen bij hoofdstuk 16 staat: There are no problems for this chapter. Een be-
spreking op deze plaats moet kort zijn en kan niet in details treden. Mag ik besluiten
dat het voor mij persoonlijk als docent analyse voor natuurkundestudenten waar-
devol is geweest in dit boek geconfronteerd te worden met fysisch gebruiken van
mathematische methoden op een klassiek gebied en met een respectabel niveau?

F. van der Bljj

RECREATIE

Nieuwe opgaven met oplossingen en correspondentie over deze rubriek gelieve
men te zenden aan Dr. P. G. J. Vredenduin, Kneppelhoutweg 12, Oosterbeek.

192. Helaas zijn in ons land nog steeds vhmo-klassen van 32 leerlingen mogelijk.
Maar dat is dan ook gelukkig het maximum. Een Nederlandse leraar, die een of
ander statistisch experiment wilde doen, vroeg daartoe aan de leerlingen van zijn
klasse elk een natuurlijk getal kleiner dan 100 op te schrijven. Niemand was af-
wezig. Het gemiddelde van de gekozen getallen bleek na afronding te zijn 53,34.
Na een week werd het experiment herhaald. Nu was één leerling afwezig en was het
gemiddelde 68,57. Welke conclusie onze leraar daaruit trok, weet ik niet, maar kunt
u uitrekenen, wat het totaal van de gekozen getallen de eerste maal was?

193. Kies een willekeurig natuurlijk getal groter dan 9. Deel het door 2. Het getal,
dat men dan krijgt, begint (decimaal geschreven) met een 6. Wat is de kans hierop?

Mag ik u vragen eerst deze kans zelf te bepalen en dan de oplossing te raadplegen,
die in dit nummer hieronder gegeven is. Kunt u zich met deze oplossing verenigen of
heeft u kritiek? In het volgende nummer wordt erop teruggekomen.

OPLOSSINGEN
189. 12 - 3446789 = 67 - 89+1234.
() (v) =) )

Vul in zo, dat een analoog resultaat ontstaat:

33-82+4....=..-..43382.
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Stel een methode op om bij gegeven u en v een oplossing voor x en y te vinden.
Er moet gelden

uwv + 100x + y = xy 4+ 100u + v,
100x + y — 2y = 100u + v — uv.
Stel
100u + v — uv = p.
Dan moeten ¥ en ¥ voldoen aan
100x 4+ y — xy = p,
(*—1)(100—y) = p—100.

De grafiek hiervan is een orthogonale hyperbool. Op deze hyperbool ligt het rooster-
punt (%, v). We moeten een tweede roosterpunt op de hyperbool vinden. Trek door
(u, v) een rechte met richtingscoéfficiént 1. Deze snijdt de hyperbool in het punt
(101—v, 101 —«). Aan de vraag voldoet dus

¥ = 101—v, y = 101 —u.
‘Waardoor we in het bijzonder vinden:
33 - 8241968 = 19 - 68 3382.
Zet voor het verkregen antwoord ,,gelukkig” en u verkrijgt datgene, wat de heer

Kootstra de lezers van deze rubriek gaarne toewenst.

190. We kunnen zonder bezwaar de zeshoek convex onderstellen en door toevoe-
ging van de zeshoek zelf aan het stelsel driehoeken een convex veelvlak doen ont-
staan. Hiervoor geldt de stelling van Euler: Z+H = R+ 2. Laten we de zeshoek nu
weer weg, dan blijkt voor het stelsei drichoeken te gelden: Z+H = R+1.

Onderstel, dat de gevraagde verdeling in driehoeken teweeggebracht is door

}2P+6)+10=p+6+1.

We vinden hieruit p = 15. Het aantal lijnstukken is dus minimaal 15, en een groter
aantal dan 15 is bovendien onmogelijk.

191. Een magazijn moet ingericht worden om vandaar uit de winkels 4, B, C
(en D) te bevoorrader. De som van de afstanden van het magazijn tot de winkels
moet minimaal zijn. Waar moet het magazijn gekozen worden?

////7 ©OC

[n:1¢
>
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In de linker figuur nemen we de horizontale straat door 4 en snijden deze met de
verticale door B. Op het snijpunt kiezen we het magazijn M.

In de rechter figuur nemen we de horizontale straten door 4 en C en de verticale
door B en D. Deze vier straten begrenzen een, in de figuur gearceerd, gedeelte van
de stad. Het magazijn moet nu gekozen worden op een of andere straathoek, die
tot dit gearceerde gedeelte (de rand meegerekend) behoort.

We beschouwen nu het algemene geval en geven daarvoor tevens het bewijs van
de juistheid van de oplossing. Neem om de gedachten te bepalen aan, dat het aantal
winkels 12 bedraagt. We nummeren deze van links naar rechts. Winkels, die in een
zelfde verticale straat liggen, worden daarbij in willekeurige volgorde genummerd.
Beschouw nu de verticale straten door de winkels 6 en 7 (deze kunnen verschillend
zijn, ze kunnen ook samenvallen). We beginnen nu een punt op /, te kiezen. Van
hier gaan we naar J;. Dan zullen de horizontale afstanden tot alle 12 winkels 1
kleiner worden. Nu gaan we naar /,. Dan worden 11 afstanden 1 kleiner en wordt
1 afstand 1 groter. Van /; naar /, zijn deze getallen 7 en 4, van /, naar /; zijn ze 6 en 6,
van [ naar /4 zijn ze 5 en 7, enz. Tot aan /, wordt de som van de horizontale afstanden
dus kleiner en vanaf /; kleiner.

21 8
10 50 S
3ﬁ 120
[S) 70 101
40 n
l4 P la lg lg le 3 lg

Nu nummeren we de winkels opnieuw, maar thans van boven naar beneden. We
nemen de horizontale straten door 6 en 7. Noem deze m,; en m,,,. De vier straten
1, en Iy, m, en m,,, begrenzen het deel van de stad, waar het magazijn gekozen moet
worden om aan de eis te voldoen.

Het zo gevonden stadsdeel kan een rechthoek zijn, het kan ook een lijnstuk en
ook een punt zijn. Als het aantal winkels oneven is, vinden we steeds een punt.

1
193. Ieder normaal mens zegt spontaan, dat de gevraagde kans 3 is. Toch is dit

niet juist. De helft van een natuurlijk getai begint met een 6 — is gelijkwaardig
met —
het eerste cijfer van het getal is een 1 en
het tweede cijfer is een 2 of een 3.
1 1

. 1
De kans hierop is AT



Wiskunde-uitgaven voor havo en vwo .
ALGEBRA VOOR HET VHMO |/ C. ). Alders '

deel 1 - 56/60e druk - ing. f 3,50; geb. f 4,75 | deel 2 - 56/60e druk - ing. f 3,25;
geb. f 4,50 / deel 2B - ing. f 3,50; geb. f 4,75 / deel 3 - 24/26e druk - ing. f 2,70; geb.
f 3,60 / deel 3B -ing. f 4,25; geb. f 5,50 / antwoorden 1 - f 1,00 / 2 - 0,90 / 3-f0,90/
3B -f 0,50 i !

INLEIDING TOT DE ANALYTISCHE MEETKUNDE /C. ). Alders
26/30e druk - ing. f 3,25; geb. f 4,50 [ antwoorden gratis

GONIOMETRIE VOOR HET VHMO | C. ). Alders
26/30e druk - ing. f 2,60; geb. f 3,50 / antwoorden f 0,75

STEREOMETRIE YOOR HET YHMO / C. . Alders
24/26e druk - ing. f 3,25; geb. f 4,50

PLANIMETRIE VOOR HET VHMO |/ C, J. Alders
35/40e druk - ing. f 4,50; geb. f 5,50

VLAKKE MEETKUNDE VOOR HET YHMO | C. J. Alders °
30e druk - ing. f 4,25
ALGEBRA VOOR M.MSS. | M. G. H. Birkenhdger en }. H. D. Machielsen
3e druk - ing. f 4,50 / antwoorden f 1,00

MEETKUNDE YOOR M.M.S. | M. G. H. Birkenhdger en ]. H. D. Machlelsen
deel 1 - 2e druk - ing. f 3,90 [ deel 2 - ing. f 4,50

NIEUW MEETKUNDEBOEK VOOR HET VHMO | Dr. H. Streefkerk

deel 1 - 5e druk - ing. f 3,25 / deel 2 - 5e druk - ing. f 3,90
deel 3 - 3e/4e druk - ing. f 3,90

DIFFERENTIAAL- EN INTEGRAALREKENING VOOR HET YHMO/

). C. Kok e.a.
2e druk - ing. f 4,50 / antwoorden f 0,75
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