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UITBREIDING VAN GETALSYSTEMEN') 

door 

Dr. P. G. J. VREDENDUIN 
Oosterbeek 

Bij ons onderwijs gaan we uit van de natuurlijke getallen en 
breiden dit getalsysteem successieveljk uit, totdat het systeem van 
de reële getallen bereikt is. We zien daarbij het getalsysteem steeds 
rijker aan eigenschappen worden. Vroeger gingen we daarna verder 
en voerden de complexe getallen in, waardoor naast een verrijking 
aan de andere kant een verarming optrad. Verschillende vragen 
doen zich nu voor. Waaruit bestaat deze verrijking resp. verarming? 
Kan het systeem van de reële getallen verder uitgebreid worden 
zonder dat verarming optreedt? Kan het systeem van de complexe 
getallen uitgebreid worden zonder verarming en zo niet, op welke 
wijze is uitbreiding mogelijk en welke eigenschappen gaan daarbij 
verloren? Met dit soort problemen; die de problemen binnen ons 
onderwijs nauw raken, willen we ons hier bezig gaan houden. 

1. De eigenschcij pen va.n de reële getallen. De verzameling R van 
de reële getallen heeft de eigenschap, dat er twee bewerkingen ge-
definieerd zijn, optelling en vermenigvuldiging, die aan elk paar 
elementen van R een element van R toevoegen. De reële getallen 
vormen een abelse groep t.o.v. de optelling, d.w.z. 

Li a. de optelling is commutatief, 
de optelling is associatief, 
de optelling heeft een neutraal element (het getal 0), 
elk element heeft een inverse (het inverse element van 
a is —a). 

Verder vormen de reële getallen, met uitzondering an het getal 0, 
een abelse groep t.o.v. de vermenigvuldiging, d.w.z. 

L2 a. de vermenigvuldiging is commutatief, 
de vermenigvuldiging is associatief, 
de vermenigvuldiging heeft een neutraal element (het 
getal 1), 

1) Voordracht gehouden voor het wiskundig dispuut ,Pi" te Arnhem op 5 april 
1962. 
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d. elk element heeft een inverse (het inverse element van 
a is a-1 ). 

Ten slotte hangen deze beide bewerkingen niet als droog zand samen, 
doch bestaat er verband tussen. Dit verband wordt geleverd door de 
distributieve eigenschap: 

L3 a(b + c) = ab + ac. 
We vatten L1-3 ook wel samen door te zeggen, dat de verzame-
ling van de reële getallen een lichaam is. 

Totnogtoe is de vermenigvuldiging met 0 niet expliciet vermeld. Uit L3 volgt 
echter 

a(b + 0) = ab + a.0 
en uit Lic 

b+O=b en dus a(b+O)=ab. 
Uit Li volgt dan 

a.0 = 0. 
Om nu ook af te leiden, waaraan O.a gelijk is, stellen we vast, dat de corn-

mutativiteit van de vermenigvuldiging niet alleen geldt voor getallen : 7,- 0, maar 
algemeen. Dit is dus een afspraak, die een uitbreiding van L2a inhoudt. Dan zien 
we, dat ook 

0.a = 0. 
Uit de geldigheid van a.O = 0.a = 0 volgt, dat het niet mogelijk is een deling 

door 0 te definiëren. We kunnen dus een lichaam nimmer zo uitbreiden, dat deling 
door 0 mogelijk wordt. 

Het is echter een bijzonder soort lichaam, namelijk een geordend 
lichaam. Dit wil zeggen, dat er tussen de elementen van het lichaam 
een orderelatie gedefinieerd is, dus een relatie met de volgende 
eigenschappen: 

01 a. voor elke a en b geldt hetzij a > b, hetzij b > a, hetzij a = 
b. de relatie is transitief. 

Om de richting van de ordening vast te leggen, kunnen we afspre-
ken, dat we a> 0 onderstellen, als a aan dezelfde kant van 0 als 1 
ligt (we kunnen ook kortweg 1 > 0 postuleren). 

Nu hangt deze ordening ook weer met de reeds ingevoerde be-
werkingen samen. Er geldt namelijk: 

02 a> b impliceert a + c> b + c, 
03 a> 0 en b> 0 impliceert ab > 0. 
Bezien we de successieveljke uitbreidingen van ons getalbegrip, 

dan zien we, dat eerst na invoering van de gehele getallen Li van 
kracht is geworden en na invoering van de rationale getallen L2. 
Voor laatstgenoemd systeem gelden dus alle axioma's L1-3 en 
01-3. We zien nu reeds, wat met ,,verrjking" bedoeld werd. 
Hiermee werd alleen bedoeld, dat van de eigenschappen van een 
geordend lichaam er meer van kracht worden. 



Als de behoefte eraan zich voordoet, zullen we het systeem P van 
de rationale getallen op zijn beurt gaan uitbreiden onder handhaving 
van de eigenschappen van een geordend lichaam en zodanig, dat 
eventuele nieuwe eigenschappen ook gaan gelden. Dat het systeem 
P niet al onze idealen bevredigt, is overbekend. Het systeem ver-
toont ,,gaten", d.w.z. we kunnen het ,,doorbreken" op een zodanige 
wijze, dat geen van beide delen een eindpunt heeft; de worteltrek-
king uit positieve getallen is niet steeds mogelijk; een inkrimpende 
intervalrij kan een lege doorsnede hebben. Aan al deze bezwaren 
wordt tegemoet gekomen, als we het zo uitbreiden, dat de stelling 
van de bovenste grens geldig wordt, dus: 

04 elke naar boven begrensde verzameling heeft een bovenste 
grens. 
Is dus een verzameling V gegeven, die naar boven begrensd is, dan 
is er een b zo, dat voor elke x E V geldt b ~ x, terwijl bij elke e> 0 
een element y e V bestaat, waarvoor geldt y> b -  e. 

Bekend is, dat door 04 te eisen een getalsysteem ontstaat, het 
systeem R van de reële getallen, dat geen van de bovengenoemde 
tekortkomingen van het systeem P van de rationale getallen meer 
heeft, terwijl de eigenschappen L1-3 en 01-3 behouden zijn. 

We kunnen nu bewijzen, dat elk geordend lichaam, waarvoor de 
stelling van de bovenste grens geldt, archimedisch is. D.w.z. als a en 
b twee positieve elementen van het lichaam zijn, dan is er een na-
tuurlijk getal n zo, dat na> b. 1)  

c-a 	t 	na 	 c+a 	(n+i)a 

Fig. 1. 

Bewijs. De verzameling elementen van het lichaam, waarvoor 
geldt: er is een is zo, dat na> x, noemen we V. Onderstel, dat V naar 
boven begrensd is. Dan bezit V een bovenste grens c. Tot V behoort 
dan een element d> c - a. Volgens onderstelling is er dus een is, 
waarvoor na > c - a. Tel bij beide leden hiervan a op, dan krijgen 
we volgens 02: na + a > c - a+ a, of, (is + 1)a > c + -a. Dan 
zou c + la tot V moeten behoren, in strijd met de onderstelling, 
dat c de bovenste grens van V is. V is dus niet naar boven begrensd 
en dus is het lichaam archimedisch. 

1) Elk lichaam heeft een element 0 en een element 1 en dus elementen 1 + 1, 
1 + 1  + 1.....d.w.z. in elk lichaam is er een deelverzameling, die met , ,natuurlijke 
getallen" aangeduid kan worden. (Deze ,,natiturlijke getallen" kunnen een eindige 
verzameling vormen.) 
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2. Volledigheid van het axiornastelsel L1-3, 01-4. Totnogtoe 
hebben we steeds weer onvolkomenheden in het getalsysteem ont-
dekt en door een geschikte uitbreiding een nieuw systeem geconstru-
eerd, dat deze onvolkomenheden miste, terwijl van de eigenschappen 
L1-3 en 01-4 er nimmer ten gevolge van de uitbreiding verloren 
gingen. De vraag is, of we op deze wijze verder kunnen doorgaan. 
Een onvolkomenheid van het systeem R van de reële getallen is 
b.v., dat deling door 0 niet mogelijk is. We hebben al gezien, dat 
we niet hoeven te proberen door uitbreiding deze onvolkomenheid 
op te heffen, want dat in geen enkel lichaam deling door 0 mogelijk 
is. Een andere onvolkomenheid is de aanwezigheid van valse vier-
kantsvergelijkingen. En zo zal er nog wel meer te bedenken zijn. 
We stellen nu niet de vraag, of het mogelijk is een bepaalde onvol-
kornenheid op te heffen, maar stellen meer algemeen het probleem: 
is het mogelijk het systeem R zo uit te breiden, dat alle eigenschap-
pen L1-3, 01-4 ervoor blijven gelden? Het antwoord zal ont-
kennend blijken te zijn. 

We doen verstandig eerst nauwkeurig te formuleren, wat we wil-
len bewijzen. De te bewijzen stelling luidt: 

Stelling. Als voor twee verzamelingen R1  en R2  de axioma's 
L1-3 en 01-4 gelden, dan zijn deze verzamelingen isomorf. 

Hiermee wordt bedoeld: er is een omkeerbaar eenduidige afbeel-
ding van R1  op R2  met de volgende eigenschappen: 

als a1  en b1  toegevoegd worden aan resp. a2  en b 2 , lan wordt aan 
a1  + b1  toegevoegd a2  + b2  en aan a1  . b 1  wordt toegevoegd a2  . b21  

als bovendien a1 > b1 , dan is a2 > b2 . 
Bewijs. We zullen het bewijs niet in volle omvang geven, doch 

volstaan met een schets. R1  heeft een nulelement 0 1  en een eenheids-
element 1;  in R2  noemen we deze elementen 0 2  en 12.  We voegen 
nu aan 01  en 1 1  toe resp. 02  en 12.  We noteren deze toevoeging: 
01-±02 en 11±12. 

We gaan nu als volgt verder: 1 + 1--  12 + 1 21 11 + 1 1 + i- 1 2 

+ 1 2 + 12, enz. Aan de natuurlijke getallen van R 1  voegen we dus de 
natuurlijke getallen van R2  toe. (Bewezen dient hier te worden, dat 
de ,,natuurljke getallen" in R1  en in R2  alle verschifiend zijn. Dit is 
minder triviaal, dan op het eerste gezicht lijkt. In het lichaam van 
de restklassen modulo 5 zijn de ,,natuurlijke getallen" niet alle ver-
schillend, ni. achtereenvolgens 1, 2, 3, .4, 0, 1, 2, . .. Als echter 
01 en 02 gelden, dan zijn de ,,natuurlijke getallen" alle verschillend.) 

We gaan nu verder met de toevoeging. Als n1->n2 , dan voegen 
we toe —n1--->—n2 . En als m1-*m2  en n1 ->n2, dan voegen we toe 
m1/n1-->m2/n2 . We hebben nu rationale deelsystemen P 1  en P2  van 
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R1  en R2  geconstrueerd, die isomorf zijn. Om deze isomorfie nauw-
keurig aan te tonen, is nog wel enig geduld nodig, maar ik heb be-
loofd slechts een schets te geven. 

Kies nu een irrationaal element van R 1 . Dit moet er zijn, want 
anders gold 04 niet. Noem dit element p. Omdat bewezen is, dat 
elk lichaam, waarvoor 01-4 geldt, archimedisch is, is er als p1  
positief is een natuurlijk getal groter dan p. En als p negatief is, 
is er een natuurlijk getal groter dan -p 1  en dus een geheel getal 
kleiner dan p1 . En dus verdeelt het getal p1  de rationale getallen in 
twee niet lege deelverzamelingen Pl,  en P1 1 ', waarvan de elementen 
kleiner resp. groter dan P zijn. Met deze verdeling van P 1  corres-
pondeert een verdeling van P2  in twee delen P2' en P2", waarvan 
alle elementen van P 2 ' kleiner zijn dan alle elementen van P 2". 
Volgens 04 heeft P2' dan een bovenste grens. Deze bovenste grens 
noemen we P, en we stellen vast p1-+p2 . Met enig geduld laat zich 
dan aantonen, dat de gevraagde isomorfie werkelijk tot stand ge-
bracht is. Men heeft daarbij 03 nodig. 

Laten we nu eens aannemen, dat we het systeem R 1  van de reële 
getallen zo willen uitbreiden, dat de vergelijking x 2 + 1 = 0 in het 
nieuwe systeem R2  een wortel heeft. Als voor R2  weer L1-3 en 
01-4 gelden, dan is R2  isomorf met R1. Zou nu p 2  een element van 
R2  zijn, waarvoor p22 --1 = 0 was, dan was p 2  toegevoegd aan een 
element p 1  van R1  en zou wegens de isomorfie ook p12 +1 = 0 gelden, 
hetgeen niet het geval kan zijn. Een dergelijke uitbreiding is dus 
niet mogelijk. 

We hebben met het systeem R van de reële getallen dus in zekere 
zin een ideaal eindpunt bereikt. Willen we het systeemzodanig uit-
breiden, dat een tekortkoming ervan opgeheven wordt, dan is dit 
alleen mogelijk door toe te staan, dat er van de eigenschappen 
L1-3 en 01-4 een of meer verloren gaan. 

Een axiomastelsel, waarvan alle modellen isomorf zijn, wordt wel 
volledig genoemd. In deze betekenis is het axiomastelsel van de reële 
getallen een volledig stelsel. 

3. De complexe getallen. Het spreekt haast vanzelf, dat we toch de 
behoefte blijven gevoelen het stelsel R zo uit te breiden, dat bepaal-
de onvolkomenheden opgeheven worden. We weten nu,-dat we ons 
daarbij opofferingen zullen moeten getroosten. Welnu, laten we eens 
proberen of we met het brengen van enige offers gedaan kunnen 
krijgen, dat de vergelijking x 2 + 1 = 0 wel een wortel krijgt. We kun-
nen dan op verschillende manieren tewerk gaan. In het verband van 
dit artikel zijn twee manieren van belang. 
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Onderstel eens, dat het reële getalsysteem zo uitgebreid werd 
dat aan de gestelde eis voldaan is. Dan zou het nieuwe stelsel een 
getal i bevatten, waarvoor i2 + 1 = 0. We willen zoveel mogelijk van 
de eigenschappen van R behouden. Laten we dus maar beginnen te 
onderstellen, dat we op de normale manier mogen blijven rekenen 
(d.w.z. dat we weer een lichaam krijgen). Dan merken we allereerst 
op, dat we behalve de reële getallen en het getal i ook getallen 
a+bi in ons nieuwe stelsel krijgen. 1).  Het rekenen verloopt normaal, 
met dien verstande, dat we conform onze aanname, dat i een wortel 
is van de vergelijking x 2 + 1 = 0 moeten schrijven j2 = — 1. De regels 
voor de optelling en de vermenigvuldiging worden dus: 

(a+bi)+ (c+di)= (a+c) + (b+d)i, 
(cz+bi) (c+di) = (ac— bd) + (ad+bc)i. 

Men moet nu natuurlijk aantonen, dat men in zijn opzet geslaagd 
is, d.w.z. dat men inderdaad weer een lichaam gekregen heeft, dat 
dit lichaam een deeffichaam heeft dat isomorf is met R en dat de 
vergelijking x2 + 1 = 0 een wortel in het nieuwe systeem heeft. We 
zullen dit niet doen. Ik wil trachten de grote lijnen aan te geven en 
het lezen niet door detailwerk te bemoeilijken. Wie lust heeft, kan 
het zelf uitwerken; het is niet moeilijk. 

De gevolgde methode heet de methode door adjunctie en wel 
adjunctie van een wortel van x2 + 1 = 0. 

De vraag is nu, welk offer we gebracht hebben. Omdat we nog 
steeds een lichaam hebben, kan het verlies alleen daarin gelegen zijn, 
dat dit lichaam niet meer conform 01-4 geordend kan worden. De 
onmogelijkheid hiervan is een direct gevolg van de volledigheid 
van het stelsel R. 

Men kan natuurlijk wel ordeningen teweeg brengen, die aan een 
deel van de axioma's 01-4 voldoen. Dit is een aardige sport, maar 
het brengt ons niet veel verder. 

Een andere manier om het stelsel R uit te breiden berust op 
het beschouwen van transformaties. De reële getallen zijn isomorf 
met de vermenigvuldigingen van het platte vlak t.o.v. een vast punt 0. 
Tot deze vermenigvuldiging behoort de spiegeling t.o.v. 0, dat is 
dus de vermenigvuldiging t.o.v. 0 met —1. Hierboven hebben we de 
vraag gesteld naar de existentie van een getal, waarvan het kwadraat 
gelijk aan —1 is. We vragen nu analoog, of er een transformatie te 
vinden is, waarvan het kwadraat (dus het resultaat als deze trans-
formatie tweemaal achtereen uitgevoerd wordt) de spiegeling t.o.v. 

1)  In het vervolg stelt een cursieve kleine latijnse letter altijd een reëel getal 
voor (behalve x in vergelijkingen). 
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o is. Een dergelijke transformatie is gemakkelijk te vinden. Als we 
eraan denken, dat een spiegeling t.o.v. 0 een rotatie om 0 over 1800  
is, is het duidelijk, dat een rotatie om 0 over 90° aan ons doel beant-
woordt. We krijgen zo een stelsel transformaties, die bestaan uit de 
vermenigvuldigingen met a t.o.v. 0, die we kortweg met a zullen 
aanduiden, en de rotatie over 90° om 0, die we met de letter i zullen 
aanduiden. Er zal blijken, dat we, als we van plan zijn met deze 
transformaties te gaan rekenen, niet kunnen volstaan met alleen 
rotaties over 90 0  te beschouwen. Ons nieuwe ,,getalsysteem" zal 
daarom bestaan uit de groep van de transformaties, die samenge-
steld zijn uit een vermenigvuldiging t.o.v. 0 en een draaiing om 0. 

Neem nu in het platte vlak een rechthoekig coördinatenstelsel 
met oorsprong 0 en leg langs de assen eenheidsvectoren e1  (1,0) en 
e2(0,1). 1)  We kunnen dan elke transformatie van onze groep 
karakteriseren door een vector, namelijk de vector, die het beeld is 
van e1 . In fig. 2 is getekend de vector, die correspondeert met de 
transformatie, die bestaat uit een vermenigvuldiging met 2 en een 
draaiing over 30°. 

Fig. 2. 

Nu moeten rekenoperaties gedefinieerd worden. De optelling van 
twee transformaties definiëren we door middel van de optelling van 
de corresponderende vectoren. D.w.z. als met de transformaties 
cc en 9 de vectoren a en b corresponderen, dan verstaan we onder 
a.+p de transformatie, waarmee de vector a+b  correspondeert. 

Verder verstaan we onder het produkt cc j de transformatie, die 
resulteert, als eerst P en daarna cc uitgevoerd wordt. 

Gemakkelijk is nu aan te tonen, dat we ons doel weer bereikt 
hebben. Om te beginnen heeft de optelling de vereiste eigenschap-
pen, omdat de vectoroptelling deze heeft. Verder kunnen we elke 
vector schrijven r(e1  cos 99 + e2  sin q,). We zien dan dat vermenig-
vuldiging geschiedt door de beide r's te vermenigvuldigen en de 
beide q's op te tellen. Commutatieve en associatieve eigenschap 

1) Vet gedrukte letters stellen steeds vectoren voor. 
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benevens het bestaan van een eenheidselement en een inverse zijn 
hiervan een direct gevolg. De distributieve eigenschap levert nu 
weinig moeilijkheden meer. De deelverzameling van de vectoren 
ae1  is isomorf met de reële getallen en e2  e2 = — 1 e1 . En hiermee is 
dus duidelijk, dat we ons doel bereikt hebben. 

Het zo verkregen stelsel heet het stelsel van de complexe getallen. 
We duiden het aan met de letter C. 

Onder de absolute waarde van een complex getal verstaan we 
de grootte van de sub b ermee corresponderende vector. De ab-
solute waarde van a+bi is dus /(c2+b2).  De getallen a+bi  en 
a - bi heten toegevoegd complex. Ze zijn gekenmerkt door de eigen-
schap, dat zowel hun som als hun produkt reëel zijn. Is a een complex 
getal, dan stellen we het toegevoegd complexe getal door & voor. 1) 

De absolute waarde van a is dan gelijk aan 

In het voorgaande hebben we de complexe getallen ingevoerd 
door ze te identificeren met een groep transformaties. Elke trans-
formatie kan door een matrix beschreven worden. Het ligt voor de 
hand, dat de invoering van complexe getallen met behulp van trans-
formaties vervangen kan worden door een invoering door middel 
van matrices. 

Een rotatie om 0 in het platte vlak kunnen we beschrijven door 
de transformatieformules: 

x'=x cos —y sin q 
y'=xsin +ycos. 

De transformatiematrix is dus 

(cosq —sinq 
cos' 

Voeren we een transformatie uit, die samengesteld is uit een rotatie 
om 0 en een vermenigvuldiging t.o.v. 0, dan zijn de transformatie-
formules: 

x'=x — by 
y' = bx+ ay. 

De transformatiematrix is dus 

Ici —b\ 
Ib 	

(1) 

Verder hebben we met behulp van vectoren een optelling van 
transformaties gedefinieerd. Onderstel, dat twee matrices de vector 

1) Voortaan stelt een kleine griekse letter een complex getal voor. 
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e1 (1,0) overvoeren resp. in a1e1 +b1e2  en a2e1 +b2e2 . Dan zal de 
som van deze transformaties e1 (1,0) overvoeren in (tzj+a2 )e1+ 
(b1  + b2 )e2 . De transformatiematrix van de eerste transformatie is 
van de vorm (1); bovendien volgt uit x = 1 en y=O,dat x'=a1  en 
y'=b1 . Dan moet de transformatiematrix zijn 

jaj  —b1  
- 	\b1 	a1  

Analoog zijn de matrices van de tweede transformatië en van de 
somtransformatie 

(2 .—b2\ 	en 	(bl+b2
a1+cz2 —(b1+b2) 

b2 	a2J 	a1+a2 
Tellen we dus twee transformaties op, dan worden ook hun matrices 
opgeteld. 

We gaan nu twee transformaties vermenigvuldigen, d.w.z. na 
elkaar uitvoeren. Is de eerste transformatie () 

x'=a1x—b 1y 
y' = b1x+a1y 

en de tweede () 
x"=a2x'—b 2y' 
y"=b2x'+ci 2y', 

dan is het produkt van de beide transformaties (c 
x"=(a1a2 +b1b2 )x— (b1 c 2 +a1b2 )y 
y"= (a1b 2 +b 1a2)x+ (a 1a2 ±b1b 2 )y. 

De matrix, die bij de transformatie o j9 hoort, is dus het produkt 
van de matrices, die bij oc en fi horen. 

In plaats van de complexe getallen met transformaties te identi-
ficeren, kunnen we dus ook de complexe getallen identificeren met 
de bijbehorende transformatiematrices, omdat beide systemen 
isomorf zijn t.o.v. de optelling en de vermenigvuldiging. 

Opmerking verdient, dat de optelling van matrices volgens de 
normale regels verloopt. De vermenigvuldiging gehoorzaamt aan de 
associatieve wet en is distributief t.o.v. de optelling. Dat het bijbe-
horende systeem van complexe getallen deze eigenschappen heeft, 
is daarvan een automatisch gevolg. Minder vanzelfsprekend is, dat 
het zo verkregen getalsysteem de commutatieve eigenschap van de 
vermenigvuldiging gehoorzaamt en dat elk getal ongelijk 0 een in-
verse heeft t.a.v. de vermenigvuldiging. 'mmers het rekenen met 
matrices gehoorzaamt niet aan deze wetten. We beschouwen echter 
maar een zeer beperkte matrixverzameling, nl. de matrices van de 
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vorm (1). Voor deze beperkte verzameling matrices geldt de commu-
tatieve eigenschap van de vermenigvuldiging wel en bovendien 
hebben deze matrices een inverse als ci =A 0 en b =A 0 (omdat hun dis-
criminant dan ongelijk aan 0 is). Hiermee is nogmaals duidelijk ge-
maakt, dat het ontstane getalsysteem een lichaam is. 

Willen we nu ook duidelijk ,,zien", dat we het lichaam van de 
complexe getallen gekregen hebben, dan merken we eerst op, dat 

la —b\ 	11 O\ 
+b 

 /0 —' 
b 	) 	i) 	1 

De eerste matrix in het rechter lid is de eenheidsmatrix. De 
tweede stellen we voor door i. Het rechter lid kan dan geschreven 
worden ci. 1 +b. i of kortweg a+bi.  De matrixvermenigvuldiging 
levert direct, dat j2 = — 1. 

4. Kan het stelsel van de comblexe getallen uitgebreid worden? 
Men zou geen mathematicus zijn, als men niet de vraag voelde op-
komen, of het systeem C zich laat uitbreiden. Of, preciezer geformu-
leerd, bestaat er een lichaam, dat niet isomorf met C is en dat een 
deellichaam heeft, dat wel isomorf met C is? 

Het antwoord luidt bevestigend. Zoals bekend vormen de poly-
nomen met complexe coëfficiënten een ring. Deze ring heeft geen 
nuldelers en kan dus uitgebreid worden tot een lichaam, het zg. 
quotiëntenlichaam van de ring. Dit lichaam bestaat uit alle quo-
tiënten van twee polynomen met complexe coëfficiënten (met 
noemer 0). Een deellichaam vormen de polynomen met noemer 
1 en als teller een constante. Dit deellichaam is isomorf met het 
systeem C. 

Toch kan ik mij voorstellen, dat iemand met enige teleurstelling 
reageert, omdat hij eigenlijk een dergelijk soort uitbreiding niet 
bedoeld heeft. Laat zich nu ook vastleggen, wat wel de bedoeling 
is? Om paal en perk te stellen aan de wijze van uitbreiden, stellen 
we vast, dat het systeem C een tweedimensionale vectorruimte is. 
D.w.z. er zijn twee operaties gedefinieerd in C, t.w. de optelling en 
de vermenigvuldiging met een reële factor. C vormt een groep 
t.a.v. de optelling, terwijl de vermenigvuldiging de volgende eigen-
schappen heeft: 
a(bp)= (ab)p, a(p+q)=ap+aq,  (a+b)p=ap+bp, 1 'p=p. 1 ) 

1) Deze vermenigvuldiging met een reëel getal, de zg. scalaire vermenigvuldiging 
van vectoren, moet niet verward worden met de vermenigvuldiging van twee 
complexe getallen. Dat er een vermenigvuldiging gedefinieerd is, die uit twee 
vectoren (complexe getallen) een nieuwe vector (complex getal) afleidt, is niet 
essentieel voor een vectorruimte. 
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Bovendien geldt ap=pa, d.w.z. links- en rechtsvermenigvuldiging 
van een vector met een reëel getal (scalair) leveren hetzelfde resul-
taat op (hetgeen niet in elke vectorruimte het geval is). 

Deze vectorruimte is tweedimensionaal. Want elke vector, dat 
wil dus zeggen elk complex getal, is te schrijven in de vorm a 1 + b i. 
Er zijn dus twee basisvectoren, 1 en i, waarvan alle vectoren een 
lineaire combinatie zijn. 1) 

We stellen nu de volgende vraag: is het mogelijk het systeem C 
uit te breiden tot een lichaam, dat weer een vectorruimte is met 
eindige dimensie? 

Onderstel, dat tot het nieuwe lichaam C' het niet-reële getal j 
behoort. Dan behoren er ook toe de getallen j 2,j 3 ,j 4 Onderstel, 
dat de dimensie van C' ii is. Dan zijn dus de getallen 1, j, j2 ,  . . . ,j 
lineair afhankelijk. D.w.z. er  bestaan reële getallen a0 , a1 , . . . 
die niet alle gelijk aan 0 zijn en waarvoor 

a0+a1j+. .+t•j= 0. 	 (1) 

Neem aan, dat a=A0 (als dit niet het geval is, verandert de aard van de 
redenering niet). Dan is (1) een polynomium met reële coëfficiënten 
en kan dus ontbonden worden in factoren, die alle van de graad 1 
of 2 zijn. Dus in factoren van de vorm b+cj  enb+cj+dj 2 . Het getal 

maakt dan minstens één van deze factoren 0. Als deze factor een 
eerstegraadsfactor is, dan is j zelf reëel, in strijd met de onder-
stelling. Als j een tweedegraads factor 0 maakt, dan is dus 

dj 2 + ci + b = 0 

Of, na deling door d, 
j 2+c'j+b'=0, 
(i +c')= _/ 

waarin 1 >0, omdat j anders reëel was. Stel nu 

J, 	VI' 
	 (2) 

We zien dan, dat j'2 = 1. 
Hieruit volgen twee voor ons belangrijke resultaten: 
1. Voor elk nieuw (niet-reëel) getal van een uitbreiding van C 

(of van R) tot een lichaam, dat tevens een vectorruimte van eindige 

1) We kunnen nu meteen zien, dat het quotiëntenlichaam van de polynomen, 
dat boven een uitbreiding van het systeem C genoemd werd, inderdaad een uit-
breiding is en niet isomorf met C is. De reden is, dat het geen tweedimensionale 
vectorruimte is, omdat er geen twee elementen aan te wijzen zijn, waarvan alle 
andere elementen een lineaire combinatie zijn. 
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dimensie is, geldt, dat het de wortel is van een tweedegraads-
vergelijking x2 +cix+b= 0  (a en b reëel). 

2. Onderstel, dat we C (of R) willen uitbreiden door adjunctie 
van een getal j. Dan verraadt (2), dat we door adjunctie van j' een 
systeem krijgen, dat isomorf is met het systeem, dat verkregen is 
door adjunctie van j. D.w.z. uitbreiding van C (of R) door adjunctie 
van een nieuw element kan altijd zo geschieden, dat het kwadraat 
van dit nieuwe element gelijk is aan —1. 

We kunnen nu de vraag naar de mogelijkheid C uit te breiden 
beantwoorden. Onderstel, dat C zich liet uitbreiden tot een lichaam, 
dat tevens een vectorruimte was van een dimensie hoger dan 2. 
Dan was elk getal van dit lichaam te schrijven in de vorm 
z0 +z1i+a2j +. . . (de stippeltjes duiden aan, dat er meer termen 
komen, eindig in aantal, die ons verder echter niet interesseren). 
We weten dan uit het voorgaande, dat dit lichaam isomorf is met 
een lichaam, waarin j vervangen is door een getal j', waarvoor geldt 
j'2=1. Hieruit volgt: 
j'2i2 en dus j 12_i2 0, (j'-i) (j'+i)=O,  j'=i of j'=-i. 
En dan zou j' geen nieuw getal zijn. Daarmee moeten we de hoop 
op een uitbreiding opgeven. 

Tegelijk valt ons nog een ander resultaat in de schoot. We zien 
niet alleen, dat elke uitbreiding van R tot een vectorruimte met 
eindige dimensie een dimensionaal is, maar tevens dat deze uit-
breidingen ook alle isomorf moeten zijn. Immers de elementen 
ervan zijn altijd te schrijven in de vorm a0+cz1j,  waarin j2=_1. 

5. Quateriionen. Men is alweer geen wiskundige, als men zich nu 
niet de vraag stelt, of het toch mogelijk is C uit te breiden tot een 
vectorruimte van eindige dimensie, als men maar bereid is van de 
eigenschappen van een lichaam iets prijs te geven, en zo ja, wat 
men dan prijs moet geven. 

De methode met behulp van adjunctie heeft ons geleerd, dat 
uitbreiding zonder het brengen van offers niet mogelijk is. Laten we 
nu eens de andere methode, dus die met behulp van transfor-
maties (matrices) proberen om tot een uitbreiding te komen. We heb-
ben gezien, dat C isomorf is met de groep van de rotaties om 0 en 
vermenigvuldigingen t.o.v. 0 in een plat vlak. 

De matrix van een rotatie is 

(sin
cosq —sin 99 

? CO57 

Voeren we een rotatie en een vermenigvuldiging uit, dan is de 
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transformatiematrix 
—b 

	

b 	a 

Bij de rotatie is de lengte van de vectoren constant. D.w.z. roteren 
we de vector x1e1 +x2e2 , dan is/(x+x)  invariant. 

We denken ons nu een soort complexe vectoren van de vorm 
1e1 + 2e2, waarin e1  en e2  eenheidsvectoren zijn en en 2  com-

plexe getallen. We kunnen dus ook zeggen, dat we een tweedimen-
sionale vectorruimte beschouwen over het lichaam van de complexe 
getallen. Het ligt voor de hand de ,,lengte" van zo'n vector te defi- 
niëren als V" ( 1i+22). 1) 

We wifien nu eerst de ,,rotaties" gaan vinden. Dit moeten natuur-
lijk transformaties zijn, die de lengte niet aantasten. Laat zo'n 
transformatie zijn: 

= 0e1 + Y 
21+2. 

Dan moet, wil de transformatie lengtetrouw zijn, 

1ç 1iÇ 	2Ç 2 	1Çjj 2Ç2. 

De voorwaarde hiervoor is, zoals men gemakkelijk narekent, 

cc+Pfl= 1  

ccj+i9 =Q. 
Stel = —9. Dan is 3 =cx. We kunnen onze voorwaarden dan ook 
schrijven 

=1. 
De transformatiematrix is dan 

(cc —pfl 

Laten we nu naast ,,rotaties" ook ,,vermenigvuldigingen" toe, dan 
kunnen we de beperking cc&+fl/3= —1 laten vervallen. 

• 1) ,Indien u het niet plausibel vindt, kan het als volgt plausibel gemaakt worden. 
In de vectorruimte over de reële getallen is de lengte van een vector x 1e 1  + x2e2  
gelijk aan /(x 1 2  + x2), dus aan de wortel uit de som van de kwadraten van de 
absolute waarden van x l  en x2 . Verder is het kwadraat van de absolute waarde van 
een complex getal gelijk aan E.  Vandaar, dat we de lengte van 1e1  + 42e2 de-
f••ren als. (j + 22) dus weer als de wortel uit de som van de kwadraten 
van de absolute waarden van en 
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We kunnen p nader bepalen door de voorwaarde te stellen, dat 
de transformaties een verzameling vormen, die afgesloten is t.o.v. 
de optelling en de vermenigvuldiging. Schetsmatig gaat dit als 
volgt. De som van twee transformaties (matrices) moet weer tot 
de verzameling behoren. Deze som is 

(xi —pfl\ 	(0C2P22\ — ( xi +c(2 	(P1P1+P2P2)
Pi 	Pidi) ' fl2 	P2&2J — /91+/92 	Pi&i+P22 

Het rechter lid moet dus steeds de vorm 

+ot —p(fl1+P2) 
fi1+fl2 	p(&i+&2 ) 

hebben. Hiervoor is nodig, dat P1=P2 
We kunnen ons dus beperken tot matrices met een vaste p. Nu 

beschouwen we het produkt van twee dergelijke matrices. Dit is 

(Pi
xi —p/\ 	fr 	—pJJ2\ 	- focioc2—pflui92 - (pocfl2p2fl12) 

ki2 	p&2) — 'c2/9l+Pi/92 	PI9iP2+P2 &1&2 
Op dezelfde manier als hierboven zien we nu, dat p=l moet zijn. i) 

Ons nieuwe getalsysteem zal dus bestaan uit de matrices 

!Ix —fl 
\9 

Onderstel nu, dat oc =a1+a2i en 19=b1+b2i,  dan kunnen we deze 
matrix schrijven 

	

ai( ?) +a2  ( 	9) +b 
( 	

) + (9 
). 

De eerste matrix is de eenheidsmatrix. Verder stellen we 

(9) =1, (? 	;) =k, (0 ) = j. 0 —i

We zien nu, dat ons getalsysteem een deelsysteem bevat, dat iso-
morf is met de reële getallen, nl. de matrices 

(a 0 
a 

We stellen een dergelijke matrix daarom kortheidshalve door a voor. 
Onze getallen kunnen we dan schrijven in de vorm a1+a2i  +a3k+a4 . 

1) Bij de transformatie in het reële vlak deed zich een soortgelijk verschijnsel 
voor. Stelden we daar de voorwaarde, dat de transformatie lengtetrouw is, dan 
vonden we niet alleen de rotaties maar ook de spiegelingen. De spiegelingen hebben 
we moeten uitsluiten. Hadden we dit niet gedaan, dan hadden we een verzameling 
transformaties gekregen, die niet afgesloten was t.o.v. de optelling. 
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Met deze getallen moeten we gaan rekenen. We moeten daarbij de 
regels van de matrixrekening in acht nemen. Doen we dit, dan zien 
we, dat de optelling ,,normaal" verloopt. Om de regels van de ver-
menigvuldiging te vinden, moeten we eerst nagaan, hoe j, k en 1 
onderling vermenigvuldigd worden. We vinden dan 

j 2 =-1, k2 =-1, 12 =_1. 

Verder 

jk=l, kj=—1, kl=j, lk=—j, lj=k, jl=—k. 

Hieruit blijkt, dat de commutativiteit van de vermenigvuldiging 
verloren is gegaan. 1)  Wel blijven de associatieve en de distribu-
tieve eigenschap gehandhaafd, omdat deze voor de matrixvermenig-
vuldiging gelden. 

Het enige, dat we nog niet weten, is of er een deling mogelijk is, 
zij het dan natuurlijk, dat we twee soorten deling zullen krijgen, 
een linker en een rechter deling. Om te bewijzen, dat deze delingen 
mogelijk zijn, is het voldoende aan te tonen, dat elk getal (dat =A O is) 
een inverse heeft. Dit bewijzen we als volgt. 

In het systeem van de complexe getallen vonden we, dat deze te 
verdelen waren in paren toegevoegd complexe getallen, waarvan 
som en produkt reëel zijn. Hetzelfde doet zich hier ook voor. De 
paren zijn 

A = a + a2j + a3k  + 4l 	en 	Â = - a2j - a3k - 4l. 
Nu is 

AÂ = ÂA =a12  + a22 + a32 +a42 . 

De inverse van A is dan 

A 1=L.Â 
AA 

d.w.z. het getal, dat uit Â ontstaat door de vier coëfficiënten ervan 
door het reële getal AA te delen. (Men kan ..4/AÂ weer de absolute 
waarde van A noemen.) 

Nu is de deling mogelijk. De oplossing van Ax=B is namelijk 
x—A 1 B en de oplossing van xA=B is x=BA 1 . 

Verder zien we, dat als A een nieuw getal en a een reëel getal 
voorstelt, wel aA=Aa. De commutatieve eigenschap van de ver- 

1) In het systéem van de complexe getallen hebben we uit j2 = k 2  geconcludeerd 
j2 —k2  = 0, (j - k)(j + k) = 0, j = ±k. Deze redenering is, nu de commutatieve 
eigenschap van de vermenigvuldiging vervallen is, niet langer juist. Immers 
j2 - = (j - k) (j + k) geldt niet meer. 
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menigvuldiging blijft dus geldig, als een van de beide factoren 
reëel is. 

Voor ons nieuwe getalsysteem geldt dus: 
het is een uitbreiding van het systeem van de complexe getallen, 
alle rekenregels van een lichaam gelden ervoor met uitzondering 
van de commutativiteit van de vermenigvuldiging, 
het is een vectorruimte van eindige dimensie, nl. van dimensie 4, 
in deze vectorruimte is geen onderscheid tussen links- en rechts-
vermenigvuldiging met een scalair (wegens aA =A a). 

De zo geconstrueerde getalverzameling heet de verzameling van 
de quaternionen. 

6. Mogelijkheid van verdere uitbreiding. Is een uitbreiding van het 
systeem Q van de quaternionen mogelijk, als we als eis stellen, dat 
de zojuist opgesomde eigenschappen van het systeem behouden 
blijven? Weer luidt het antwoord ontkennend. We kunnen dit als 
volgt bewijzen. 1) 

Bewijs. Onderstel, dat 91 een nieuw getal is. We brengen in her-
innering, dat uit de eis van eindigheid van de dimensie van de 
vectorruimte afgeleid is, dat elk getal wortel is van een vergelijking 

x2 +ax±b=O. 
(a, b reëel). Er zijn dus reële getallen p en q met de eigenschap, dat 

en dit geldt voor elk getal van het nieuwe stelsel, waarbij p en q 
uiteraard van 91 affiankeljk zijn. 	 / 

We beschouwen nu het getal j91+91j. Omdat 
j9t+91j=(9tH-j) 2 9I2 j 2 , 
(91+ j ) = p1 (91 + j) +1, 

9t2 =29t+q2, 
zijn er reële getallen a, b en c zo, dat 

j91+91j =aj +b91+c. 
We vermenigvuldigen beide links resp. rechts met j en krijgen 

—91+i 9ti =—a+bj91+cj, 
j9lj-9t=—a+b2Ij+cj. 

Hieruit volgt, dat j91=21j of b=O. 

1) Het bewijs is overgenomen uit G. Pickert und H. G. Steiner, Komplexe 
Zahien und Quaternionen, p. 494-495, welk artikel voorkomt in Grundzüge 
der Mathematik 1, Göttingen 1958. Het lezen van dit artikel heeft mij de stimulans 
gegeven deze bijdrage voor Euclides te schrijven. 
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Onderstel j21=Ij. Dan is 

jt=tzj ++b9T++c, 
ajc 
j —b 

en dus was 91 geen nieuw getal. Hieruit volgt, dat b=O. Dan is 

dus: 	 jt+j=cj+c 
en analoog 

kX+2tk=c'k+c', 
l2+911 =a"1+c". 

Nu volgt een slimmigheid, waar men zelf niet gemakkelijk opkomt: 
1 (jt+tj )k—k(kI+tk) —l(l2t+Ïl) = —a+a.'+a" — cj —c'k—c"l, 

of na uitrekenen van het linkerlid 

2 t=—a+a'+a" — cj —c'k—c"l. 
En dus is 91 een quaternion en geen nieuw getal. 

Hiermee is de onmogelijkheid aangetoond het stelsel Q op de 
voorgeschreven wijze uit te breiden. 

De volgende vraag is uiteraard: kan het stelsel Q uitgebreid wor-
den op een zodanige wijze, dat we van de gestelde eisen iets laten 
vallen, en zo ja, wat laten we dan yallen? 

Het ligt voor de hand allereerst de matrixmethode te proberen, 
die ons reeds van R tot C en van C tot Q geleid heeft. 

Als getallen van het nieuwe stelsel kiezen we naar analogie van 
het voorgaande de matrices 

(A—Ë 

	

B 	Ä) .  

Onderstel dat 

A =a1 +a2j+a3k+a41, 
B = b1  + b2j  + b3k  + bal. 

Dan is 

() 
=a 

 ( 	) 
±b 

(? 	) 
+a2 

 ( 	
+b2 (o.) + 

a3 ( 
	) 

±b3 
 ( 	) 

a4 

 ( _) 
±b4 

 ( 	). 

Rekenen met deze mat-ices leidt al snel tot een catastrofe. Zo is b.v 

	

(j J (k 	O\(l 0 
',0 	'S 0 —k)0 1 
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en 
(21 Ø\ 

 ) +( _) =  

Deze laatste matrix heeft een determinant, die gelijk aan 0 is, en 
heeft dus geen inverse. En daarmee blijkt, dat de opoffering, die 
ons bij deze uitbreiding van het systeem Q getroosten moeten, wel 
zeer groot is: de deling is niet meer mogelijk. 

Zou het ook mogelijk zijn met geringere opofferingen het systeem 
Q uit te breiden? Het antwoord luidt bevestigend. Ik kan echter 
niet meer doen dan U het resultaat meedelen, zoals ik dat gevonden 
heb in het bovenvermelde artikel van Pickert en Steiner uit de 
Grundzüge der Mathematik. 

We laten de associatieve eigenschap van de vermenigvuldiging 
vallen. Dan blijkt op één manier een uitbreiding tot een vector-
ruimte van eindige dimensie met geen verschil tussen links- en 
rechtsvermenigvuldiging mogelijk te zijn. We krijgen dan een 
vectorruimte van dimensie 8. De getallen van dit stelsel kunnen we 
schrijven als paren quaternionen, waarvoor de volgende rekenregels 
gedefinieerd worden: 

(Al, B1)-f- (A 2 , B2)= (A 1 +A 2, B1+B2), 
(A l, B1). (A 2 , B2)=(A 1A 2—B 2fl1 , A 2B 1 +Â 1B 2). 

Het deelsysteem (A, 0) is isomorf met Q. 
Het niet associatief zijn van de vermenigvuldiging blijkt b.v. 

door te nemen de drie getallen (0,1), (j, 0) en (k, 0). 
De getallen heten de ociaven van Cayley. 
In genoemd artikel is nog meer te vinden. Het is de vraag, of de 

quaternionen de enige uitbreiding vormen van R tot een vector-
ruimte van eindige dimensie, waarin links- en rechtsvermenig-
vuldiging geen verschillend resultaat opleveren en die alle eigen-
schappen van een lichaam heeft met uitzondering van de commuta-
tiviteit van de vermenigvuldiging. 

Om ons te oriënteren, merken we eerst op, dat uitbreiding van R 
tot een vectorruimte van dimensie 2 de commutatieve eigenschap 
van de vermenigvuldiging noodzakelijk in tact laat, vanwege de eis, 
dat links- en rechtsvermenigvuldiging gelijke resultaten opleveren. 

We zullen dus in elk geval twee nieuwe getallen, j en k, moeten 
adjungeren zo, dat 1, j en k basis zijn van een driedimensionale 
vectorruimte. Zonder de algemeenheid te schaden, kunnen we aan-
nemen, dat j2=_.1  en k2 =-1 zoals we in § 4 zagen. Het is nu de 
vraag, of we kunnen volstaan met een vectorruimte van dimensie 3. 
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In dat geval zouden jk en kj te schrijven zijn indevorma+bj+ck. 
Onderstel 

jk=c+bj+ck. 	 (1) 

Linksvermenigvuldiging met j levert 

—k=aj —b+cjk, 
jk=bc 1 —ac-1j—c 1k. 	 (2) 

(We mogen door c delen, omdat c =0 zou impliceren - k = aj - b en 
dat kan niet, omdat 1, j en k lineair onafhankelijk zijn) Uit (1) en 
(2) volgt c=—c-1  en dat kan niet, omdat c reëel is. 

We vinden dus, dat de gevraagde uitbreiding minstens vier-
dimensionaal moet zijn. Dat alle vierdimensionale uitbreidingen 
isomorf zijn, vereist een nogal langdradig bewijs, dat U in het boven-
genoemde artikel desgewenst kunt nalezen op pag. 493-494. 

7. Samenvatting. 
Het systeem R van de reële getallen is een geordend lichaam, 

waarin de steffing van de bovenste grens geldt. 
Al dergelijke lichamen zijn isomorf. 
Uitbreiding is op eenduidige wijze mogelijk, als we de eis van 

ordening laten vallen. Daardoor ontstaat het lichaam C van de 
complexe getallen. 

Uitbreiding van C (of van R) tot een stelsel, dat alle eigen-
schappen van een lichaam heeft, echter niet de commutatieve eigen-
schap van de vermenigvuldiging, is op eenduidige wijze mogelijk. 
Hierdoor ontstaat het systeem Q van het quaternionen. 

Uitbreiding van Q tot een stelsel, dat alle eigenschappen van 
Q heeft behalve de associatieve eigenschap van de vermenigvuldi-
ging, is op eenduidige wijze mogelijk. Hierdoor ontstaat het stelsel 
van de octaven van Cayley. 	 - 

Bij deze uitbreidingen is eraan vastgehouden, dat het stelsel een 
lineaire vectorruimte vormt met eindige dimensie, waarin links-
en rechtsvermenigvuldiging gelijke resultaten opleveren. 

De dimensies van R, C en Q en van het systeem van de octaven 
van Cayley zijn resp. 1, 2, 4 en 8.- 



HET WISKUNDE-ONDERWIJS OP DE 
ENGELSE MIDDELBARE SCHOLEN 1) 

door. 

Drs. J. SNOEP 

Breda 

Onder de auspiciën van de Nederlandse Stichting voor School-
reizen had ik de gelegenheid van 25 september tot 10 oktober 1964 
een studiereis naar Engeland te maken. Naast de algemene organi-
satie van dit onderwijs had uiteraard het wiskunde-onderwijs mijn 
belangstelling. Tevens had ik de gelegenheid een aantal eindexamen-
opgaven 1963 te verzamelen, die ik als bijlagen aan dit artikel in 
vertaling toevoeg. Tot goed begrip van deze opgaven eerst enige 
opmerkingen over de plaats die het vak wiskunde in het Engelse 
onderwijs inneemt. 

Toelatingsexamen. De lagere school-leeftijd valt in Engeland één 
jaar vroeger dan bij ons, namelijk van 5 tot 11 jaar. Dit zal wel 
één der redenen zijn dat er minder aan rekenen wordt gedaan dan 
in Nederland. Een andere reden is gelegen in de enorme tijd die de 
Engelse kinderen moeten besteden aan het herleiden van de vele 
van het decimale stelsel afwijkende eenheden. De beide delen van. 
het toelatingsexamen gingen dan ook over niet veel meer dan de 
vier hoofdbewerkingen, toegepast op , shillings en pence, yards, 
feet en inches, enz. .Gevolg is dat de wiskundelessen op de middel-
bare school zich intens met het gewone rekenen (bv. ontbinding 
in factoren) moeten bezighouden. 

Programma middelbare school. Hoewel in principe de school een 
veel grotere vrijheid in het samenstellen van het leerplan heeft 
dan dit bij ons het geval is, neemt de wiskunde op de meeste 
grammar schools (het best te vertalen als: gymnasium en H.B.S. 
tezamen) een voorname plaats in: op de scholen welke ik bezocht, 
gewoonlijk 5 lesuren (van 40 minuten) per week gedurende 5 jaar, 
en dat verplicht voor alle ,,streams". Met deze streams worden 
parallelkiassen bedoeld, maar met dit fundamentele onderscheid 
dat de a-klas een zwaarder programma te verwerken krijgt dan de 

1)  Zie ook het artikel van Dr. H. H. Buzeman ,,Enige Engelse ,,Eindexamen"-
opgaven voor wiskunde, mechanica en natuurkunde" in Euclides 25, p. 107— 123. 

[20] 
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b-klas, deze het weer zwaarder heeft dan de c-klas, enz. Dit ,,zwaar-
der" komt op twee manieren tot uiting: 6f een vak wordt in een lagere 
stream in het geheel niet gegeven (bv. Latijn alleen in de a-stream) 
6f er wordt voor een vak een wekelijks lesuur meer op de rooster 
uitgetrokken waardoor de lessen in wat kalmer tempo kunnen 
plaatsvinden. Zo vond ik soms voor een b-stream 6 uur wiskunde 
per week tegen de a-stream 5 uur, terwijl het ook voorkomt dat in 
de examenklas de lagere stream 2 uur tekenen krijgt, desgewenst 
te vervangen door extra wiskunde! 

Eerlijk gezegd, viel mij deze hoge waardering, die aan de wis-
kunde te beurt valt, een beetje tegen. Ik hoopte in Engeland, het 
land van de onderwijsvrjheid, de mogelijkheid te vinden dat 
a-mathematische leerlingen het vak mogen laten schieten of be-
snoeien. De wiskundeleraar blijft echter de volle 5 jaar met de 
volledige klas zitten, inclusief de zwakke broeders. En dit weegt 
des te zwaarder daar ,,zitten blijven" in Engeland vrijwel niet 
voorkomt. Degenen voor wie het werk te zwaar is, zakt eenvoudig 
naar een lagere ,,stream" af en het programma van de laagste 
stream wordt - binnen zekere grenzen - aan de zwakste leerling 
aangepast! Het behoeft geen betoog dat de examenresultaten op 
vele scholen aanmerkelijk slechter zijn dan gemiddeld bij ons. Dit 
vervulde dan ook verschillende schoolleiders met grote zorg. Een 
der oplossingen was, dat men de indeling der streams niet voor 
alle vakken gelijk maakte, maar per vak verschillend! In zijn 
volle consequentie trof ik dit systeem aan bij de Yew Tree Compre-
hensive school te Manchester-Zuid. Deze school had voor elk vak 
een afzonderlijke verdeling van de leerlingen over de parallel-
klassen. Daar wel geen twee van de 30 leerlingen van een klas voor 
elk vak in dezelfde ,,stream" terecht zullen zijn gekommen, ging deze 
school er prat op dat elke van de 1300 leerlingen een individuele 
rooster thuisgestuurd kreeg! Om deze te maken, offerden zowel 
de rector als de conrector zes vakantieweken op! - Natuurlijk is 
een dergelijke specificatie slechts mogelijk als al die paralleiklassen 
gelijktijdig wiskunde, gelijktijdig Engels, enz. hebben. En voor dit 
laatste is weer noodzakelijk dat alle erbij betrokken leraren steeds 
beschikbaar zijn! 

Eindexamen-opgaven. Na vijf jaar (de leerlingen zijn dan 16 jaar 
oud) vindt dan het examen plaats ter verkrjging van het General 
Certificate of Education (G.C.E.). De schriftelijke opgaven hiervoor 
zijn niet landelijk dezelfde, doch worden verstrekt door de combina-
tie van universiteiten, waarbij de school zich heeft aangesloten. In - 
de bijlagen treft u een voorbeeld van dergelijke opgaven aan. Zij 
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dragen duidelijk de sporen van het vele reken-onderwijs dat nog 
heeft plaatsgehad. De stereometrie ontbreekt geheel, terwijl voor 
de wél opgenomen vakken de eisen wat minder zwaar worden ge-
steld dan bij ons. Maar het moet 66k door de zwakkere ,,streams" 
worden afgelegd. Natuurlijk komen er heel wat mislukkingen voor. 
Beperken deze zich echter tot één of enkele vakken, dan kunnen deze 
onderdelen het volgend jaar worden overgedaan, met behoud van 
de cijfers voor de voldoende vakken! De school zelf bepaalt waar 
de grens ligt waar beneden het gehele examen moet worden her-
haald. Dat overdoen van enkele vakken kan vrij gemakkelijk, omdat 
dit examen nog geen toegang tot de universiteit geeft. Na het GCE 
examen blijft de leerling gewoon op school! 

De ,,sixth form". Hij komt dan voor nog eens twee jaar iii een soort 
kopklas die voor het toelatingsexamen universiteit opleidt. Deze 
studie omvat slechts drie vakken, maar die dan ook grondig! In 
de bijlagen vindt u een voorbeeld, dit is het examen op z.g. . .Ad-
vanced level". Elk der vakken wordt 8 t 10uur per week onderwezen. 
De leerling heeft wat meer tijd voor zeifstudie dn in voorafgaande 
schooljaren en krijgt bovendien nog enkele uren ,,general" (soms 
met onze ,,maatschappijleer" te vergelijken). Of hij in alle drie de 
onderdelen een geslaagd examen moet presteren hangt af van de 
universiteit waartoe hij de toegang ambieert! De kwaliteit van de 
Engelse universiteiten loopt namelijk sterk uiteen. Het peil van de 
opgenomen opgaven voor ,,Advanced level" zal de lezer de indruk 
geven, dat men met acht uur per week gedurende twee opeen-
volgende jaren toch wel een heel eind komen kan! 

EINDEXAMENOPGAVEN 

G.C.E., zomer 1963, Universities of Manchester, Liverpool, Leeds, Sheffield, 
Birmingham. 

Ordina,'y-level 

Paper 1, 21 uur. Maak alle A- en drie B-vragen. 
Beoordeling: elke A-vraag 9 pt (alleen A5: 10 pt), 
elke B-vraag 15 pt (totaal 100 punten). 

Sectie A. 

Ala. De aanleg van een autoweg kost per mijl L 500 000. Bereken de kosten per 
yard, tot in L nauwkeurig. 

Naschrift van de redactie: in een volgend nummer geven we een serie opgaven 
van meer moderne stijl, o.a. modellen van vraagstukken, zoals men die in de 
toekomst meent te kunnen geven (naar het werk van het School Mathematics 
Project). 
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b.Losop 	 ------=1. 
x x2 

c. In driehoek ABC is AB = AC 20 cm, BC = 32cm. Bereken hoek C. 
A2a. Bereken x als sin x = sin 62° 12'. 

Bereken de zijde van een regelm.atige veertighoek, ingeschreven in een cirkel 
met straal van 8 cm. 
Los op: 	8 = 2 \/(9 + x). 

35 A3a. Bereken de stompe hoek x als sin z = 	zonder gebruik van tafels.F. 

Vereenvoudig 	x+ 1 	x2 +l 
x-1 x2 -1 

Uit P trekt men een raaklijn aan een cirkel met middelpunt 0, raakpunt T. 
De lijn OP snijdt de cirkel in S, hoek TPS = 20°. Bereken de stompe hoek 
in driehoek TPS. 

A4a. Hoevel graden doorloopt de kleine wijzer van een klok in x minuten? 
Van een vijfhoek zijn vier hoeken: 30°, 88°, 112° en 145°. Hoe groot is de 
vijfde hoek? 
Bereken y als functie van x, als y' 6x2  en y = 0 voor x 

A5a. Een gelijkbenig-rechthoekige driehoek heeft dezelfde oppervlakte als een 

cirkel met straal 10,5 inch. Bereken de zijde van de driehoek (7r = 3-_). 

b. Van een som geld is -- belastingvrij, over de rest wordt 7s.9d. per betaald. 

Bereken die som als totaal 217.— aan belasting wordt betaald. 
A6a. Bereken de grootste hoek van een driehoek met zijden 4, 5, 6.

ab  
b. h = -. Gevraagd de procentuele toeneming van h, als a met 25%, b met 

8% en c met 20% toeneemt. 

Sectie B. 

B7. In driehoek ABC is AB = 8cm, hoek A = 130° en hoek B = 40°. 
Bereken BC en de straal van de omschreven cirkel. 
De ingeschreven cirkel raakt A B in D. Druk AD en DB uit in de straal 
van deze cirkel en bereken daarna deze straal. 

B8. Gegeven is parallellogram ABCD. X is midden van AD, Y van BC. AC 
snijdt BX in P en XY in Q. 
Bewijs dat P op 1 van AC ligt. 
Druk de oppervlakte van QYC, A BP en PBYQ in die van driehoek A BC uit. 

B9. Teken de grafiek van y = x 2  - 5x + -- voor 1 x 5. Schat uit deze gra-

fiek twee wortels van de vergelijking 

x3  + 6 = 5x5 . 

Bereken de hellingshoek van de raaklijn in het punt x = 2 en teken daarna 
deze raaklijn. 	- 

BiO. Een fabriek maakt cilindervormige potloden, lang 9 inch en met straal 
0,15 inch. De eveneens cilindervormige stift heeft een straal van 0,05 inch 
en is omgeven door hout. Tijdens de fabricage gaat 12% graf jet en 20% hout 
verloren. Bereken hoeveel potloden uit 50 kubieke voet grafiet kunnen worden 

gemaakt en bereken hoeveel hout er nodig is (r = 
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Bil. Een racewagen van 100 pk neemt met eenparige snelheid van 40 m/sec 
deel aan een race over 300 mijl. 
Hoeveel uren en minuten heeft hij hiervoor nodig (stel 5 mijl = 8 km)? 
Zelfde vraag voor een wagen van 200 pk, als de snelheid evenredig mag worden 
aangenomen met de vierkantswortel uit het aantal pk. 

Paper II. '). 21 uur, waarin te maken alle onderstaande (A)vragen en nog naar 
keuze drie mechanica-vragen (hier niet opgenomen). 

Sectie A. 

la. Een warmwater-installatie, die 200 dagen per jaar gebruikt wordt, verbruikt 
70 lb. cokes per dag. Berekeii het jaarlijkse cokes-verbruik tegen £ 8.8.0 per ton. 

b. Ontbind volledig in factoren: 

12x2  + 6x - 6. 

In een gelijkbenige driehoek verhouden de hoeken zich als 1 : 2 : 2. Bereken 
één van de gelijke hoeken. 

2a. Hoeveel heeft iemand aan belasting betaald (tarief: 3s.3d. per £) als hij n 
de betaling 1005.— over heeft? 

P2 +3P+ 2  
Vereenvoudig: 	 p2 + 2 

Voor welke x-waarden is de raakljn aan de kromme y = x - xm evenwijdig 
aan de X-as? 

M + 4y = 1 
3a. Los op:  - 8y = 9. 

Deel 3 voet 41 inch door 9 voet 9 inch. 
De bisectrix van de buitenhoek bij A van driehoek A BC snijdt het verlengde 
van BC in D. 
Bereken AC, als AB = 6, BC = 5 en CD = 4 inch. 

4a. De koorde DC van een cirkel wordt verlengd tot een punt X. DC = CX = 
6 cm; Uit X wordt een tweede snijlijn XA B getrokken (A en B op de cirkel). 

AB = 1 cm. Bereken AX. 
b. In driehoek ABC is hoek ABC = 60°, hoek ACB = 72° en AC = 15,21 inch. 

Bereken AB. 
5a. Hoeveel is (2x - 5) (2x + 3) groter dan (2x - 7) 2 ? 

b. Van vierkant ABCD ligt A op de Y-as, D op de X-as. OA = 12, OD = 5 inch. 

Bereken hoek OAD en de afstand van het snijpunt van de diagonalen tot OY. 

6a, Benader de wortels van de vergelijking x + -- = 11 tot één decimaal nauw-

keurig. 
b. Twee plaatsen A en B op het Noordelijk halfrond liggen op dezelfde breedte-

graad. De lengte van A is 5°  West en die van B is 95° Oost. De afstand AB, 
gemeten langs de breedtecirkel, bedraagt 3300 mijl. 
Bereken: 1°. de straal van deze breedtecirkel, 

20. het aantal graden Noorderbreedte van de beide plaatsen. 

(Neem voor de aardstraal 3960 mijl en n = 3-). 

1) Desgewenst paper II te vervangen door lIP (zuivere wiskunde) of door II 
(wiskunde met statistiek). Dit tweede stel is hier niet opgenomen. 
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Paper TIP 2 uur. Beantwoord 6 van de 7 vragen. 
la. Bereken de positieve waarde van x uit 

log x + log y = 2 	 (grondtal 10, géén 
log x + 2 log 2 = log y + 2 log 5 	tafels gebruiken!). 

b. Bewijs dat de som van n termen van de rij 
1.4 + 2.5  + 3.6  + 4.7 . . . . wordt voorgesteld door 1 n(n + 1) (n + 5). 

2a. Bereken op hoeveel verschillende manieren de letters van het woord LATENT 
op een rij kunnen worden gezet en wei 
le als alle combinaties moeten beginnen met en eindigen op T; 
2e als de twee •  letters T op elkaar moeten volgen. 

b. Bewijs: 

sin2A + 2 sin4A + sin6A = 16sinA cos2A cos3A 

3a. Schrijf de formule 15 cos x - 8 sin x 
in de vorm 	R cos (x + a), 
waarin R een positief getal en a een scherpe hoek is. 
Bepaal voorts de waarden van z tussen 0° en 360°. welke voldoen aan de 
vergelijking 	15 cos x - 8 sin x = 8,5. 

b. Berekende waarden van x tussen 0° en 180°, waarvoor 

sin (3z + 24°) = sin 72°. 

4a. Bepaal de vergelijking van de cirkel, waarvan de verbindingslijn der punten 
A (1,3) en B (9,9) een middellijn is en bewijs dat die cirkel de Y-as raakt. 

b. Bereken de richtingscoëfficiënt van de andere raaldijn vanuit de oorsprong 
aan deze cirkel. 

5a. Van een rechthoekig-geljkbenige driehoek valt de schuine zijde langs de lijn 
y = 2x + 3. Bereken de richtingscoëfficiënt van de gelijke zijden. 

b. Gegeven de punten P (61 2, 21) en Q (41, 612).  Bepaal de verzameling van middens 
van de verbindingslijn FQ als 1 varieert. 

6. De hoogte h voet van het getij, 1 uur nft de middag, wordt voorgesteld door 

de formule 	 h = 14 + 10 sin 4t. 
55 

Bereken: a. de snelheid waarmee het getij opkomt te 2.05 (antwoord in 2 dec.); 
het tijdstip van de vloed en de hoogte daarvan; 
het tijdsverschil tussen de eerste twee keren nâ de middag, dat 
de hoogte 20 voet bedraagt (op gehele minuten afronden). 

7a. Het punt P(4,2) ligt op de kromme met vergelijking ' = 

De raaklijn in P aan deze kromme snijdt de lijn x = 2 in Q en de lijn y = 1 
in R. Bewijs: PQ = FR. 

b. Schrijf de formule op voor cos 2x, uitgedrukt in sin x. Maak met behulp hier-

van een schatting tot in 2 dec. van
0 $ 	

Sifl2  x dx. 

Advanced level. Tijd 3 uur. Maak 7 van de 9 vragen. 

la. Bereken de som van ii termen van de rekenkundige rij 4 + 9  + 14  + 
Wat is de kleinste waarde van n, waarvoor deze som boven 2000 komt? 

b. Schrijf de somformule op voor 

a. (1 + r + r2 + . . . + r7) 
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Bereken hieruit of op andere wijze de coëfficiëut van x5  in: 

2a. Elimineer x uit de vergelijkingen: 

fk + sin x = cos x 	( + q:;,~0 ) 
tk - sin x = q cos z. 

Schrijf (5 + 4i) (3 + 2i) in de vorm e + ib (a en b reëel). 
Ontbind 7 - 22i in factoren en maak hier gebruik van om 72 + 222 als produkt 
van twee gehele getallen te schrijven. 
Schrijf (1 + 2i) 2  en (1 + 2i) 3  in de vorm a + ib (a en b reëel). 
Bereken daarna de reële getallen r en s, waarvoor 1 + 2i wortel is van de 
vergelijking 

z3  + rz2  - 7z + S = 0. 

3a. Teken op eenzelfde assenstelsel de grafieken van de functies 

y = (x - 2)2 

y = (x - 2)2 + 4 
y=(x-2) 2 -4 

Geef op elke kromme de coördinaten van de top en de snijpunten met de assen 
aan. 
Bereken de waarden van k, waarvoor de vergelijking 

- 4x + k = 0 

ongelijke, positieve wortels heeft. 
Schrijf de wortels van de vergelijking op en benader ze met behulp van een 
binomiaal-ontwikkeling tot en met k2, aannemende dat k z6 klein is dat k 3  
en hogere machten mogen worden verwaarloosd. 

4a. Los op voor 0 x <360 0 : 

10. sin x = sin 280 
2°. sin 2x + sin 2  .r = 0. 

Bewijs, dat uit 

cos2  a + cos2  b + cos2  c = 1 - 2 cos a cos b cos c 

volgt: 

(cos a + cos b cos c)2 = sjn2  b sin2  C.  

Bereken a + b  + c, als bovendien gegeven is, dat alle drie hoeken scherp zijn. 
5a. Ontwikkel eln cos2  x in een reeks naar opklimmende machten van s in2  x 

Breek af ná de term met sin6  x. Geef ook de algemene term op. 
Voor welke waarden van x in het interval 0 ~ x 	r geldt deze reeksont- 
wikkeling? 

b. Ontwikkel 	y = (2 + x) 2  e 
in een reeks naar opklimmende machten van x. Breek af nâ de derde term. 
Dezelfde vraag voor 'In y. Wat is de coëfficiënt van x°? 

6a. Verifieer, dat driehoek ABC rechthoekig is, als de coördinaten van de hoek-
punten zijn 

A (2, 14), B(-6, 2), C(12, —10). 
Bereken de coördinaten van: 
V. het punt D, zddanig gelegen op het verlengde van A B, dat A C = CD. 
2°. het hoogtepunt van driehoek A CD. 
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b. A beweegt zich langs de X-as, B langs de Y-as, zÔ dat A B = c (constant). 
Op AB bevindt zich een punt P, z6 dat AF : PB = 1 : 2. Bewijs, dat P 
zich op een chips om 0 beweegt en bereken de excentriciteit van deze ellips. 

7a.v=u3 	dv 
1 Bereken - uitgedrukt in t. 

u=costj 	di 
De parametervergelijking van een kromme is: 

a cos3  t 
y = a Sin3 

Bereken 	en 	en bewijs met behulp hiervan dat 	= - tg t. 

Leid de vergelijking van de raaklijn aan de kromme in het punt t af en vereen-
voudig de vergelijking. 

b. Bewijs dat de lengte van de loodlijn uit het punt (a, 0) op deze raakljn is 
q = a (Sint— sin2t). 

Iq 
Bereken 	en daaruit de grootste lengte van deze loodlijn. 

dt 
8a. Bewijs dat uit (x 2  + 1) y = x2  voor alle waarden van x volgt 

l °.yO 	2'. y ~  X2 	30.y<1 

en dat voor kleine x bij benadering geldt: y = x2 . 
Bereken de oppervlakte, begrensd door de lijnen x = 0, x = 1, y = 1 en het 

gedeelte van de grafiek van y 
= 1 

 tussen x = 0 en x = 1. 

Toon aan dat de inhoud van het omwentelingslichaam bij wenteling van deze 
kromme om de lijn y = 1 wordt voorgesteld door 

dx r'  
(x + 1)2 

Schat deze integraal met behulp van de substitutie x = tg p . 

9a. Als gegeven is y = eao sin bx (a en b constant), bewijs dan dat 

- 2e 	een constant veelvoud van y is. Leid daaruit af dat alle positieve 

extreme waarden van y maxima zijn. 

l x2 dx r 
Bereken 	

+ x3 ) 2  

dr 
Bereken J5 	- 2)(x - 4) 

tot in drie decimalen nauwkeurig. 



DE HELICOGRAAF VAN NICOMEDES 

door 

Dr. C. J. Voos 
's-Gravenhage 

Van Nicomedes zelf is geen verhandeling over. Hij was een wis-
kundige uit de helleense oudheid, wiens werkzaamheid omstreeks 
200 v. C. plaats vond. Wel vinden wij mededelingen over hem bij 
latere schrijvers, die zich bezighouden met vraagstukken en onder-
werpen op het gebied van de wiskunde. Zo vertelt Pappus van 
Alexandrië 1),  dat Nicomedes een kromme heeft gevonden, die 
bekend staat als conchoïde (schelplijn); Pro dus 2)  Diadochus 
bevestigt dit en voegt er bij, dat de uitvinder zijn vinding gebruikte 
bij het drieëndelen van een hoek; Eutocius 3)  gaat nog verder 
en beschrijft zelfs het hulpmiddel dat Nicomedes bedacht om 
deze kromme te kunnen trekken. Van dit instrument volgt hier 
de Griekse beschrijving van Eutocius met de Nederlandse ver-
taling: 

men moet zich voorstellen twee rechte latten, rechthoekig 
met elkaar verbonden zo, dat ze in één vlak blijven, bijv. AB en 
CD; bovendien in A B een zwaluwstaartvormige groef, waarin een 
ashouder kan lopen; en op CD in het gedeelte bij D en wel op de 
lijn die de breedte van CD halveert een rolvormige knop, vast-
zittend aan de lat en maar weinig bovén het oppervlak van deze 
uitstekend; dan nog een derde lat EF met een spieet GH, die 't 
eindpunt F dicht nadert; een spleet die draaien kan om de rol-
vormige knop bij D; ook nog bij E een ronde opening, die een spil 
zal omsluiten welke bevestigd is aan een ashouder, welke zich be-
vindt in de sleuf van de lat AB. Wanneer nu de lat EF met de 
spleet GH vastgemaakt is aan de rolvormige knop bij D; en met 
de ronde opening E aan de spil, die bevestigd is aan een ashouder; 
wanneer men dan het eindpunt van de lat, K, in de hand neemt en 
in de richting van A beweegt, daarna in de richting van B; dan zal 
punt E zich steeds bewegen op de lat AB; dan zal de spleet GH 

Eind 4e eeuw. ed. Hultsch vol. 1 lib. III, blz. 58 en lib. IV, blz. 242. 
410-485. cd. Friedlein, blz. 272. 
± 500. ed. Heiberg Archimedes III, blz. 114 (commentaar van Eutociusop 

lib. II). 

[28] 
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zich om de rolvormige knop bij D bewegen zo, dat men de middel-
lijn van lat EF bij de beweging steeds door de as van de knop ziet 
gaan en zo, dat ook EK, het uitstekende stuk van EF, gelijk blijft. 

Wanneer we ons hierbij nog voorstellen dat bij K een teken-
stift is bevestigd, die de grond raakt, zal een lijn getrokken worden 
als LMN; Nicomedes noemt dit de eerste scheiplijn (conchoïde); 
het stuk EK van de lat EF noemt hij de straal enD het draaipunt." 

'Qç Nto4â71ç dv TC5 'ze xoyoet6ôv yQa4upv. 

	

voeïv 	xavövaç &o z6ç ddç cLiioiç avlipepA77 iuévovg oiJTwç c1Ts z1av 
diiocviv a6roiç dwpdvvtav, ;<a0cbzee eiav ol 4B, PJ, dv 6d TC5 AB a&f,va 
ie.teavoeu5i, vç 6v s2cbvwv ôia1e'xvv ôvvixErat. dv ôd TCo FJ xaTd rô pdQoç r6 

6ç TC5 A v jzdaov ôiato6cav e6lhïav xô 'LdTOÇ at5vo6 xv2lv6Qiov av jugmèg 
TC5 ,av6v 	ad 5e.dov  tiç ávc9t9cv dwpave1aç a3to6 roü ,av3voç, 6)ov 
6d xavdva (bç r6v EZ jtexâ fleaxt  rt 	a roü 7reòg TC5 Z ngQaTog dvaro1)v 
xovta cç xv HO 6vvajzdvrjv neetpalvevp TC5 v6ç ri A >cvAtvóeta) jreòg 6d Tip E 

ôv aroy,tjv, rç 97xe1ieta e'ç rt d6vtov ,vvupvdç rô 6tadovrt xe2(ova1cp 
dv -rrD yts)extvoei6eï crco2,7ve rc7 òvTt dv Ti) AD ,avôvi. dvaoadvroç roivvv vo6 EZ 
avdvoç xarâ ,udv rv HO dvaTov dv Tij neòg TC5 A xv)tvô1q, xa ôd r)v E 

ôiiiv dv Tco dwvtp TJO cxv/MpvEÏ 	e2wva1q, ddv xtç du2a,6ievoç voL K ?bov 
To6 xavdvoç xtvfl adrôv di tâ iâç i A 	.iera d râ zèç i B, rô fidv E 
cnvïov del gni roi AB xavo'voç dve'thpyerat, h ôd HO dvaro inl ri jreòg Téó zl 
xv)tvôiq wipMaaTat dv jLéaç toü EZ ,avo'voç vdv1aç dv Tfi avis 6tâ roJ 
?Lovoç ro3 7reòg Ti) zl xvivôov voovjiév1ç, rç 6d EK 5eioijç To6 xavôvoç de 
Tijga6xç zevokniç. ddv xoivvv 'iç r K duvo4aaudv ti yaeïov dparrôusvov ro6 
96dq,ovç, yapici6ra1 rtç yapp, old dtrrtv AMN, vrwa >caÄei Ntxo1i6i7ç ,oyo-
eô dtiiv yaqnv, xat ,5idat7a juèv rç yafqLfjç rô EK ,uéyeioç xo xavo'voç, 

rô J. 

M 
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UIT HET VERSLAG VAN DE COMMISSIE 
VOOR HET STAATSEXAMEN GYMNASIUM A en B in 1964 

WISKUNDE 

Door de A-kandidaten werd voor de algebra (eventueel aangevuld met differen-
tiaalrekening of geschiedenis van de wiskunde) gemiddeld 5,2 (vorig jaar 5,1) 
behaald en voor de meetkunde 5,1 (v.j. 5,1). 
Van de 233 A-kandidaten, die in wiskunde geëxamineerd moesten worden, kozen 
voor het onderdeel algebra 
190 de leerstof voor de klassen 1-1V met uitzondering van logaritmen en rijen, 
34 logaritmen en rijen, 
5 differentiaalrekening, 
4 geschiedenis van de wiskunde, 
0 statistiek. 

Het aantal, dat een ander onderwerp koos dan algebra voor de klassen 1-1V bedroeg 
slechts 43 (v.j 77). Het is begrijpelijk, dat velen er de voorleur aan geven hier de 
gemakkelijkste weg te kiezen. Gelukkig gaat dit ermee gepaard, dat men in het 
algemeen zich wel de moeite getroost deze eenvoudige stof serieus te bestuderen. 
Het aantal extreem lage cijfers, dat voor de examens gegeven moet worden, 
neemt dan ook af. 
Wat de meetkunde betreft: slechts 29 (v.j. 30) kandidaten kozen de stereometrie, 
hoewel dit onderwerp niet moeilijker is dan de planimetrie. Tijdnood zal hiervan de 
oorzaak zijn. Het bleek, dat sommige kandidaten bij het bestuderen van de plani-
metrie de goniometrie overgeslagen hadden. De subcommissie beschouwt dit als 
een ernstige tekortkoming. 
De resultaten behaald door de B-kandidaten zijn voor de algebra gemiddeld 5,8 
(v.j. 4,9), voor de stereometrie (4,8 v.j. 5,1) en voor de goniometrie en de ana-
tysche meetkunde 5,7 (v.j. 5,4). Het examen gaf geen aanleiding tot bijzondere 
opmerkingen. 

BOEKBESPREKING 
F. L. Bauer, J. Heinhold, K. Samelson, R. Sauer, Moderne Rechenankegen, 

B. G. Teubner, Stuttgart, 1965, 357 pag. met 193 fig., DM 46,80. 

Dit boek bevat de belangrijkste onderwerpen, welke iedereen, die met reken-
machines te maken heeft, feitelijk zou moeten weten. Aangezien de kring van deze 
personen steeds groter wordt en het onderhavige boek als zeer geslaagd kan worden 
betiteld, valt te verwachten dat het boek zijn weg wel zal vinden. Ook voor de 
leraar bij H.B.S., Gymnasium of H.T.S. lijkt het uitermate nuttig van dit boek 
kennis te nemen, opdat hij de leerlingen enerzijds over deze nieuwe ontwikkeling 
in de wiskunde iets kan vertellen en anderzijds hen gefundeerd kan voorlichten 
bij vragen over beroepskeuze. 

Na de inleiding volgt hoofdstuk 2, waarin nader op de volgende gang van zaken 
wordt ingegaan. Indien men een probleem wiskundig wil oplossen, dan is de eerste 
fase aan het probleem een wiskundige formulering te geven. Vervolgens moet een 
oplossingsmethode worden gekozen. De voor een numerieke oplossing meest ge-
schikte methode kan verschillen van de methode, die gevolgd zou moeten worden 
om een analytische oplossing te verkrijgen. De keuze van de juiste numerieke met-
hode is het werk van de numericus. Vervolgens moet deze methode worden gepro-
grammeerd en de laatste fase is de interpretatie van de resultaten. 
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Een afzonderlijk hoofdstuk is gewijd aan de problematiek van het numeriek 
rekenen. Hier wordt in het bijzonder ingegaan op de nauwkeurigheid van bereke-
ningen. Van formules, die analytisch equivalent zijn, kan de ene uit numeriek 
oogpunt verre boven de andere te prefereren zijn. 

Een ander hoofdstuk behandelt Algol, de programmertaal die sterk aan wis-
kundige problemen is aangepast. Hier tegenover staan de eveneens in het boek 
besproken machinetalen, waarbij de rekenmachine sneller werkt, maar waarbij 
het vervaardigen van het programma door de programmeur meer tijd heeft gevraagd. 

Andere eveneens belangrijke hoofdstukken, zijn gewijd aan de verschillende 
vormen van geheugens en in- en uitvoerapparatuur, aan de principiële elektrische 
schakelingen in digitale rekenmachines en aan analogon rekenmachines. 

Alles tezamen genomen, een zeer aanbevelenswaardig boek. 
A. I. van de Vooren 

Ir. H. M. Mulder, Stereovisie, werkschrift - 75 stereo-opgaven in beeld. P. 
Noordhoff NV., Groningen, 1964.. Prijs f 2,50. 

De schrijver gaat er van uit, dat er voldoende werkschriften bestaan, waarin 
speciaal het constructieve element op de voorgrond staat. Om het tijdrovende 
tekenen te voorkomen en alleen aandacht te besteden aan het berekenen, werd 
deze verzameling gecomponeerd. 

Burgers 

W. E. Hartnett, An introduction to the fundamental conceis of Analysis. 
John Wiley & Sons, London, 1964, 150 blz., 531-. 

Dit boekje behandelt op moderne manier de eenvoudigste begrippen die nodig 
zijn in de analyse. Reeds in het begin, worden algebra en topologie gescheiden. 
Centraal staan de rijen, speciaal Cauchy-rijen, die in het reële getallensysteem 
convergeren. Hiermede worden dan de functies bestudeerd. Uitgaande van een zestal 
,nonnice" functies, wordt getracht met globale eisen tot , ,nice" functies te komen. 
Deze methode blijkt geen succes te hebben. Dan worden lokale eisen opgesteld 
en komt men tot continue functies die echter nog niet , nice" genoeg zijn. Diffe-
rentieerbare functies blijken tenslotte aan de vraag te voldoen. Het boek besluit 
met integreerbare functies. 

Techniek in het differentiëren en integreren is bewust achterwege gelaten. Het 
gaat om het scherp stellen van de begrippen. De behandelde functies passen in 
ons eindexamenprogramma. - 

Wenst men kennis te maken met een moderne wijze van behandeling dan kan 
dit boekje uitstekende diensten bewijzen. 

Burgers 
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RECREATIE 
Nieuwe opgaven met oplossingen en correspondentie over deze rubriek gelieve 

men te zenden aan Dr. P. G. J. Vredenduin, Kneppelhoutweg 12, Oosterbeek. 

Een torus kunnen we ons ontstaan denken door een cirkel te wentelen om 
een lijn, die in het vlak van de cirkel ligt en hem met snijdt. Elk punt van de ge-
geven cirkel beschrijft dan een cirkel; we zullen een dergelijke cirkel een breedte-
cirkel van de torus noemen. Elk vlak door de as snijdt de torus volgens een cirkel; 
een dergelijke cirkel noemen we een meridiaan. Is het nu mogelijk een homeomorf 
beeld van een torus te ontwerpen, waarbij de beelden van de breedtecirkels men-
dianen en de beelden van de meridianen breedtecirkels zijn? 

Voor enige getallen, geschreven in het x-tallig stelsel, geldt 

abn - eba 
= 111555(x + 1), 

waarin 111555 tientallig geschreven is. Bereken het grondtal x. Geen getal begint 
met het cijfer 0. 

(L. A. Rang) 

OPLOSSINGEN 
(zie voor de opgaven het vorige nummer) 

De drie verenigingen, waarvan a en b, a en c, a en d lid zijn, kunnen volgens 
2e niet alle drie verschillend zijn. Dus zijn b.v. a, ben c lid van eenzelfde vereniging. 

De verenigingen, waarvan a, b en c, a en d, b en d lid zijn, kunnen, weer volgens 
2e, niet alle drie verschillend zijn. Het kan dus zijn, dat a, b, c en d lid van eenzelfde 
vereniging zijn. Het kan ook zijn, dat a, b en d lid van eenzelfde vereniging zijn. 
In het laatste geval zouden de verenigingen, waarvan a, b en c en waarvan a, b en d 
lid zijn, twee leden gemeen hebben. Wegens le zijn ze dan niet verschillend, zodat 
ook nu a, b, c en d lid van eenzelfde vereniging zijn. 

Het antwoord op de gestelde vraag luidt dus bevestigend. 

De getrokken lijn heeft betrekking op een stelsel van 9 punten, het gestip-
pelde deel op een stelsel van 16, 25, . . . punten. 
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