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HET KANSBEGRIP
door

Dr. P. G. J. VREDENDUIN
Oosterbeek

De kansrekening wordt meestal beschouwd als onderdeel van de
wiskunde. Het fundamentele begrip kans is echter van oorsprong
een fysisch begrip. Om enig inzicht te verkrijgen in de grondslagen
van de wiskundige kansrekening is het dan ook noodzakelijk eerst
de betekenis van het fysische kansbegrip te onderzoeken. Twee

definities van dit begrip zijn voor ons van belang: de klassieke

definitie van Laplace en de frequentiedefinitie. We beschouwen
eerst de eerste definitie.

Om van een kans te kunnen spreken is het noodzakelijk uit te gaan
van een gegeven beginsituatie. Uit deze beginsituatie kunnen ver-
schillende eindsituaties voortkomen en de vraag is nu, wat de kans
is, dat een bepaalde eindsituatie intreedt of dat een eindsituatie in-
treedt, die aan bepaalde eisen voldoet. De beginsituatie is b.v.:
er wordt met een dobbelsteen gegooid, de eindsituatie: er wordt
zes geworpen, of: er wordt een even aantal ogen geworpen.

We tellen nu het aantal verschillende eindsituaties, waartoe de
beginsituatie aanleiding kan geven, en noemen het resultaat het
aantal mogelijke gevallen.’Evenzo tellen we het aantal eindsituaties,
dat aan de gestelde eis voldoet, en noemen het resultaat het aantal

'gunstige gevallen. Onder de kans, dat een resultaat intreedt, dat
aan de gestelde eisen voldoet, verstaan we nu

het aantal gunstige gevallen

het aantal mogelijke gevallen

Dit is-de klassieke kansdefinitie van Laplace.

Toegepast op ons voorbeeld vinden we, dat de kans op het werpen
van 6 gelijk is aan } en op het werpen van een even aantal ogen
gelijk aan .

De inhoud van de definitie is eenvoudig; de moeilijkheden rijzen
echter eerst, als men probeert haar toe te passen. Vooreerst moet het
aantal mogelijke gevallen eindig zijn. We nemen aan, dat aan deze
beperking voldaan is. Dan blijft echter het probleem: hoe moeten
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’/\‘N we de mogelijke gevallen tellen? Als de dobbelsteen vervalst is door
\’6]v. een plaatje lood bij het zijvlak 1 aan te brengen, levert de
definitie desondanks voor de kans op het werpen van 6 als uitkomst
%, terwijl dit niet meer acceptabel is. Als men de kans vraagt uit
een bak met vier grote en drie kleine ballen een grote bal te trekken,
zal men de uitkomst %, die op grond van de definitie verkregen
wordt, niet als juist aanvaarden. Hieruit blijkt, dat we ons bij het
tellen van de gevallen restricties moeten opleggen.

Meestal lost men deze moeilijkheid op door vast te stellen, dat de

e gevallen gelijkwaardig moeten zijn. Dit is echter geen oplossen, maar
slechts een verschuiven van de moeilijkheid. Wat zijn immers ge-
lijkwaardige gevallen? De meest ideale gelijkwaardigheid is de on-
onderscheidbaarheid. Twee gevallen A en B zijn.ononderscheidbaar,
als elk oordeel, waarin A of B voorkomt, waar resp. fout blijft, als
men A door B of B door A vervangt. In dit ideale geval verkeren
we bij de dobbelsteen niet. Niet elk oordeel, waarin het zijvlak 1
voorkomt, blijft juist, als we zijvlak 1 door zijvlak 2 vervangen.
Dit is alleen maar het geval, als het aantal ogen van het zijvlak
niet van invloed is op het al of niet geldig zijn van het oordeel.
D.w.z. als we ons tot dergelijke oordelen beperken, is de gelijkwaar-
digheid verzekerd. Gelijkwaardigheid zou dan een soort beperkte
ononderscheidbaarheid zijn, namelijk ononderscheidbaarheid voor
zover we ons beperken tot oordelen, waarin de verschillen tussen
de zijvlakken geen rol spelen. Maar door deze restrictie is onze
positie meteen hopeloos geworden. Als we twee gevallen gelijkwaar-
dig willen noemen, als ze ononderscheidbaar zijn, voor zover we
ons beperken tot oordelen, waarin het verschil tussen de gevallen
niet relevant is, dan zijn alle gevallen gelijkwaardig. Hiermee is de
laatste kans op redding van de definitie verloren gegaan. Hoewel
de definitie van Laplace, zoals ieder bekend is, praktisch bruikbaar
Is, levert ze ons geen theoretisch houvast bij het fixeren van het
kansbegip.

Dit blijkt nog duidelijker, als we het geval van de valse dobbel-
steen beschouwen. Onderstel iemand gooit met een dobbelsteen en
werpt drie maal achtereen 6. Men zal dit als zeer toevallig beschou-
wen. Naarmate dit aantal groeit, zal twijfel rijzen aan de echtheid
van de dobbelsteen. Of iemand gooit met een dobbelsteen 600 keer
en werpt b.v. 200 keer 6. Dit aantal overschrijdt de verwachte
(ongeveer) 100 zo veel, dat men de echtheid van de dobbelsteen in
twijfel trekt, d.w.z. niet wenst te accepteren, dat de kans op het
werpen van 6 met deze dobbelsteen gelijk is aan £, maar eerder ge-
neigd is te geloven, dat deze kans in de buurt van } ligt. Men heeft
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blijkbaar intuitief meer vertrouwen in de relatieve frequentie (d.i.
het aantal keren, dat 6 geworpen is, gedeeld door het aantal keren,
dat gegooid is) dan in het quotiént van het aantal gunstige en het
aantal mogelijke gevallen als maat voor de kans. En hiermee worden
we vanzelf gedreven in de richting van de andere kansdefinitie, de
z.g. frequentiedefinitie.

We gaan weer uit van een bepaalde beginsituatie en vragen naar
de kans, dat hieruit een eindsituatie resulteert, die aan bepaalde
eisen voldoen. Een dergelijke eindsituatie zullen we een gunstige
eindsituatie noemen. Om deze kans te vinden herhalen we de begin-
situatie # keer en gaan we na, hoe vaak een gunstige eindsituatie

verkregen wordt. Dit aantal noemen we g. Het quotiént £ noemen
n

we de relatieve frequentie, waarmee een gunstig eindresultaat
optreedt. Het ligt nu voor de hand deze relatieve frequentie
per definitie de kans te noemen op een gunstig eindresultaat.
Een dergelijke kansdefinitie zou echter wel wat overhaast gegeven
zijn. Als men 1 keer met een munt gooit is het resultaat
b.v. kruis. De relatieve frequentie, waarmee kruis. optreedt,
is dan 1 en de relatieve frequentie, waarmee munt. optreedt, 0.
Toch zal niemand deze getallen de kans op het werpen van kruis
resp. munt noemen. Duidelijk is, dat de relatieve frequentie eerst
betekenis krijgt, als # groot is. Omdat het groot zijn van » niet
op zinvolle wijze in de definitie opgenomen kan worden, stellen
we nu vast: onder de kans op een gunstig resultaat verstaan we

lim g ,
”n

n— 00

dus de limiet van de relatieve frequehtie, als het aantal malen, dat
de beginsituatie herhaald wordt, tot oneindig nadert. Deze kans-
definitie heet de frequentiedefinitie. Ze is o.m. vurig verdedigd
door Von Mises. _

Hoewel we de klip van het tellen van de mogelijke gevallen thans
ontweken zijn, duikt een ander niet minder ernstig gevaar op. De
definitie is nu logisch verantwoord, maar biedt geen mogelijkheid
om de kans praktisch te bepalen. We kunnen weliswaar # groot
maken, maar hebben dan geen zekerheid, dat de verkregen rela-
tieve frequentie weinig van de limiet wijkt. En het is onmogelijk
in de praktijk # tot oneindig te laten naderen. Weer is de prak-
tische bruikbaarheid van de definitie ieder duidelijk, maar zijn we
er toch niet in geslaagd een verantwoorde kansdefinitie te geven.

Laten we dus rustig, althans voorlopig, accepteren dat we ge-
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faald hebben, maar laat dit ons niet weerhouden te onderzoeken,
hoe het mogelijk geweest is, dat op een zo wankele basis een wiskun-
dige kansrekening is opgetrokken. Een wiskundige interesseert zich
nu eenmaal niet veel voor praktische toepasbaarheid van een definitie,
maar vraagt veeleer naar de consequenties zonder zich aan de praktijk
te storen. Het mag ons dan ook niet verbazen, dat wiskundigen een
kansrekening ontworpen hebben, uitgaande van het kansbegrip van
Laplace, zonder dit kansbegrip op zijn fysische waarde te toetsen.

Men begon met uit de kansdefinitie een aantal fundamentele
kanswetten af te leiden. We laten ze hier volgen. De kans op een
resultaat a noteren we P(a).

Regel E. 0 =<P(a) =<1

‘Regel C. P(a) 4 P(niet-a) =1 (complementregel).

Regel S. Als a en b elkaar uitsluiten, dan is P(a of ) = P(a)
+ P(b) (somregel).

Definitie. De kans op b, als a 1ngetreden is, noteren we P,(b).

Regel P,. P(a en b) = P(a). P,(b) (eerste produktregel).

Definitie. We noemen twee resultaten a en b onafhankelijk van
elkaar, als P,(0) = P ;.. , ().

Regel P,. Als a en b onafhankelijk van elkaar zijn, danis P(zen )
= P(a). P(b) (tweede produktregel).

Opmerkingen. 1. Als we de onafhankelijkheid van a en b defi-
niéren door P,(b) = P(b), dan blijkt direct, dat de tweede produkt-
regel een bijzonder geval van de eerste is en zou P, dus achterwege
gelaten kunnen worden.

2. De gegeven definitie van onafhankelijkheid is niet fraa_l om-
dat ze niet symmetrisch in @ en & is. De theorie leert achteraf, dat
deze symmetrie aanwezig is.

- Toelichting bij P,. Onderstel, dat 10 personen op een rij geplaatst

worden en dat A zich afvraagt, welke kans hij heeft op het einde van

een rij en bovendien naast B geplaatst te worden. Noem deze beide

eisen resp. a en b. De kans op a is dan {%;. De kans op b, als we aan-

nemen, dat a ingetreden s, is 1, omdat i 1n dat geval van de resterende

9 plaatsen erslechts 1 naast A is. Dus is hier P,(b) = § en P(a en b)
% 1

Tgehchtlng bij P,. Onderstel, dat twee groepen van 10 personen
beide in een rij geplaatst worden. A behoort tot de ene en B tot de
andere groep. Hoe groot is de kans, dat A en B beide op het einde
van hun rij geplaatst worden? Nu zijn de beide resultaten onafhan-
kelijk van elkaar. De kans, dat B aan het einde van een rij geplaatst
wordt, is gelijk aan %, ongeacht of A wel of niet aan het einde van
een rij geplaatst wordt. En dus is de gevraagde kans volgens P,
gelijk aan & x &
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De juistheid van deze regels kan men zowel afleiden uit de kans-
definitie van.Laplace als uit de frequentiedefinitie.

Uitgaande van deze regels is nu een kansrekening opgebouwd,
zonder- dat men daarbij terug hoefde te grijpen op een kansdefinitie.

Een voor ons belangrijk resultaat, dat in deze kansrekening be-
wezen wordt, is de z.g. wet van de grote getallen. Deze luidt als volgt.
Als de kans op een gunstig resultaat  is en men de beginsituatie
n maal herhaalt, dan nadert de kans, dat voor het aantal gunstige
resultaten g geldt

Pp—em<g<(p+em

voor elke positieve ¢ tot 1, als » nadert tot oneindig.

Deze wet houdt in, dat men de kans met willekeurig grote nauw-
keurigheid kan benaderen door # groot genoeg te kiezen. Dit resul-
taat brengt er ons toe de volgende praktisch bruikbare kansdefinitie
op te stellen. De kans op het optreden van een gunstig resultaat is
een grootheid, die men bepaalt door de relatieve frequentie te bepalen
van het aantal keren, dat het gunstige resultaat bereikt wordt. Deze
bepaling is nawwkeuriger, naarmate het aantal keren, dat de beginsi-
tuatie herhaald wordt, groter is.

Deze definitie schijnt vreemd, omdat niet gezegd wordt, wat kans
is, maar alleen, hoe kans bepaald wordt. We moeten echter niet ver-
geten, dat kans een fundamenteel fysisch begrip is. Om de definitie
te kunnen waarderen, moeten we haar dus vergelijken met de manier,
waarop in de fysica andere fundamentele begrippen, zoals lengte en
tijd, bepaald worden. Een fysische definitie van lengte houdt niet
anders dan een meetmethode in. Men herleidt niet het begrip lengte
tot andere reeds te voren gedefinieerde begrippen, zoals men b.v.
doet als men een begrip als declinatie definieert, want men kan niet
teruggrijpen op nog fundamentelere begrippen. Men kan daarom
niet anders doen dan vaststellen door welke handelingen een lengte
gemeten wordt. Men kan bovendien vaststellen, dat een lengte nauw-
keuriger gemeten wordt door verfijning van de meetinstrumenten
of door de meting meer keren uit te voeren en het gemiddelde van
de uitkomsten te berekenen. De situatie bij de lengtemeting is dan
analoog aan die bij de kansbepaling. Verfijning van het meetinstru-
ment of herhaling van de meting komt hier overeen met het groter
kiezen vann. Toch is er nog een verschil. Bij het meten van de lengte
geeft men een middelbare fout in de uitkomst op. Dat is hier, in de
aanvang althans, principieel onmogelijk; want het bepalen van de
middelbare fout geschiedt op grond van de kansrekening. Zou
men dus een middelbare fout in de uitkomst in de kansdefinitie in-
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corporeren, dan zou noodzakelijk een viciéuze cirkel in de definitie
ingeslopen zijn. Natuurlijk kan men wel achteraf, nadat de kans-
rekening ontwikkeld is, kritiek uitoefenen op de numerieke betrouw-
baarheid van het gevonden resultaat, maar een dergelijke kritiek
kan nog niet in de kansdefinitie opgenomen worden. Aanvankelijk
kunnen we dus niets anders zeggen dan dat de bepaling nauwkeuri-
ger is, naarmate » groter gekozen wordt, maar niet vermelden,
welke graad van nauwkeurigheid het resultaat heeft. In zekere zin
blijkt hieruit, dat kans het meest fundamentele begrip van de fysica
is.

Omdat ook uitgaande van de zojuist gegeven definitie de boven-
genoemde kansregels afleidbaar zijn, blijft ze als fundament voor de
kansrekening onverminderd bruikbaar.

Ik wil hier nog aan toevoegen, dat ik er niet volkomen zeker van
ben, dat de door mij tegen de praktische bruikbaarheid van de
frequentiedefinitie volgens Von Mises geopperde bezwaren houdbaar
zijn.Men definieert namelijk in de fysica de snelheid als de limiet van
de gemiddelde snelheid, als het tijdsverloop, waarover deze ge-
meten wordt, tot 0 nadert. Wil men deze definitie hanteren, dan
zou men dus eigenlijk een oneindige serie experimenten moeten
doen, waarbij steeds weer dezelfde beweging gereproduceerd wordt
en de gemiddelde snelheid over een tot 0 inkrimpend tijdsinterval
gemeten wordt. Toch wordt deze definitie door elke fysicus aan-
vaard en levert ze een goede theoretische basis voor het afleiden
van mechanische wetten. Zou men dan toch op analoge gronden de
frequentiedefinitie van Von Mises kunnen accepteren? Er is ver- -
schil: tot 0 naderen is niet hetzelfde als tot oneindig naderen; maar
is dit verschil doorslaggevend? Ik durf de vraag niet te beantwoorden,
maar leg hem graag aan de lezers voor ter bepaling van hun stand-
punt.

Totnogtoe hebben we vastgesteld, dat de wiskundige, uitgaande
van een of andere fysische kansdefinitie, een mathematische kans-
rekening heeft opgebouwd. Eigenlijk is dit niet juist gezegd. Zo-
lang men uitgaat van een fysische kansdefinitie bedrijft men fysica
en geen wiskunde. Men kan hoogstens zeggen, dat de verdere opbouw
van de kansrekening, omdat er geen rekening met de fysische defi-
nitie van het kansbegrip gehouden hoefde te worden, geschiedde
conform de mathematische methode. Wil er echter een wiskundige
kansrekening ontstaan, dan is het noodzakelijk, dat deze een ander
fundament krijgt, waarin het fysische kansbegrip geen rol meer
speelt.

Als eerste poging om dit probleem tot een oplossing te brengen,
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zouden we kunnen voorstellen van een kansdefinitie af te zien en
eenvoudig uit te gaan van de vijf kansregels E, C, S, P, en P,. Op
basis van dit axiomastelsel zou men dan een deductief systeem
kunnen optrekken. Nu bestaat de basis van een deductief systeem
echter niet alleen uit axioma’s, maar ook uit ongedefinieerde grond-
begrippen en grondrelaties. We moeten dus nog vaststellen, welke
grondbegrippen en grondrelaties we aan de mathematische kans-
rekening ten grondslag willen leggen.

Uitspraken in de kansrekening zullen van de vorm P(a) = b zijn.
Hierin is P een mathematisch niet te definiéren functie, de kans-
functie. Hiermee is de grondrelatie van de kansrekening opgespoord.
(P is weliswaar een functie, maar als zodanig ook een speciaal soort
relatie, nl. een relatie, die elke 4 met ten hoogste één b verbindt.)
Verder stelt b een reéel getal voor. Ons enige probleem is dus nog
de aard van a, d.w.z. van datgene dat voor de variabele a gesub-
stitueerd mag worden, te onderzoeken. Denken we aan de fysische
kansrekening, dan stelt a een gebeurtenis voor. Maar zo concreet
mogen we in de wiskunde niet denken. In de fysica is bij elk kans-
vraagstuk een beginsituatie gegeven, die aanleiding kan geven tot
een veelheid van eindresultaten, die samen een verzameling E vor-
men. Gooien we tien keer met een munt, dan bestaat E uit de suites
van tien resultaten kruis of munt. We voegen dan niet alleen aan
elk van deze resultaten een kans toe (i.c. 271°), maar ook aan deel-
verzamelingen van E, die uit meer dan één element bestaan. Zo
is b.v. de kans, dat de vierde keer kruis geworpen wordt 2-1. Dit
getal wordt dus als kans toegevoegd aan de deelverzameling van E,
die uit de suites bestaat, waarvan het vierde element kruis is. Aan
de deelverzameling, die uit de suites bestaat, die drie keer munt en
zeven keer kruis bevatten, is als kans (10)2-1° toegevoegd. In de
wiskunde zullen we van de speciale aard van E moeten abstraheren
en dus slechts aannemen, dat E een verzameling is. Aan deze ver-
zameling en aan deelverzamelingen ervan worden door middel van
de functie P getallen toegevoegd. We moeten dus uitgaan van een
verzameling E, waarvan we de aard in het midden laten, en vast-
stellen, dat de functie P als argument deelverzamelingen van E
moet hebben. En daarmee zien we, dat we geen grondbegrip be-
hoeven te introduceren en in ons axiomastelsel slechts de grond-
functie P behoeft voor te komen. Verder gaan we uit van
een willekeurige verzameling E, die in het axiomastelsel de rol van
een grondconstante heeft. Ten slotte stellen we vast, dat P(a) al-
leen betekenis heeft, als a een deelverzameling van E is, en datin
dat geval P(a) een reéel getal voorstelt.
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Het axiomastelsel kiezen we zo eenvoudig mogelijk. Voldoende is
nu de volgende drie axioma’s te kiezen.

Axioma 1. P(a) = 0.
~ Axioma 2. P(E) = 1.

. Axioma 3. Als anb =@, dan is P(e v b) = P(a) + P(b).

Hierin stelt a n b de doorsnede van @ en b, a U b de vereniging
van aen b en @ de nulverzameling (lege verzameling) voor.

Axioma 1 zegt, dat de kans steeds een niet-negatief getal is.

Axioma 2 komt overeen met het fysische feit, dat E het totaal
van alle mogelijkheden voorstelt en dat de kans, dat minstens. één
van deze mogelijkheden gerealiseerd wordt, dus gelijk aan 1 is.
Axioma 3 is niets anders dan de somregel.

Bovengenoemd axiomastelsel is opgesteld door Kolmogorov.1)

Als men toelaat, dat de verzameling E oneindig kan zijn, dan is
nog een vierde axioma nodig, dat inhoudt, dat de somregel ook voor
een aftelbare hoeveelheid disjuncte verzamelingen juist is. We zul-
len van dit axioma geen gebruik maken.

We gaan nu de kansregels E, C, P, en P, uit de axioma’s afleiden.

De verzameling van elementen, die tot E en niet tot @ behoren
(het complement van a t.o.v. E), schrijven we —a.

Stelling 1. P(a) + P(—a) = 1.

Bewijs. Dit volgt uit de somregel (axioma 3) en axioma 2.

Stelling 2. P(a) < 1.

. Bewijs. Dit volgt uit stelling 1 en axioma 1.

Hiermede zijn de regels E en C bewezen.

De produktregel P, biedt meer moeilijkheden. Deze regel zegt,
dat P(a n b) = P(a) - P,(b). Hierin komt een symbool, P,(b), voor,
dat in het mathematische systeem nog niet is opgetreden en dus eerst
gedefinieerd moet worden. Het spreekt vanzelf, dat de volgende
definitie een onmiddellijke oplossing geeft voor het bewijs van P;.

Definitie. Als P(a) 5 0, dan is

Planb)

P =50

Formeel is dit volkomen correct en ik zou zelfs niet weten,
hoe deze voor sommige lezers wel wat gordiaans door-
gehakte knoop op andere wijze losgemaakt zou moeten worden.
Toch voelt men zich wel wat behaaglijker, als de definitie iets uit-

1) AN. Kolmogorov, Foundations of the Theory of Probablhty New York,
1950, p. 2.
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voeriger toegelicht wordt. Laten we daartoe eerst opmerken, dat
de axiomatische kanstheorie in wezen niéts anders is dan maattheorie.
Om nu P,{b), de kans dat b zal intreden, als we aannemen, dat a
reeds ingetreden is, te bepalen, moeten we een herwaardering van de
maten uitvoeren. Omdat we ervan uitgaan, dat a reeds ingetreden
is, moeten we ons nu beperken tot verzamelingen, die een deel van
a zijn, en dus neemt 4 de rol over van E. Aan a wordt nu het getal
1 toegekend. Het ligt voor de hand, dat we de verhouding van de
maten van deelverzamelingen van @ hetzelfde kiezen als aanvan-
kelijk het geval was. De oorspronkelijke maat van a n b zal zich
dan..verhouden tot de oorspronkelijke' maat van « als de nieuwe
maat van @ n b tot.-de nieuwe maat van a. De nieuwe maat van
a n b is het getal, dat we aan a n b toevoegen, als we a de
maat 1 toekennen. Dit is dus de kans op &, als we aannemen, dat’
a ingetreden is. Deze kans stelden we voor door P a(b). Onze even-
redlgheld wordt dus '

P(anb):Pla) =P,(b):1
En deze evenredigheid levert inderdaad
' ' P(a A b)
o P(a)
Uiteindelijk moet men dit hele verhaal echter niet au sérieux nemen;
het dient alleen om de gegeven definitie van P (b) iets pla.u51beler
te maken.
- Ten slotte de regel P,. Deze zegt: als a en b onafhankeh]k van
elkaar zijn, dan is P(a n ) = P(a) - P(b). Of iets scherper:
* Stelling 3. Als P,(b) = P_,(b), dan is P(a n b) = P(a) - P(3).
Bew1]s Onderstel dat P(a) #~ 0 en P(—a) # 0. Dan is
P,(b) - P(a) = P(an'd),
P_,(0) - P(—a) =P(—anb).
Dus, omdat P,(b) = P_,(b),
P(a) P(a nb)
P(—a) P(—anb)’
Nu is volgens axioma 3 : '
P@nbd) + P(—anb) = P(b)
Dus is in verband met stelling 1
o P(a). P(anbd)
) - I—P@) P(})—P@and)’
waaruit volgt ‘ "

P,(0) =

P(a ~ b) = P(a) - P(b): 1
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Hiermee is ook P, bewezen. Kolmogorov slaat echter een gemakke-
lijker weg in. Hij definieert: men noemt a en b onderling onaf-
hankelijk, als P(a n ) = P(a) - P(b). Hij hoeft P, dan niet meer te
bewijzen, omdat deze definitie P, automatisch geldig maakt.
Formeel is dit eenvoudiger. Het heeft bovendien het voordeel, dat:
we ons van de restrictie P(az) # 0 en P(—a) # 0, zonder welke:
P.(b) en P_,(b) geen betekenis hadden, kunnen losmaken. Omdat.
deze definitie sommigen onplezierig aandoet, heb ik hier een minder
fraaie weg gevolgd om hetzelfde resultaat te bereiken. :

We hebben achtereenvolgens een fysische en een mathematlsche,
kanstheorie geschetst. Er rest ons nu nog de brug tussen deze te.
slaan en zo beide in zekere zin tot een geheel te verenigen. Een for-
meel systeem is opgebouwd door middel van grondelementen, waar-
van de betekenis in het midden gelaten wordt. Deze grondelementen
zijn hier E-en P. Iedere interpretatie van E en P, die zodanig ge-
schiedt, dat de axioma’s in geldige oordelen overgaan, kunnen. we
een mogelijke interpretatie van het formele systeem noemen. Een
dergelijke interpretatie heeft de eigenschap, dat alle oordelen van
het formele systeem in geldige oordelen overgaan. We verkrijgen een
dergelijke interpretatie b.v. door voor E een vierkant met zijden 1
te kiezen en voor P(a), waarin a een deel van het vierkant is, de
oppervlakte van a te kiezen. Een interpretatie, die voor ons hier
uiteraard van meer belang is, is de volgende. Kies voor E het geheel
van eindsituaties, die uit een gegeven beginsituatie kunnen voort-
komen, en voor P(a) de kans op het optreden van een resultaat,
dat tot:een deelverzameling a van E behoort. Ongeacht welke van
de hierboven genoemde fysische kansdefinities men kiest, steeds
krijgt men een mogelijke interpretatie van de formele kanstheorie.
De oordelen van de formele kanstheorie gaan dus steeds over in
geldige fysische kansoordelen. Hiermee is aangetoond, dat het for-
mele systeem aan de verwachtingen voldoet te kunnen worden op-
genomen in een fysische kanstheorie.

Nog éénslotopmerking. Het zalmisschien verbazing gewekt hebben,
dat een fysische kansdefinitie gegeven is, de frequentie-definitie, die in
de praktijk slechts uiterst zelden (voor zover mij bekend alleen in de
levensverzekeringspraktijk) gebruikt wordt. Dit doet niets ter zake.
Relevant is alleen, dat een aanvaardbare definitie gegeven wordt, die
een kanstheorie mogelijk maakt. Dat deze kanstheorie dan resultaten
oplevert, die het gemakkelijker mogelijk maken kansen te bepalen dan
direct op grond van-de definitie, kan slechts verheugend worden ge-
noemd. Het pleit niet tegen de oorspronkelijke definitie, .zonder
welke we met het gehele onderwerp niet hadden kunnen starten.



DE ' VOORTBEWEGING : VAN EEN PRO]ECTIEL IN DE
. ATMOSFEER TII *) :

door

Dr. W. BEVELANDER

Leraar aan de Koninklijke Militaire Academie te Breda ,

6. De invoering van de eenheidswetten.

Zoals reeds eerder werd opgemerkt, kwam omstreeks :1900 de
gedachte naar voren om voor f(V) een formule te vinden, “die voor
het gehele sne]heldsgebled geldig was, een z.g. eenheidswet:

Siacci schreef bij zijn derde methode, verschenen in 1896 voor
de-luchtkracht: : oo

waarin ?):
1 =o 2002V — 48,05 + /{0, 1648V — 47 ,95)2 49,6 +
0,0442V (V — 300)

V10
11+ ()

Deze formule gold tot snelheden van.1200 m/sec Voor een oglef
met een kromtestraal van’ 2 kaliber moest worden gesubstltueerd
1 =0, 896

Krupp bracht in 1912 eveneens een eenhexdswet

In Frankrijk verscheen in 1918 de eerste methode van Garnier,
Haag, Marcus (G.H.M.I) 19). De ballistische coéfficiént was hier
geschreven in de.vorm: L A . '

(15).

CR)?

Cmoe =g o ieM . (16)

_Vergeh]ken we (16) met (6) dan zien‘ we dét' o.a. de constante

*) Deel I werd a.fgedrukt in Euclides 35, blz. 145.
%) [1] pg. 29, zie literatuuropgave aan het eind van dit artikel.”
10) [1] pg. 88 e.v.
[4]
[283]
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factor d, in de noemer is verdwenen, terwijl voor § is geschreven:
& =6dpe™ (17)

De e-macht, waarin % = 10* en y de hoogte boven zeeniveau
in meters, geeft de mate aan; waarin het luchtgewicht afneemt met
de hoogte. De bijbehorende luchtweerstandswet zag er als volgt
uit 11):

4

g - V'\8
Vigoese2(=) = ).
Io (f(V))?lo {02550 V M (IO) arct V}+VH—6
8\ ye ) = o800 T orase rasave MY T Tior

V—50330 en VH is V in hectometers per seconde.
Deze wet was het resultaat van experimenten op de proefvelden
van de ,,Commission d’Expériences de GaAvre”. Tot snelheden van
1200 m/sec berustte het resultaat op waarnemingen, terwijl later
een extrapolatie werd uitgevoerd, om de geldigheid uit te breiden tot
snelheden van 2000 m/sec. Bij deze methode behoorden tabellen,
waarin o.a. de waarde van f(V) als functie van V, onmiddellijk was
af te lezen.

In de ballistiek gold steeds de opvatting, dat bij een methode
tabellen opgesteld moesten worden, wilde men deze praktisch toe-
passen. In deze tabellen kon men dan de waarden van de voor-
komende functies en grootheden direct aflezen. Het toch al om-
vangrijke rekenwerk werd hierdoor zo veel mogelijk beperkt. Door
de recente ontwikkelingen in de elektronische rekenapparatuur is
deze eis minder noodzakelijk geworden, daar in zulke machines
een geheugen aanwezig is, waarin formules kunnen worden op-
geborgen en bij de berekeningen gebruikt. Bovendien is de snelheid,
waarmede deze rekentoestellen de berekeningen uitvoeren, zeer
groot. ' A

Zetten we. de beide genoemde eenheidswetten grafisch uit, dan
geeft het verloop niet direct aanleiding tot bijzondere opmerkingen.
V)

Ve

wdarin V' =

Anders wordt dit als we een kromme tekenen voor tegen V.

In fig. 2 zien we: dit verloop voor de eenheidswet van Siacci 12)
en in fig. 3 voor de luchtweerstandswet, behorende bij de methode

1) 1] pg. 29.
%) [1] pg. 40.



285

360 [— .
340 —t -
320 [— —1 _ -
300 .

280 . /
260
240

220

180

/

200 L I
|

/

160

120
" 100

(o] 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100
Vin™
sec

Fig. 2. Het verloop van 10% U

als functie van V voor de eenheidswet van Siacci.
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Fig. 3 Het verloop van 10‘@ als functie van V voor de luchtweerstandswet van G.H.M.I.
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G.H.M.I. Bij Siacci loopt de kromme aanvankelijk horizontaal,
hetgeen er op wijst, dat f(V) hier zuiver evenredig is aan V2. Beide
krommen bevatten bij de geluidssnelheid een buigpunt (het buig-
punt van Mayevski), hetgeen in de figuren slecht zichtbaar is.

- We kunnen het verloop van de krommen als volgt interpreteren.
. Stellen we voor een ogenblik f(V) = V", waarbij we de weerstands-
graad # van punt tot punt veranderlijk denken. Als de kromme
gaat stijgen zal # > 2 worden. Deze toename van # gaat door tot
het buigpunt, waarna we een afname krijgen. In het maximum
(z.g. maximum van Hojel) bij een snelheid van ongeveer 500 mi/sec

is wederom # = 2. Daarna gaat de grafiek voor fillz) dalen, hetgeen
wil zeggen, dat # < 2 wordt. In fig. 8 is voor een snelheid van
1200 m/sec de kromme weer horizontaal, zodat de » hier weer gelijk
aan 2 is te stellen.
Vergelijken we dit gedrag van de weerstandsgraad met dat bij de
zonewetten, die reeds eerder vermeld werden, dan zien we een grote
“overeenkomst. Hier springt wel het voordeel van de eenheidswetten
boven de zonewetten in het oog, n.l. dat de weerstandsgraad
continu verandert en niet sprongsgewijze. :
We zullen de weerstandsgraad nog iets nader gaan beschouwen 13)
en denken ons daartoe log f(V) grafisch uitgezet als functie van
log V. Voor het geval van f(V) = V*, vinden we:

log {{(V) =nlogV o (19‘)A

Nu is log V = 0 voor V = 1, waarbij echter log f(V) nog een,
zij het geringe, waarde heeft. Voor » constant vinden we een rechte
lijn, die de verticale as dus boven de oorsprong zal snijden (zie fig. 4).

log f.(V)T

—— logV
Fig. 4. Log f(V) als functie van log V, voor » constant.

13) [1] pg. 35 e.v.
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- We zien tevens in fig. 4, dat tg « = n. Beschouwen we de zone-
wetten, met een sprongsgewijze verandering van #, dan gaat de
rechte over in een getrapte lijn, waarbij op de zonegrenzen een
sprong aanwezig is, zoals schematisch in fig. 5 is aangegeven.

log f(V)
r__________;

ST

— logV
Fig. 5. Log HV) a.ls functie van log V, als » sprongsgewijze verandert.

De getallenfactoren, die bij de zonewetten zijn ingevoerd, zorgen
er nu voor dat de sprong ongedaan gemaakt wordt en we een ge-
broken lijn krijgen. Voor de eenheidswetten zagen we reeds, dat de
weerstandsgraad continu verandert. Op dezelfde wijze grafisch
voorgesteld, zullen we een vloeiende kromme vinden, van een vorm,
zoals ongeveer in fig. 6 is aangegeven en met voor de geluidssnelheid
een buigpunt. :

—r'ogv

iog geluidssnelheidJ

Fig. 6. Log f(V) als functie van log V, voor de eenheidswetten.

- De weerstandsgraad » is nu de afgeleide functie van deze kromme
dus: ‘ '

') 4y

_d[log /(V)] _d[l=f(V)] _f(V)  V[f(V) 20

"~ dllogV]  dimV] dv V) (20)
\

Vullen we ter controle even in f(V) = V#, dan levert (20):

V-f(V)  Venve
vy e

=1},‘
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waaruit blijkt, dat de hier gedefinieerde weerstandsgraad over-
eenkomt met die we bij de zonewetten inveerden. Bepalen we nu
met formule (20) de # als functie van V, dan kunnen we de weer-
standsgraad grafisch uitzetten. :
Dit is geschied in fig. 7 voor de eenheidswet van Siacci en in
fig. 8 voor de luchtweerstandswet van G.H.M.I. Bij Siacci ligt
het maximum van # in de buurt van 300 m/sec, bij G.H.M.I juist
bij de geluidssnelheid. Naar mijn mening is laatstgenoemde wet
beter aangepast aan de werkelijkheid. Nu valt hierbij op te merken,
dat G.H.M.I een methode is voor het berekenen van banen voor
luchtdoelgeschut, hetgeen.in kleine stappen geschiedt. Siacci
baseert zich echter op banen voor landdoelkanonnen, waarbij de
baan in zijn geheel beschouwd wordt. Daar de geluidssnelheid op
grotere hoogte afneemt, zou dit enigermate het feit kunnen ver-
klaren, dat bij Siacci het genoemde maximum verschoven is naar
een punt, dat lager ligt dan de geluidssnelheid op zeeniveau.

7. Demoderne ontwikkeling van de wetten betreffende de luéhiweer}stahd .

Het onderzoek naar vorm en gedrag van de functie f (V), toonde
een kritische waarde dezer vorm aan. Zowel de zonewetten, als de
eenheidswetten lieten zien, dat de functie (V) in de buurt van de
geluidssnelheid sterk veranderde, m.a.w. dat de weerstandsgraad
toenam. Daar de geluidssnelheid evenredig is met de wortel uit de
absolute temperatuur, zal deze snelheid, met toenemende hoogte
in de atmosfeer, afnemen. Zo is in droge lucht van 9°C en 76 cm
kwikdruk de voortplantingssnetheid van het geluid 331,83 m/sec,
voor 15° C is deze 340,3 m/sec. Op een hoogte van 12 km waar dus
ongeveer de stratosfeer begint, is de temperatuur — 55° C en de
snelheid van het geluid 296,1 m/sec.

De Fransman Darrieus wees er in 1922 in ballistische krmgen
op, dat het juister zou zijn om niet uitsluitend de snelheid als ver-
anderlijke te kiezen, doch de snelheid gedeeld door de geluids-
snelheid, dus het z.g. getal van Mach. We zouden dan beter f(V)

\'
kunnen vervangen door f(b), waarin b = — , het getal van Mach
Y -

voorstelt en v de geluidssnelheid ter plaatse ‘waar het projectiel
zich bevindt.

Uitgaande van dit principe bepaalde men in Frankrijk op ex-
perimentele wijze een nieuwe luchtweerstandswet, waaraan de
naam van Dupuis verbonden werd. Deze wet vond toepassing bij
de tweede methode van Garnier, Haag, Marcus (G.H.M.II)
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200 220, 246 260 280 300 320 340 360 380 400 420
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Fig.' 7. De weerstandsgraad =, als functie van V,‘voor de eenheidswet van Siacci.
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Fig. 8. De weerstandsgraad =, als functie van V, voor de luchtweerstandswet van G.H.M.I.



-290

en werd als onderdeel van deze methode in 1929 gepubliceerd 14).
Voor de vertraging t.g.v. de luchtweerstand werd geschreven:

H
— f(b 1
Co g 1®) (21)
waarin:
(2R)2 2R |
Co = 60 P . T 1 (22)

Wat betreft de betekenis van de symbolen: C, is de ballistische
coéfficiént op zeeniveau, H de luchtdruk ter plaatse waar het
projectiel zich bevindt en H, de luchtdruk op zeeniveau, 4 is de
lengte van het ogief in meters. Vergelijken we (21) en (22) met
(16), dan zien we dat de hoogte afhankelijkheid van de lucht-
weerstand nu wordt weergegeven door de luchtdruk, terwijl dit bij
‘G.H.M.I geschiedde door een e-macht, waarin de hoogte in de

2R
exponent voorkwam. Verder wordt in (22) de factor " ingevoegd,

waardoor voor een slank projectiel met een spitse neus reeds direct
een Kleinere ¢, optreedt. De voor diverse projectielmodellen te
‘kiezen waarden voor i, zullen dientengevolge een iets kleinere
variatie gaan vertonen. 4

Voor f(b) stelde men 15):

18) = £,(6) — 71 /2(0) (23)

.Hierin treedt de § als nieuwe parameter op, die evenals de 7, samen-
hangt met de vorm van het projectiel. Voor b =1 is:

f1(6) = 96000 {(b — 0,5) + 0,16596(b — 2,05) - 10-5.5(-L1.84)"}  (24)

f2(b) = 96000 (25)

Voor b < 1 geldt: '
f1(6) = 96000 {0,1399976 + 0,36 - 10-56:8(1-0)} (26)
1,(B) = 96000 {0,35 + 0,65 - 10-5:50-5)} (27)

Voor b =1 geven de beide functies van f,(b) resp. £,(b) gelijke
waarden.

1) [5]
1] pg. 131 e.v.
1%) [1] pg. 34/35.
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© -Zetten we f(b) grafisch-uit, dan blijkt voor het punt b = 1 een
discontinuiteit aanwezig te zijn (fig. 9) 18).

f(b)l

1 —b

Fig. 9. Grafiek voor f(b) als functie van b, voor de ‘wet van Dupuis. '

*We definiéren de weerstandsgraad, in navolging van (20), nu
als volgt 17): ~

R (P
" dflog f(b)] dlin f(b)] _ f(B)  _ &/'(8) (28)
~ d[logd]  d{mb] db 1)
;

In fig. 10 hebben we # uitgezet als functie van het getal van Mach.

10
ngl.

8

Ll

‘ Il
5
Y
a| /

2 B S~~~

1

0 1

2 3 4 5
- getal van Mach

Fig. 10. De weerstandsgraad #», als functie van het getal van Mach, voor de wet van Dupuis.

We zien dat # = 2 tot Mach = 0,75. Daarna stijgt # en wordt
9,7 bij Mach = 1, om dan plotseling te dalen tot even boven 2 en

1¢) [1] pg- 36.
17) [1] pg. 38.
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vervolgens langzaai tot iets meer dan 1 af te nemen. Bij Mach = 2
zien we tijdelijk een kleine toename' van n. Het verloop van de

weerstandsgraad doet bij Mach = 1 enigszins onbevredigend aan.
Het ontstaan van de sprong is te verklaren, doordat de lucht-
weerstandswet in twee delen is gesplitst, die bij Mach = 1 aan
elkaar sluiten. Toch rijst de vraag of een!en ander wel juist is.

8. De luchtweerstandswetten in Engeland qh Amerika.

Voor de luchtweerstand ste}den we:
P
eW=ECf(V), ‘ (29)

Hierin was dus steeds de ballistische coéfficiént ¢ principieel on-
afhankelijk van de snélheid gedacht. We kunnen echter ook schrij-
ven: ' : :

P o
W=ECIV2 (30)

Dan is ¢, zeer zéker snelheidsafhankelijk. Uit (29) en (30) leidén
we af: .

o0 - 4 (,31)

c \'&
Daar ¢ constant is, geeft ¢, (de z.g. ,,dragfunction”) hetzelfde ver-
loop te zien als f(Vz) . In Engeland en Amerika heeft men steeds

vastgehouden aan de voorstelling volgens formule (30), met dien
verstande, dat men ook daar er toe is overgegaan om ¢, niet meer
op te geven als functie van V, maar afhankelijk van het getal van
Mach: ¢,(b). Het zal duidelijk zijn, dat voor ieder projectiel dan een -
aparte dragfunction bepaald moet worden.

Echter heeft men in Engeland nog in 1940 een luchtweerstands-
wet 18) gepubliceerd, waarbij de snelheid als variabele is gekozen

(g 11).
9. Het luchigewicht.

Voor de berekening van projectielbanen neemt men een zg.
standaardatmosfeer aan. Deze bestaat hieruit, dat men een keuze
doet voor druk, temperatuur en vochtigheid op zeeniveau en dan,

18) [6]
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98.10° } 10* Cy(V)
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Fig. 11. De ,dragfunction” C(V), als functie van de snelheid, voor de Engelse
luchtweerstandswet 1940, :

met behulp van de gewichtsformule uit de natuurkunde, een lucht-
gewicht, uiteraard op zeeniveau, berekent. We vinden hiervoor
de formule 19):

P 52 W~ 44E) (32)

Hierin is §, het luchtgewicht in kg/m", T, de absolute temperatuur,
H, de druk in cm kwikdruk, f, de vochtigheidsgraad en E de
verzadigingsdruk van waterdamp in cm kwikdruk, bij de gekozen
temperatuur. De index 0 geeft aan dat de waarden op zeeniveau
gekozen zijn.

In de tweede plaats moet men bij de standaardatmosfeer een
formule aannemen, die het verloop van dit luchtgewicht als functie
van de hoogte aangeeft. Verder wordt bovendlen de lucht in rust
gedacht.

Nemen we aan dat de temperatuur bij stijging in de troposfeer
constant blijft, dan kunnen 'we _uitgaande van de toestands-

19) 1] pg. 42.
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vergelijking voor een ideaal gas, afleiden ?):
_ %
8, =dp¢ ' (33)
De druk p, moet hier genomen worden in kg/m? en de hoogte y in
meters. Een formule uit de praktijk, die min of meer bij (33) past,
luidt:
8, =y e~ (34)
waarin & = 10~ (zie form. 16).
Gaan we er echter van uit, dat de temperatuur lineair met de
hoogte afneemt, dan vinden we:
A\ :
0, =0 (1 — = 35
(1—F) (35)

0
6), in klg/ms

1,3

1,2 \

1,1

. N
\\1
. | . N
0,5
\\
0.4 \"
03

0Ot 2 3 4 5 6 7 8 9 10 "Hoogtelnkm

Fig. 12. Het luchtgewicht, als functle van de hoogte voor de LC.AN.
standaardatmosfeer.

) 1] pg. 44 e.v.
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Nu is A de flemperatuurgradiént, dus het bedrag waarmede de
temperatuur afneemt bij stijging van 1 meter. R is verder de gas-
constante voor lucht. Een hierbij passende formule, die in de
praktijk van de ballistiek wordt gebruikt, luidt:

8, = 8, e—ML+av)w (36)

Hierin is a = 0,13 - 1074,

Een veel gebruikte standaardatmosfeer is de I.C.A.N. (Inter-
national committee of aeronautical navigation). Hier kiest men op
zeeniveau 760 mm kwikdruk, 15° C en 0 9, vochtigheid, waaruit
met (32). een luchtgewicht 8, = 1,22556 kg/m3 wordt berekend.
Men neemt verder aan dat de troposfeer op 11 km hoogte eindigt
en de temperatuur daar — 56,5° C bedraagt. Hieruit volgt voor de
téemperatuurgradiént 4 = 0,0065° C/m. Bovendlen is R = 29,29.
We vinden dan met (35):

(37)

' - 0,0065 y\4.265
d, = 1 ,2255 (1 ———y)

288
Grafisch is deze formule uitgezet in figuur 12. .
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HET AFGEKNOTTE PARALLELLEPIPEDUM
VAN ALBERT DURER

door

J. WicHERs

'’ (Amsterdam)

De bekende kunsthistoricus Dr. H. Schmidt Degener maakte

mij opmerkzaam op een belangwekkend lichaam, dat voorkomt
op de gravure ,,Melencolia I’ van Albert Diirer. Aan een verslag
van een lezing van Dr.- S. D. over deze gravure ontleen ik:
- »,De ,Melencolia”, Duitslands beroemdste gravure, heeft
eeuwenlang onder onjuiste interpretaties geleden. Reeds de woorden
»Melencolia I worden doorgaans onjuist gelezen: er staat niet
»,Melancholie no. 1", maar ,,Melancholie, ga heen!”. Ten tweede
werd het maglsch cijfervierkant nooit volledig ontcijferd. De vol-
ledige inhoud is: ,,Aan de dierbare nagedachtenis van Albert,
1514”, o

Het zware steenblok is geen kristal, maar een mathematisch
zuiver geconstrueerd lichaam, dat drie soorten van evenwicht kan
bezitten. Het landschap vertoont geen komeet, maar het einde van
de zondvloed. In zijn suggestieve, spontane spreektrant onthulde
de heer Schmidt Degener de geheimen van Diirer’s constructieve
geest, zoals deze in de gravure werkzaam is. Het bleek, dat de jonge
vrouw, parodie van de gotische muze, een geldkist onder haar rok
verbergt, tussen de sleutels en de drie geldbuidels in. Dergelijke
drievouden komen in deze gravure minstens twintig keer voor. Er
zijn bijvoorbeeld drie kryptogrammen, drie verborgen A’s, de letter
van Diirer’s signatuur. Aan de hand van dergelijke drievouden
voerde spreker de toehoorders door de rijke en diepzinnige beeld-
spraak, door de ineengevlochten allegorién heen, todat alle details
zinnebeeldig verklaard waren en er een eenheid ontstond.”

»Het steenblok”, aldus deelde de heer S. D. mij mede, ,,is het
symbool van de nieuwe kunst der Renaissance: de leer der ver-
houdingen en der wetenschappelijke perspectief. Ten aanzien van
het evenwicht moeten ook hier drie mogelijkheden zijn, al naar de
verhouding van de ribben van het niet-afgeknotte lichaam”.

Men kan het bedoelde lichaam als volgt ontstaan denken: van een
rechthoekig parallellepipedum A’'B’C'DE’F'G'H’ (Fig. 1) verwijdert
[296]
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Fig. 1

men de viervlakken DACH en F'G”E’'B’, waarbij A, C, H, E”,
B, G de middens zijn resp. van A'D, C'D, H'D, F'E’, F'B’ en
F'G'. Het overblijvende lichaam wordt op een horizontaal vlak
geplaatst met het vlak ACH. Onder welke voorwaarde is er nu
evenwicht?

Het zwaartepunt F van het afgeknotte lichaam valt samen met
dat van het parallellepipedum. Er zijn nu drie mogelijkheden:

- 1. de projectie van F op het steunvlak ligt op een van de zijden
van driehoek ACH; er is dan labiel evenwicht; '
2. de projectie ligt binnen driehoek ACH; het evenwicht is
stabiel; . .
3. de projectie ligt buiten de driehoek; er is dan geen evenwicht.

Fig. 2

De vlakken ACH en CAF maken gelijke hoeken met vlak ABCD.
Ligt de projectie K van F op vlak ACH op de rechte AC (fig. 2),
dan staan de genoemde vlakken loodrecht op elkaar, zodat hoek

FKB gelijk is aan 45°. Is nu A'B'=2a, B'C' =5 en C'G' =g,

t
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dan geldt:
BF = BK = .
In driehoek ABC is
1 . 1 n 1
BK®: AB? ' BC?’

dus: .

— = — 1 (labiel evenwicht).

Ligt K binnen driehoek ACH, dan is de hoek tussen de vlakken
ACH. en ABCD groter dan 45°; dan is FB > KB, dus:

1 1 1 . .
p < o -+ B (stabiel evenwicht);

ligt K buiten driehoek ACH, dan is de hoek tussen de vlakken ACH
en ABCD Kkleiner dan 45° en dus:

1 1 1

5> = + 7 (geen evenwicht).

(Driehoek ACH uit figuur 2 heeft enige merkwaardige eigen-
schappen, bijvoorbeeld: tg A .tg C = 2, cos H = cos A . cos C, het
hoogtepunt ligt in het midden van de hoogtelijn uit H. Verschillende
malen komt deze driehoek voor bij de eindexamenopgaven voor
trigonometrie: 1926 : 1, 1938 : 1, 1942 : 2). !

BOEKBESPREKING.

M. G. H. Birkenhidger en H. J. D. Machielsen, Meethunde voor M.M.S.,
deel II, Uitg. P. Noordhoff N.V., Groningen, 1959, 137 blz., f 4,50.

Het aantrekkelijk uiterlijk van dit boek doet het beste voor de inhoud vermoeden.
Maar die blijkt toch wel erg op ouderwetse leest geschoeid te zijn. Wanneer men op
blz. 8 de ,,projectiestellingen in de scheefhoekige driehoek’’ ontmoet, één voor een
zijde tegenover een scherpe hoek en één voor een zijde tegenover een stompe hoek,
volledig onder woorden gebracht in lange zinnen, en dadelijk daarop de stelling van
Stewart, dan voelt men neiging om nog eens naar het jaartal op het titelblad te
kijken. Maar daar staat toch heus 1959. Ook verderop blijkt, dat de schrijvers het
menen te moeten zoeken in het kennen van een groot aantal stellingen en f)ijzonder-
heden. Meer nog dan bij deel I komt de vraag op, of het zinvol is op deze wijze meet-
kunde te onderwijzen aan m.m.s.-ers. Een vraag, die m.i. ontkennend beantwoord

r'noet worden. R. Troelstra



DE EINDEXAMENPROGRAMMA’s VOOR WISKUNDE

Gepubliceerd zijn het KB van 29-1-1960, Staalsblad 54 en het
K.B. van 29-1-1960, Staaisblad 59 waarbij gewijzigd zijn de regle-
menten en de programma’s van de eindexamens der hogere burger-
scholen B en der gymnasia.

Behalve technische kwesties, die de regeling van het examen
betreffen en enkele kleine veranderingen in het programma van een
paar andere vakken, worden bij deze Koninklijke Besluiten geregeld
de programma’s voor de eindexamens in de wiskunde aan de ge-
noemde scholen.

Voor de H.B.S.-B wordt voortaan (met ingang van 1 januari
1961) het examenprogramma voor de wiskunde als volgt gelezen:

a. de algebra,

b. de goniometrie;

c. de analytische meetkunde,
d. de stereometrie.

Het examen omvat de leerstof, die volgens het algemeen leerplan
bedoeki in artikel 20 der middelbaar-onderwijswet, voor wat de algebra
betreft, moet worden behandeld in de eerste tot en met vijfde klasse van
de openbare hogere burgerscholen B, en voor wat de goniometrie, de
analytische meetkunde en de stereometrie betreft, moet worden behandeld
in de vierde en de vijfde klasse van die hogereburgerscholen.

In het reglement lezen we verder, dat voor de wiskunde, ‘twee
cijfers zullen worden toegekend: één voor de afdeling algebra en
goniometrie en één voor de afdeling analytische meetkunde en
stereometrie.

De duur van het mondeling examen van elk van debeide afdehngen
zal voortaan 20 minuten zijn; ook die van het mondeling examen in
mechanica is op 20 minuten gebracht.

Voor het Gymnasium wordt voortaan (met ingang van 1 januari
1961) het examenprogramma voor de wiskunde (afdeling VI) als
volgt gelezen: :

A. voor de A-leerlingen:
a. de algebra, die volgens het leerplan, bedoeld in arttkel 7 der
hoger-onderwijswet, in de vijfde en zesde klasse A der openbare
[299)
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gymmnasia moet worden behandeld, benevens een der overige, volgens
dat leerplan voor die klasse gekozen onderwerpen.

b. het andere volgens dat leerplan voor die klassen gekozen onder-
werp met dien verstande dat, indien herhaling van de planimetrie
en stereometrie als onderwerp zijn gekozen, deze steeds als onderdeel
b worden geéxamineerd.

B. voor de B-leerlingen:
a. de algebra, die volgens het leerplan, bedoeld in artikel 7 der
hoger-onderwijswet, in de eerste tot en met vierde klasse en in de
vijfde en zesde klasse B der openbare gymmasia wmoet worden
behandeld;
b. de stereometrie, die volgens dat leerplan in de vijfde en de zesde
klasse B der openbare gymmnasia moet worden behandeld;
c. de goniometrie en de analytische meetkunde, die volgens dat
leerplan in de vijfde en de zesde Rlasse B der openbare gymmasia
moeten worden behandeld.

De duur van de examens is voor de A-leerlingen voor beide onder-
delen op 20 minuten gebracht en voor de B-leerlingen voor ieder van
de drie onderdelen op 2 uur en 30 minuten schriftelijk en 25 mi-
nuten mondeling.

Deze bepalingen bevatten geen verrassingen. De programma’s zijn
gelijk aan de leerplannen, die bij K.B. van 30-9-1958, Staatsblad 431,
geregeld werden (Zie Euclides 34, III, november 1958). Voor de
H.B.S.-B betekent dit een einde aan de merkwaardige toestand, die
sinds 1937 bestond, n.l. een divergentie tussen leer- en examen-
program; voor het gymnasium betekent het dat nauwkeurlger dan
voorheen het programma vastgelegd is.

Wij zijn daarom zeer verheugd. We kunnen nu ons nieuwe pro-
gramma ook aan het examen gaan toetsen en zijn werkelijk be-
nieuwd hoe de opgaven in 1961 er uit zullen zien.

In beide Koninklijke Besluiten vinden we een overgangsbepaling
voor kandidaten, die in de jaren 1959 en 1960 niet met gunstig
gevolg het eindexamen aflegden. Zij kunnen in 1961 het examen in
de wiskunde afleggen volgens de nu geldende bepalingen.

Indien dus bij het schriftelijk examen der H.B.S.-B of van het
gymnasium-B in 1961 een vraagstuk wordt opgegeven dat betrek-
king heeft op de differentiaal- en integraalrekening, zullen deze
kandidaten kunnen kiezen tussen dat vraagstuk en een ander,
speciaal voor hen op te geven vraagstuk, dat wordt ontleend aan
dat gedeelte van de leerstof voor de algebra of de goniometrie,
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waarin het K.B. van 30-9-1958 (w1]z1g1ng leerplannen gymnasmm en
H.B.S.) geen verandering heeft gebracht.

Deze kandidaten zullen, voor zover zij het eindexamen H.B.S.
afleggen, voorts in 1961 de gelegenheid krijgen alsnog examen af te
leggen in de beschrijvende meetkunde in plaats van in de analytische
meetkunde. Daartoe zullen aan die leerlingen in het schooljaar
1960—1961 ten hoogste V1]fentw1nt1g lessen in beschrijvende meet-
kunde kunnen worden gegeven (niet in officiéle rooster; gehonoreerd
als vervanguren). De leerlingen die van deze regeling gebruik
wensen te maken (er is geen verplichting: zij kunnen ook analytische
meetkunde kiezen) behoeven de lessen in de analytische meetkunde
niet te volgen. Een kandidaat, die bij het examen in 1961 gebruik
wil maken van één der bijzondere regelingen ten aanzien van de
algebra en de meetkunde, is niet verplicht tevens van de andere
bijzondere regeling gebruik te maken.

Hierboven gaven wij alle wijzigingen aan die betrekking hebben
op de examens in de wiskunde. Voor de volledige teksten mogen wij

verwijzen naar de genoemde Staatsbladen.
: ‘ : AMK.

" BOEKBESPREKING

J. H. Weinacht, Prinzipien zuy Losung mathematischey Probleme; 116 blz., 45 fi-
guren, D.M. 8,80; 1958; Friedr. Vieweg & Sohn, Braunschweig.

De auteur tracht leraren en aanstaande leraren van zijn langjarige onderwijser-
varing te laten profiteren door aan de hand van een serie van 45 voorbeelden de
methodische hulpmiddelen op te sporen die bij het oplossen van wiskundige vraag-
stukken aanbeveling verdienen en een aantal heuristische principes voor het onder-
wijs aan te geven.

Het boek bespreekt bijna uitsluitend oplossingstechniek; zonder naar een syste-
matische ordening van de diverse aspecten te streven die aan het oplossen van wis-
kundevraagstukken zijn verbonden, tracht de auteur in de éerste plaats de door hem
gekozen oplossing te rechtvaardigen en de belangstelling voor het gekozen voor-
beeld te verlevendigen.

Hij verklaart dat de oplossing van een wiskundevraagstuk zich i.h.a. in de volgen-
de fasen voltrekt: :

1. Das Verstehen der Aufgabe, die klare Erfassung und Herausarbeitung der einzel-
nen Forderungen.

2. Der Entwurf eines Gedankenganges, eines Losungsplanes in seinen Grundziigen.

. Die tatsichliche Durchfiihrung desselben in allen seinen Einzelheiten.

4. Eine Schluszbetrachtung bestehend in einem Riickblick und einem Ausblick.

(2]

De titels der opvolgende paragrafen luiden:

a. Erstellung und statische Erkundigung einer Flgur,
b. Die dynamische Erkundung einer Figur;
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c. ,,Andere das Problem ab!”’;
d. ,,Lose geometrische Probleme auf algebraischem Wege’. .

Imponerend is dit allemaal niet. Denkpsychologische fundering ontbreekt. Het
gaat vrijwel uitsluitend om een aantal oplossingsmethoden. Jammer is dat bijna alle
voorbeelden op vrij hoog niveau liggen. Een analyse juist van eenvoudiger problemen
lijkt me voor het door de auteur beoogde doel meer aanbevelenswaard.

Maar ik geloof wel, dat er ook in ons land leraren zullen zijn die van enkele der
gegeven voorbeelden met genoegen kennis zullen nemen.

’ Joh. H. Wansink

. B. Coster, Dr. A. van Dop en Dr. H. Streefkerk, Nieuwe Algebra voor de
Onderbouw, Deel I1. 112 blz. Ing. f 2,50; geb. f 3,25. Uitg. J. B. Wolters, Groningen,
1958. ‘

Het deeltje bevat de stof voor de tweede klas H.B.S. volgens het nieuwe pro-
gramma en wel in een behandeling, die geinteresseerde, zelfstandige studie bij de
leerling schijnt te veronderstellen. Natuurlijk behoeft dat aan de bruikbaarheid
voor klassikaal onderwijs geen afbreuk te doen, al is er reden tot twijfel aan het
nuttig effect van al dat uitspinnen der stof in aanloopjes en voorbeeldjes. Niettemin
zit dat overal goed in elkaar.

Nuttig lijkt me de behandeling van verschillende vergelijkingen, gezien vanuit
de rol, die het getal nul daarin speelt (hoofdst. II). Het hoofdstuk wortelvormen
(III) is vrij heterogeen, de uitvéerige uiteenzetting maakte het mij moeilijk de lijn
te zien. Terloops: wanneer de schrijvers zeggen dat /—4 ,,onbestaanbaar of
imaginair” is, bedoelen ze dan deze woorden als wiskundige begrippen te introdu-
ceren, of mag de leerling ze in hun algemene betekenis verstaan? Het eerste heeft
geen enkele zin, op het laatste is tegen, dat ze dan geenszins synoniem zijn. Ik zou
er de voorkeur aan geven 4/—4 een zinloze uitdrukking te noemen.

De behandeliﬁg van functies, grafieken en ongelijkheden is uitstekend. Het
slothoofdstuk behandelt de afgeronde getallen, naar mijn idee steeds (en ook hier)
een moeilijk onderwerp. )

Haren (Gron.) J. Koksma

Dr. D. N. van der Neut en Drs. A. Holwerda, Meetkunde met de beginselen der
Goniometrie, deel I, 1le druk, 1958. J. B. Wolters, Groningen. Ing. f 1,75; geb.
1 2,25. Idem. idem. deel II, 10e druk, 1959. Ing. f 2,10; geb. f 2,75.

Het eerste deeltje is nog niet aan het nieuwe leerplan aangepast, maar bevat wel
een inlegvel waarop aangegeven staat wat geheel of gedeeltelijk kan worden over-
geslagen. Een gedeelte van het boekje kan bij eerste behandeling vervangen worden
door het ,,Werkschrift”” van dezelfde auteurs.

Jarenlang heb ik deze boekjes gebruikt. Het grote voordeel is, dat door het ge-
bruik van veel tekens de omvang van een bewijs beknopt kan worden-gehouden,
zodat het met één oogopslag is te overzien. Jonge leerlingen zal men het gebruik
moeten leren, door nauwkeurig eerst de stof vrij te behandelen, daarna het be-
handelde met de klas na te lezen in het boek, onder verwijzing naar de plaats waar
het op het bord staat. '

Het tweede deeltje is wel aangepast en nu door de uitgever ook in een fleuriger
gewaad gestoken. Hier is toegevoegd een hoofdstuk over: Stellingen en Bewijzen.
Hierin is een paragraaf over Meetkundige Plaatsen opgenomen. Los van dit boek
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zou ik de opmerking willen maken of het niet mogelijk zou zijn deze benaming geheel
over boord te zetten en gewoon te spreken van ,,Volledige Verzameling?”’ Voor
aanvangende amateurs m.i. begrijpelijker.
Overigens goede en duidelijke werkjes, zoals ook door de vele herdrukken bewezen
wordt.
J. F. Hufferman

Lietzmann. Experimentelle Geometrie. 111 bladz. 1959, prijs D.M. 12,60 B. G.
Teubner, Stuttgart. ’ :

Bij het doornemen van het boekje vraagt men zich af: voor wie heeft de schrijver
het eigenlijk bestemd? Misschien voor beoefenaars van de nomografie?

Mascheroni (1750—1800), die de schrijver voor de geest heeft gehad toont in zijn
werk: Meetkunde van de passer zie vooral Dr. S, C. van Veen-Noordduyns
wetenschappelijke reeks nr. 37) dat alle constructies van Euclides ook met een
passer alleen kunnen worden unitgevoerd, terwijl Steiner (1832) ons laat zien, dat
deze constructies ook verricht kunnen worden door gebruik te maken van een
liniaal en één enkele vaste cirkel met een gegeven middelpunt in het vlak van
tekening (H. de Vries: Historische Studién dl 1 Artikel II, p. 84). De schrijver
vestigt er de aandacht op, dat deze constructies bijzonder vlot kunnen verlopen als
men hierbij gebruik maakt van een biliniaal, hetgeen de Vries ook wel in een noot
had kunnen vermelden.

De schrijver staat vrij laﬁg stil bij de trisectie van een hoek (zie liever van Veen,
Bunt: van Ahmes tol Euklides of Ontwakende wetenschap van van der Waerden)
zonder daarbij gebruik te maken van de historische neusis: hij verricht de constructie
van Archimedes met een trisecliepasser van Kilp, ook met een passende winkelhaak.
Ook vergeét de schrijver niet de bekende ,,constructies’” van bogen van ellipsen,
hyperbolen en parabolen te vermelden. Hij vermoedt, dat het boek de docent
,.eine Fiille von Anregungen zu moderner anschaulicher Ausgestaltung des Geome-
trie-unterrichts” kan verschaffen.

Omdat er nog veel onderwerpen worden aangesneden, waaronder ook enkele die
aan puzzels doen denken en velen daarvoor interesse hebben, is het niet onmogelijk,

dat de schrijver hierin niet geheel teleurgesteld wordt.
Okken

KALENDER

Mededelingen voor deze rubriek kunnen in het volgende nummer worden op-
genomen, indien zij binnen drie dagen na het verschijnen van dit nummer worden
ingezonden bij de redactie-secretaris, Singel 13, Hoogezand.

VAKANTIECURSUS MATHEMATISCH CENTRUM

Ook dit jaar zal weer een vakantiecursus voor leraren V.H.M.O. worden ge-
organiseerd door het M.C. en wel op 29 en 30 augustus a.s. in het Geologisch Instituut
te Amsterdam. Als centraal thema werd gekozen: , Het wiskundeonderwijs in het
V.H.M.O. van morgen”’, terwijl de te behandelen onderwerpen luiden:

A. Wat is het doel van het wiskundeonderwijs in het V.H.M.O.?
'B. Welke gevolgen voor het V.H.M.O. brengt de moderne ontwikkeling van de
wiskundige wetenschappen met zich mede?
C. Welke gevolgen brengt de veranderde plaats der wiskunde in de maatschappij
. met zich mede?
D. Welke verwachtingen en desiderata zijn praktisch voor verwezenlijking vatbaar?
Nadere berichten zullen tijdig worden bekend gemaakt.
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RECREATIE -

Nieuwe opgaven met oplossing (s.v.p. persklaar) en correspondentie aangaande
deze rubriek gelieve men te zenden aan Dr. P. G. J. Vredenduin.

27. Wat is het kleinste getal, dat gehalveerd wordt, wanneer het voorste cijfer
achteraan wordt gezet? '

28. A ontmoet B.
A: Hoe gaat het met je drie kinderen?
B: Uitstekend, dank je.
Hoe oud zijn ze ook weer?
Het produkt van hun leeftijden, in gehele jaren, is 72.
Dan weet ik het nog niet.
De som van hun leeftijden is juist mijn huisnummer.
: Ik weet je huisnummer, maar de leeftijden van de kinderen nog niet.
De oudste heeft juist een nieuwe fiets gekregen.
: Dan weet ik het!

PErEEws

Weet u het ook?

OPLOSSINGEN

(zie voor de opgaven het vorige nummer)
25. A legt een geldstuk midden op de tafel. Voorts legt hij na elke beurt van B
precies zo’'n geldstuk als B juist gelegd heeft op de plaats die radiair symmetrisch
ligt t.o.v. de plaats die B koos.
Verondersteld is dus, dat de tafel radiair symmetrisch is en dat het symmetrie-
centrum tot de tafel behoort.
26. Alfabetisch: acht, achtendertig, ..... , zeventig.

Prof. Dr. O. Bottema zond ons de volgende elegante oplossing van nr 22: Neem
de codrdinaatassen evenwijdig aan de zijden van het vierkant, de oorsprong in het
middelpunt. Als @ in (#, ¥) aankomt is b, uit symmetrieoverwegingen in (y, —x).

Daar deraaklijn van de baan van a langs ab moet vallen, heeft men :—3; = _yx—xy (1)
Voert men poolcodrdinaten in: ¥ = 7 cos ¢, ¥ = 7 sin p dan wordt (1); :;—; = —7

waaruit volgt » = Ce~®, waarbij C bepaald wordt door het gegeven dat de kromme
door het startpunt van a gaat. De baan van a is dus een logaritmische spiraal; zij
nadert asymptotisch tot 0. De kromme maakt een constante hoek met de voerstraal.
Dat ziet men ook rechtstreeks uit (1):

dy 1+% 14 tge
. E)
Als-‘—g;—tgocdanlstgu—l—_—x_l_—tgq)=tg((p+z).
- ox

De raaklijn aan de baan maakt dus steeds een hoek van 45° met de lijn paar O,
Ook de heer J. C. G. Nottrot maakte ons er opmerkzaam op, dat het punt « een
logaritmische spiraal beschrijft.



Dr. H. STREEFKERK

Nieuw
meetkundeboek
Voor M.O. en V.H.O.

*

deel 1, 4e druk 3,25 .
120 blz., met 163 fig.

deel 11, 3e druk f 3,50
121 biz., met 99 fig.

deel 111, 2e druk f 3,75
109 blz., met 75 fig.

P. Noordhoff N.V. - Groningen

P. WIJDENES
Dr. P. G. VAN DE VLIET

Algebra en

financiéle rekenkunde
voor h.b.s.-A
8ste druk, 125 blz., f 3,25
antwoorden f 1,—

*

Logaritmen
en rentetafels
. Tafel G
6e druk, 103 biz., geb. f 2,75
Voor gebruik op H.B:S.-A, handels-

scholen en voor akte-studie handels-
wetenschappen.

P. Noordhoff N.V. - Groningen

Uw steun wordt ingeroepen voor

. o8
BIJSTAND 3"

{o.m. Bejaarden- en Jeugdzorg)
&4 juni - 16 juli 1960

voor H.B.S.-B en Gymnasium-f:

BEKNOPTE
ANALYTISCHE
MEETKUNDE

door

Dr. D. ). E. Schrek
m.m.v. H. Pleysier

2e druk ing. f 3,90, geb. f 4,60

Bij het voorbereiden van deze
nieuwe druk is rekening gehouden
met de nadere toelichting, diede HH.
Inspecteurs inmiddels met betrek-
king tot het nieuwe leerplan en het
eindexamen hebben gegeven.

Tevens kon worden voldaan aan
enkele wensen, die door de Nomen-
clatuurcommissie in haar onlangs
verschenen rapport zijn geuit.

P. Noordhoff N.V. - Groningen




Zojuist verschenen:

WERKSCHRIFT GEOMETRISCHE OPTICA

Dr J. H. Raat

£1,90

De tekeningen en constructies van dit werkschrift doorlopen in 48 pa-
gina’s alles wat men bij de geometrische optica in de eerste ronde
natuurkunde bij het VHMO en op de kweekscholen pleegt te behan-
delen. Gebruik van dit werkschrift geeft een aanzienlijke tijdsbesparing
en verstrekt de leerling een helder, zelfgemaakt overzicht van het
onderwerp geometrische optica.

Dr. H. Lindeman - Drs. G. H. Frederik

LEERBOEK DER NATUURKUNDE

Deel IA | | o
Deel 1B in voorbereiding; ,
Deel il volgorde van verschijnen: IA (sept. 60), II, IB .

Deel lll, Elektriciteit, Atoom- en Kernfysica
4e druk, 286 blz. met talloze fig. . . ing. f6,50

Dit boek is een volledig omgewerkte en gemoderniseerde uitgave van
deel lll van de reeks leerboeken voor natuurkunde van Nathans-Linde-
man. Het bevat de leerstof over Elektriciteit (2e ronde) en Atoom- en
Kernfysica, zoals deze is aangegeven in de ,,Examenlijst Natuurkunde”,
gepubliceerd in Faraday (23, 143-150, 1954) en de aanvullingen daarop.
Behalve vele vragen in de tekst is aan het slot van het boek een vraag-
stukkenverzameling opgenomen, die nauw aansluit aan de behandelde
leerstof.

N. Quint Gzn. - P. A. van der Harst

NATUURKUNDIGE VRAAGSTUKKEN

Deel |, 14e druk, herzien door J. Zeeman
708 vraagstukken, 4 tabellen. . . . . ing.f2,50
Deel Il in voorbereiding

De opzet is gewijzigd door een indeling, die meer aansluit op de groepen,
waarin de leerstof Natuurkunde voor de H.B.S.-B is verdeeld,

Het giorgi-stelsel is toegepast, terwijl ook de andere stelsels voor zover
ze in het dagelijks leven voorkomen, aan bod komen.

Het eerste deeltje bevat de grondbeginselen, en voornamelijk mechanica
vraagstukken, geschikt voor gymnasium B.

P. NOORDHOFF N.V.- GRONINGEN ﬂ

Alle in dit tijdschrifc geadverteerde uitgaven zijn ook bij de boekhandel en de ui g verkrijgbaar




