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TWEEDE VACANTIECURSUS WISKUNDE AAN DE
' RIJKS-UNIVERSITEIT TE GRONINGEN.- .

S, o
- Op 15 April 1942 werd aan de Rijks-Universiteit te Groningen

~ de tweede vacantiecursus Wiskunde gehouden Het programma was
als volgt samengesteld

-1 Prof Dr. J. G. van der Corput Meetkundtge plaatsen ‘in de
' analyttsche meetkunde

2. Dr.]. C H Gerretsen Nzet—Archzmedzsche meetkunde. .
Prof Dr ‘G. Schaake, De stellmg van Pappus. '

4. Prof. Dr. F. Zermke Machines -als 'hulpmzddelen in de wis-
- kunde. -

De belangstelling overtrof verre de verwachting, het aantal hoor-
ders bedroeg ruir 80. Hieruit mag dus wel de gevolgtrekking ‘ge-
" maakt worden, dat door de vacantlecursussen in een behoefte wordt -
voor21en
Voor wensen aangaande te behandelen onderwerpen wende men
zich tot ondergetekende )

J. G. {'an der C~ofputf -
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"EERSTE VOORDRACHT.

i

OVER MEETKUNDIGE PLAATSEN IN DE
ANALYTISCHE MEETKUNDE '

. DOOR _ -
J. G. VAN DER CORPUT. <

~

Enige jaren geleden, op een exame_ntour’nee door Nederland zwer-
vend, heb ik een artikeltje geschreven over de methode van eliminatie
. van parameters in de analytische meetkunde. Daarna deed ik iets-
'_ verdienstelijks: het manuscript heb ik verscheurd. Ik dacht: waarom
‘moet ik het nu juist zijn, die deze voor de hand'liggende opmerkin-

gen maak'? Binnenkort zal er wel iemand anders komen, die dit
zaakje opknapt. o

Met dat al zijn we nu tien of twaalf jaren verder en werpen bij
het gymnasmle eindexamen de candidaten zich nog steeds, zoal niet
met geestdrift, dan’-toch™met grote gretigheid® op deze door hen
braaf geleerde methode. Ik waardeer dat, ook al wordt de methode
toegepast in gevallen, waar ze omslachtig, onoverzichtelijk en
onvolledig is. Dat daarbij vaak ongelukken gebeuren, moeten we
-op de koop toenemen. Jaren geleden werd eens bij het emdexamen
der gymnasia  een meetkundige plaats gevraagd, die uit een rechte
lijn en nog wat bestond. Dat nog wat, hetwelk de hoofdzaak. was,
ben ik’ intussen weer Vergeten. Eerl knaap, veroordeeld in dat jaar
éindexamen te doen, voerde veranderh]ke parameters in. Al elimi-
nerende verloor hij onderweg per ongeluk de rechte lijn, hetgeen
hem nauwelijks kwalijk te nemen was. Toch had hij blijkbaar het
gevoel, 'dat hij ons — den leraar en den gecommitteerde — iets
te kort deed; althans, een andere lijn gaf hij ons -gratis. Maar wat
-nu? Wat hij vond, was geen deel van de gezochte- meetkundige
plaats, en de meetkundige plaats was geen deel van ‘wat hij vond."
Wat moesten wij doen? Natuurlijk kreeg het slachtoffer voor dit
vraagstuk van ons een hoog cijfer. Dat nog wat, waar het om
ging en dat ik intussen vergeten ben, had hij; de methode van de
eliminatie- der parameters had hij toegepast, zoals- hij die geleerd
had en de rechte lijnen, waarmede hij had zitten haspelen, waren
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van die bu1ten~beent]es waarvan je eigenlijk nooit weet, of ze mee-
_.geteld moeten worden of niet. -

Hoe zit dat? Laat ik ter toehchtmg het tweede vraagstuk behan—
delen, dat in 1941 bij> het gymnasiale emdexamen voor trigono-
metrie en analytlsche ‘meetkunde opgegeven is. Het eerste gedeelte
van die opgave luidt als volgt

Op de ,rechté x+y= 0.ligt een veranderlijk punt-P..De pro-
jectievan P op de vaste rechte y = k heet Q. Bepaal de meetkun'dige

plaats van het snijpunt van OQ en AP, als O de oorsprong, thet
_,punt (0 a) voorstelt '

.TA\

i . "~ Fig.2.

De vraag, die ik me nu stel, is deze: is.de y-as een stuk van de

gevraagde meetkundige plaats of niet? .o C
Waarom m.i. van den candidaat geen volledig antwoord op deze -
~ vraag verlangd kan worden blijkt uit het volgende betoog.

Laten we eerst het geva] behandelen dat a“en” 'k beide® van niil
verschillen. Valt P met de oorsprong samen; dan zijn Q en A twee
op de y-as gelegen punten, die wegens k=0 én a== 0 geen van
beide 'met de - -oorsprong. samenvallen; zowel OQ als AP valt dan
langs de y-as. Wat is nu ,het” snijpunt van OQ en AP? Er staat
,het”’, we hebben te maken met het bepalend lidwoord. Volgens mij
verdient het danbeveling,.dat de leraar bij zijn . onderqu er de
aandacht op_vestigt, dat in zulk een geval.het bepalend lidwoord,
in strijd met het taalgebruik, iets aanduidt, dat nief bepaald. is.
'Onder ,;het” snijpunt van twee samenvallende" lunen versta ik elk:
_punt van die gemeenschappelijke lijn. Volgens die ‘afspraak vmd

2
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1k als k en a beide ongelijk nul zijn, - dat-de y-as deel ultmaakt
van de gezochte meetkundige plaats.
© Maar ik kan me voorstellen, dat een leraar die zienswijze niet
deelt. Hij kan als volgt redeneren: wordt in"een opgave gesproken
over ,,het” snijpunt, dan moet dat punt ondubbelzinhig gedefinieerd
kunnen worden. Het geval, dat OQ en AP langs elkaar vallen, moet
ik dus buiten beschouwing laten of ik moet in zo’n geval het snij-
punt op de een of andere manier, bijvoorbeeld door grensovergang,
- vastleggen. Het is duidelijk, dat deze laatste opvatting twee zeer
ernstige .bezwaren heeft: vooreerst baart ze den Iee;l-in-gén vele

moeilijkheden en bovendier is het lastig het algemene principe scherp_ o

* te formuleren. Praktisch zou dit standpunt dus daarop neerkomen,
dat het geval, waarin OQ en AP langs elkaar vallen, buiten be-
._schouwiﬁg gelaten wordt, maar ook deze opvatting heeft een
bezwaar; op dat bezwaar kom ik straks terug. Hoe het ook zij,
eisen_ we bepaaldheid bij gebruik van het bepalend lidwoord, dan
is bij het hierboven. geformuleerd vraagstuk in het geval k=0 en
a =0 de y-as geen,deei van de gezochte meetkgnd’ige' plaats.
" Doch we zijn er nog niet: Hoe zit het met het geval a =0.en
k== 0? Valt P met de oorsprong samen, dan is ,,de” lijn AP onbe-
paald; iedere door de oorsprong gaande rechte kan de liin AP
voorstellen. OQ is weer de y-as. Wat is nu ,,het” snijpunt van OQ

Fig. 3. " Fig. 4.

~ met ,,de”. onbepaalde liijn AP? Om consequent te blijven, redeneer
ik als volgt: de onbepaalde rechte AP kan langs de y-as vallen en
y»het” snijpunt van die as met de lijn OQ is een willekeurig op de
y-as gelegen punt. Volgens ‘onze afspraak is dus ook in het geval
a = Oen k == 0 de y-as een deel van de gezochte meetkundige plaats.
Hetzelfde resultaat vinden we, als a==0en k = 0 is.

—
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Met het geval a = k = 0 is het nog gekker gesteld. In dat geval
~ heeft, als P met de oorsprong samenvalt, iedere door de oorsprong
) gaande rechte ‘de -pretentie zowel ,,de” rechte OQ als ,,de” rechte ~
AP voor -te stellen. Willen we conséqueht blijven, dan moeten we
dus zeggen: in het geval @ — k — O behoren alle punten van het
platte vlak tot de gezochte meetkundige \plaats. -

Ik ben geen beul en eis niet van de examinandi, dat ze deze wijs-
heid verkondigen, maar waar blijft de grens? Beter ware het geweest,
als het geval k= 0-en ook het geval a = 0 uitdrukkelijk buitengeslo-
~ ten waren, te meer waar aan het slot van de opgave nog afzonderlijk

gevraagd wordt, wat de meetkundige plaats yoo'r'a-;:;—k wordt.

‘Na deze uitweiding, even overbodig als de rest van het artikel,

kom ik op het bezwaar, dat ik in vele gevallen koester tegen de
eliminatiemethode. - - :
Stel onze zwoegende exammandus voert twee veranderluke para-
meters p en g :in. Hij kent zun lesje: hij weet, dat hij dan dne ]
»betrekkmggn moet hebben, waarin behalve de parameters p en ¢
ook nog voorkomen de codrdinaten & en 5 van het punt, waarvan
de meetkundige plaats wordt gevraagd. Stel, hij is er in -geslaagd
die drie relaties te vinden. Laten we aa'nnemet'l,ydat die betrek- -
kingen een voldoend en noodzakelijk stel vormen, m.a.w.: voldoen
de vier grootheden &, 5, p en ¢ aan deze drie relaties, dan behoort
het punt (&, #) tot de gezochte meetkundige plaats en omgekeerd:
_bij elk punt (¢, n) van de meetkundige plaats zijn twee parameters
p en g te vinden zédanig, dat de drie relaties gelden. Maar wat nu?
IJverig gaat de leerling’ met deze drie betrekkingen jongleren. In
zijn overmaat van ijver loopt hij gevaar £ en n in de parameters
-p en q uit te drukken, fnaar ik wil aannemen, dat hij een behoorlijk
leraar gehad heeft,-die hem ernstig tegen deze geheel onnodige'
stap heeft gewaarschuwd. Hoe-het ook zij, ten slotte vindt hu —
U ziet, dat ik het goed met hem meen — een. betrekkmg T=0,
waarin de parameters p en g niet voorkomen. Natuurlijk krugen
we dan triomfantelijk te horen: aha, de kromme met de vergelijking |
" T=0is de 'gevraégde meetkundige’ plaats. Wie.- waarborgt ons.
echter, dat dit het geval is? We weten alleen: is (&, ») een punt
van de gezochte meetkundige plaats, dan is het mogelijk de para- .
meters p en g z6 te kiezen, dat de drie relaties gelden, ‘zoaat-danr‘
ook aan de betrekking T = 0 voldaan is, m.a.w. elk punt van de
meetkundige plaats voldoet aan_de betrekking T.=.0. De gezochte .
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‘meetkundige - plaats is dus}ze\ker een deel van de kromme T.=0.
Wie geeft ons riu de waarborg, dat omgekeerd elk punt van deze
- = kromme tot de gezochte meetkundige plaats behoort? Die waarborg
‘kan ons.niemand geven, want in vele gevallen is het ook miet zo. In
ieder speciaal geval zou de leerling m»oe.te'n onderzoeken of bij elk
= punt (£, n) van de kromme T-= 0 twee -parame"fers p-en ¢ bepaald
‘kunnen worden zo, dat de drie relaties werkelijk vervuld zijn. 1k
wverzeker .U, die taak is geen prettig karweitje; vooral niet;’als men
drie opgaven 'voor zich heeft, die binnen twee uur af moeten- zijn.
“Te Uwer geruststelling kan ik U médedelen, dat ik nog nooit een -
-examinandus ontmoet heb, die neigingen in die richting vertoonde .
of die door zijn leraar die kant uit gedreven werd.
© Tot zover de afbrekende crmek maar nu ga ik opbouwen Hoe
moet het dan wel? : :
"Was ik leraar, dan zou ik de theorle der meetkundlge
plaatsen in de analytische meetkunde als volgt geven. ‘Met Eenny
duid ikde codrdinaten’ van het punt aan, waarvan de meet--
kundige plaats gevraagd wordt. Die meetkundlge plaats wordt
“door. een zekere eigenschap gedeflmeerd Alle in die. eigen-
schap voorkomende - grootheden druk ik uit in de parameters
& en 5. Door sybstitutie van die waarden in de genoemde eigen-
'schap vind ik een betrekking tussen de parameters & en g en die
- betrekking is een noodzakelijke en voldoende voorwaarde, opdat
het punt (&, #) tot de beschouwde meétkun;dige plaats behoort.
Zo vinden we direct de vérgelijki”ng van de meetkundige plaats.
Wat is het vérschil tussen deze methode en die van onzen ijverigen
- .candidaat? Laatstgénoemde drukt eerst alles, voor zover nodig, uit
in-de parameters. p en ¢ en daarna smijt hij, hoogst ondankbaar, .
zijn helpers de deur uit. Ik heb hun hulp niet nodig; ik doe het
met de parameters £ en g af, maar die mogen en moeten zelfs in
de apothese optreden. Het '.kan gebeuren, dat een van die twee op
het  laatste nippertje stilletjes wegsluipt (hetgeen dan in de regel
‘consternatie bijden leerling veroorzaakt), maar dan kan de andere
in het slottableau niet worden gemist. : A
Nu de praktijk. Vooreerst behandel ik het hierboven geformu-
leerde vraagstuk, dat in 1941 bij de gymnasia is opgegeven.
. Is (&, ) een punt § van OQ, dan is de -abscis van Q (en dus ook -

die van P)- geljjk aan %—, tenminste als 5=~ 0 is. De ordinaat van
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P is dan — —. Het punt § behogrt dan en “alleen dé_n tot de -ge-
7 .

vraagde meetkundige plaats, indien
het aldus gevonden punt P met de
punten A en S op één rechte lijn ligt. ~
Deze eigenschap luidt in formule:

)...8kE+ (a + kn— ak} = 0.

. Deze *vergelijking geeft "dus de”
meetkundige plaats aan \iar'i de snij-
‘punten (&, n) met n == 0.

Bepalen wij "nu verder “de tot -

* “de’ gezoéhte meetkundlge plaats _
behorende punteri met =0 Is Fig. 5.

& %) ‘een op OQ liggend, ‘doch -
niét met de oorsprong samenvallend punt miet n=.0, dan is & =0
en dan valt OQ langs - de x-as; het punt Q ligt in het onemdlge als .
- k==0isen Q is onbepaald als k =0is. Is k=0, dan behoort S
" dan en alleen dan tot de gevraagde meetkundige plaats, indien de
door A evenwijdig aan de rechte x4y = 0 getrokken lijn door S
‘ gaat; d.w.z. dan en alleen dan, als g=a is; deze relatie is wegens
§¢0 n =0 en k=0 equlvalent met (1). -

‘Is daarentegen k = 0, dan kan men het onbepaalde punt P steeds _
zo kiezen, dat A, S en P op een rechte lijn liggen, zodat het punt
S dan -automatisch tot de meetkundige plaats behoort; men merke
op, dat in dit geval formule (1) geldt wegens = k= - 0.’

Ten slotte moeten wij onze aandacht aan de’ oorsprong wijden. '
Zoals we hierboven-gezien hebben, bevat de gezochte meetkundigé
plaats de gehele y-as, in het bijzonder de-oorsprong en de coordi-
naten van de oorsprong voldoen aan formu]e (1).

Q

Aldus komen we tot het volgende besluit:

Formule (1) is de vergelzjkmg van de meetkandtge plaats van
het snijpunt (¢, n) van OQ en AP. ' :

. Hieruit volgt:

De bedoelde meetkundzge plaats bevat vooreerst-de y-as Verder
bestaat ze uit de- rechte '

@) o k§+(a+k)n—ak_0

behalve als k en a beide nul zijn. In het geval, dat ken a beide nul
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zijn, behoort elk punt van het platte viak tot de gevraagde meet-

kundige plaats.

Hiermede is dit vraagstuk afgehandeld op een kleinigheid na. Men
kan de vraag stellen: welk bezwaar is.er nu tegen, om de.gevallen,
waarin het bepalend lidwoord iets onbepaalds aanduidt, buiten
beschouwing te laten? Men zou zo zeggen: het antwoord wordt dan
veel eenvoudiger. Immers hierboven hebben we gezien, dat het geval
& = 0 dan niet beschouwd behoeft te wordén, zodat de:gezochte
. meetkundige’ plaats dan uitsluitend uit de rechte (2) bestaat. Ja,
op één punt na, namelijk op het snijpunt met de y-as na. Bij die
zienswijze lopen we voortdurend gevaar als meetkundige plaats een
. rechte of kromme lijn te vmden, waarvan een of meer punten niet
- mogen worden gebruikt. Dat is onaangenaam, omdat we die pun-
“ ten dan ook moeten aangeven en daarom verdient deze zxensque
" geen aanbeveling:

- Nu het derde vraagstuk, verleden jaar bij de’ gymnasmle ‘examens
voor trigonometrie en analytische meetkunde opgegeven Dit pro- ..

bleem luldt als volgt ‘ S 3
Gégeven zijn de parabolen y? — 2px en y>= — 2px. Men neem_f _
" een willekeurig punt P op de parabool y* = —2px en bepaalt de

de raakkoorde .AB van P ten opzichte van de parabool y* = 2px.
Gevraagd de meetkundige plaats van het zwaartepunt van A ABO
(O is de qorsprong), als P de parabool y? .= — 2px doorloopt:

Met & en-y duid ik de coérdinaten van het zwaartepqnt‘van

- ‘A ABO aan. -Het’ 'midden M van de koorde AB heeft dan tot coor-

dinaten %g en —2— De door M gaande horizontale rechte snijdt de

parabool y? — 2px in een punt, waarvan de ordmaat gelijk is aan

3-217 - De raaklijn, in dat punt aan-de parabool aangebracht, heeft

derhalve tot richtingscogfficient 325—1’; De koorde AB, die evenwijdig

aan deze raaklijn loopt, bezit dezelfde richtingscoéfficient, zodat de
vergelijking van deze koorde AB luidt:

2_p 317 __pés.

Natuurlijk hadden we deze vergelqkmg ook kunnen vinden, -door- -
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een onbepaalde richtingscoéfficient in te voeren en die zo te kiezen,

' dat het midden van de koorde een ordinaat — 3122 bezit.

Fig. 6.

De codrdinaten a-en g van: de pool van deze koorde worden dus

bepaald door de betrekkmgen ' C |
£_____P en}ﬁcz.'_iﬂ._li&

B 3 B 20

derhalve : :

3. 9n?®
ﬂ‘—‘—z"‘z'en o = 42 _—E

" Nu eerst komt de parabool y2 =— 2px op de proppen.” Het punt
(&, ) |behoort dan en alleen dan tot de gezochte meetkundige plaats '
als (a,’B) op deze paraboot ligt. Dit geeft g2 :——-2pa Substltuhe :

“van de-voor « en g gevonden waarden levert

. i = */opé&.
Deze parabool is dus de meetkundtge plaats van het zwaartepunt
(& m) van A ABO.

Ten slotte nog een waarschuwmg Bij sommige problemen is de.

methode, waarbij veranderll]ke parameters geélimineerd worden

toch te verkiezen en het zou gemakkelijk vallen zodanfge opgaven .

aan de candidaten bij het gymnasiale examen voor te leggen.

Was ik wiskunde-leraar, dan zou ik eerst de methode behande-
len, waaraan dit artikel gewijd-is. Daarna pas zou ik de ellmma’ue-
methode bespreken en daarbij zou.ik de aandacht van mijn leer~
lingen op enkele dingen vestigen. Vooreerst zou ik er hen op wijzen,

~dat-ze grbot gevaar lopen onderweg hele stukken-te: verliezen,-als- -~

~
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ze er zich geen rekenschap van geven, dat bepaalde. uitdrukkingeri

nul kunnen zijn. Ik zou hen waarschuwen, dat ze het noodlot over

zich afroepen, indien ze werken met noemers, ‘die zich de weelde

kunnen veroorloven af en toe de waarde nul aan te nemen. Ten slotte

zou ik hun .niet-vévr"helen_, dat ze alleen bewezen hebben, dat de ge-
zochte meetkundige plaats deel uitmaakt van de door hen gevonden
kromme T=0, maar de angstvalligen onder hen zou ik, gerust-

stellen met de mededeling, dat van hen niet mieer verlangd wordt. Dat

omgekeerd elk punt van die kromme tot -de meetkundige plaats
behoort, behoeven zij niet aan te tonen, ook niet als ze het ongeluk
" zouden hebben bij hun eindexamen als gecommitteerde den GYo-
ningsen hoogleraar voor analyse te krijgen. '

‘Bovenstaande beschouwingen schreef- ik v66f de aanvang van
" mijn examentournee in 1941. Nu de eindexamens der gymnasia afge-

lopen zijn, wil ik'aan'mijn betoog nog enkele opmerkingen toevoegen

en wel naar aanleiding van de volgende opgave:

Gegeven twee niet-samenvallende punten A en B.'Gevlraagd wordt
de meetkundige plaats van de toppen C der driehoeken CAB met de
" eigenschap, dat B tweemaal zo groot is als £ A.

Ik geef de voorkeur aan de volgende redeneri}lg. Indien de hoeken
A en B in de coordinaten & en 5 van het punt C uitgedrukt zijn,
levert de noodzakelijke eft voldoende voorwaarde dat B =2A"is,
de vergelijking van de gevraagde meetkundige plaats

Voordat ik het resultaat neerschrqf wil ik eerst nog cnkele op-'

merkingen maken.

Men kan de hoeken A en B parameters noemen;- die hulporoot—
heden komen wel in de redenering, maar niet in fiet antwoord voor
en zijn dus geélimineerd. Welnu, zo kan men zeggen, we hebben
hier dus toch de methode van de eliminatie van parameters toege-

- past. Ik ga niet strijden om een woord. ‘Mijn bezwadr gaat tegen
de algemene eliminatiemethode, die uit het volgende bestaat: voer
een of meer veranderlijke parameters in; schrijf van enkele rechfe of
kromme lijnen de vergelijkingen op (waarin die parameters mogen
optreden); leid daaruit een vol_doéngi -aantal betrekki‘ngen'af, waarin
die parameters en de codrdinaten € en # voorkemen en -elimineer ten

slotte de parameters:- Als alles goed loopt ‘(niemand weet, wat dat’
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‘betekent), dan vindt men_op_die rrllaniéf de vergelijking van de ge-

vraagde meetkundige plaats. Zoals gezegd, tegen toepassing van

dergelijke vage beschouwingen is mijn bezwaar gericht. Ik verbied
natuuilijk niét het gebruik van veranderlijke grootheden, die niet in

-het eindantwoord voorkomen. Trouwens, hoe zou ik die kunnen ver-
bieden, als ze, zoals. in bovenstaand vraagstuk «in de formulermg van -
de opgave zelve optreden'>

Nu een tweede, belangn]ker kwestie: wat is de vergelqkmg van
de gevraagde meetkundlge plaats? Ik~ kies het assenstelse] zo; dat -
de oorsprong met A samenvalt en dat het punt B op de posxtleve x—as
ligt; ik duid de afstand AB met ¢ aan.

Voert men tg A en tg B als parameters m dan knjgt men

n—(c—f) th, - n=2¢&1tg A.
: o _ 2 tg A .
en o g B tg2A
Door ehmmatne der parameters qugt men . .
' n=0en 3&—i —-205— S

Welke waarborg heeft men nu, dat de gevraagde meetkundlge plaats -

uit de y-as en de genoemde hyperbool bestaat? Mijn antwoord is:
niet de minste waarborg Nog sterker: als meri mij vraagt, welke de
bedoelde meetkundlge plaats is, dan antwoord ik: ik weet het niet
‘en ik kan het ook niet weten, omdat de opgave dubbelzmmg is. In
de formulering van het vraagstuk wordt gesproken over driehoeken,
“‘Worden - daarbq alleen drichoeken met posmeve hoeken beschouwd
‘of worden ook driehoeken toegelaten waarin een of meer hoeken
gelijk aan nul zijn? Of mogen we misschien. zelfs met negatieve. hoe-
ken en met hoéken > 180° werken? Zolang hieromtrent geen
afspraak gemaakt is, is de opgave dubbelzinnig en behoeft het ons
ook niet.te verwonderen, dat de gevraagde meetkundlge plaats niet
vastgelegd is. : S S
Laat.ik eerst-het geval behandelen, dat-- alleen driehoeken ‘met
posmeve ‘hoeken toegelaten worden. In dat geval ligt de top C van '

A CAB zeker niet op de x-as. Ik zoek eerst de meetkundlge plaats

der boven de x-as. gelegen toppen. A en B, twee in een driehoek
voorkomende hoeken, zijn volgens onze afspraak posmef met een
som kleiner dan’ 180°. Men heeft

1

N

- tg A—.-Z— en tg B —_,—Z—E

(deze laatste betrekking betékent voor 5 =¢, dat B = 90° is).

i
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Maar nu oppassen: de betrekking B = 2A is niet equivalenf_ met
) ' tg B = tg 2A. ) 3)

Immers de laatste betrekkmg geldt ook, indien B —2A—— 180° is

.en -dat is. best mogelijk bij twee hoeken ~A en B van een driehoek.. . .

Formule (3) is wel een noodzakelijke, maar geen voldoeride voor-
waarde, opdat B .= 2A zij. Er moet nog iets bij. Indien een driehoek
een hoek B = 2A bevat, dan is A < 90°, en omgekeerd, zijn A en B
_twee hoeken van een driechoek met A < 90°, dan is het geval

B = 2A — 180° buitengesloten. De voorwaarde B =—2A is dus

equivalént met het stel -
' ‘ C2tgA
1 —tg2A’

“hier hebben we nu de noodzakelijke en v-ol.doende voorwaarde.

tg B= A< 90°;

Substitutie van de hierboven voor tg A en tg B gevonden antwoor--

den, Jevert voor de meetkundnge plaats der boven-de x-as gelegen
punten C de betrekkmgen

: 32— 2 —208=0; . £>0;
deze meetkundlge plaats bestaat dus uit het in het eerste kwadrant

gelegen deel van ge,noemde hyperbool. Door spiegeling ten opzichte.

van de x-as vindt men de :meetkundige plaats der beneden de- x-as
gelegen toppen C. N

Aldus komen we' tot het besluit: de meetkundlge plaats der punten
C bestaat -uit de rechtertak van de hyperbool

38 —yr—2c& =0,
uiﬁgezondefd de op'de x-as .gel.ege‘n top (%c’ 0).

Conclusie: de algemene eliminatiemethode is veel te'r()yaal’. Ze

geeft niet alleen de x-as cadeaw, maar ook nog de linkertak van de

hyperbool. Dit parasitische deel correspondeert met de driehoeken,
waarin 2A— B = 180° is, maar over die- driehoeken wordt in de
opgave ‘niet gerept. _ ‘ : -

Het zal wel in niemands bol opkomen, d1e linkertak nog te willen

~ redden, maar over de top <%, 0) en de overige punten van de x—as

valt te praten. ‘ Y,
Indien we niet alleen driehoeken met positieve hoeken beschou-
_. wen,.maar ook drichoeken toelaten, waarbij een.of twee. lioeken nul
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zijn, dan behoren alle op de x-as tussen A en B. gelegen punten C
. -tot de gevraagde meetkundige plaats, want voor die punten C zijn
de basishoeken in A CAB gelijk aan nul. De op de x-as links van A
of rechts van B gelegen puntén C behoren dan echter niet tot de
meetkundige plaats, omdat voor die punten C in A CAB de ene basis-
hoek gelijk aan nul en de andere gelijk aan 180° is. En het antwoord
op de vraag, of de punten A en B voldoen, hangt af van de afspraak
. betreffende de grootte .van de hoeken van een driehoek, waarvan
twee hoekpunten samenvallen. Op die manier raken.we verstrikt in
. een warnet van afspraken, en de hele x-as ‘op die manier redden
kunnen we toch niet, hoogstens een stuk]e v

De zaak: ligt weer anders, -als we negatieve hoeken en hoeken
> 180° toelaten. Indien C op het verlengde van het lljnstuk BA llgt :
kunnen we afspreken dat in A CAB

A_180° B = 360°; C__.—360°

is; volgens<die afspraak zou ook het gedeelte van de-x-as links van
het punt A tot de gevraagde meetkundige plaats behoren. Maar het
~ heét gedeelte van de x-as rechts van.het punt B is zelfs op die manier |
niet te redden, want voor de op de x-as rechts van' B gelegen punten
C is A 2en veelvoud van 360° en is B een oneven veelvoud van 180°
- zodat B zeker niet 2A is. :
Het besluit is: hoe" mgew1kkeld ook ons afsprakensysteem de
hele x-as redden, dat gaat toch. niet. -
Om bovenstaande moeilijkheden te ontgaan, late de leraar alleen
driehoeken met positieve hoeken toe, ook al treedt dan ook het be-
oe : :
3
_tot de gevraagde meetkundlge plaats behoort.

zwaaf op, dat de top ( O) van de gevohdeh hy.perbooltak nief



TWEEDE VOORDRACHT.. -

NIET-ARCHIMEDISCHE MEETKUNDF
. - o DOOR

j C. H. GERRETSEN
Wat is wiskunde? Deze vraag kan memg beoefenaar van de, wis-

_kunde in verlegenheid brengen én in de loop der tijden zijn daarop
zeer uiteenlopende antwoorden gegeven.-Het.ligt niet in mijn bedoe-

ling hier de problemen te bespreken, welke op het wezen van de’

w1skunde betrekking hebben, maar een enkele _opmerking wil ik er

toch over maken. In de laatste tijd wint de opvattmg meer en meer’

veld, dat iedere deductieve wetenschap als onderdeel van de wis-

kunde beschouwd moet worden. De dea“uc_tiéve methode neemt als

uitgangspunt het factum van de wetenschap, dus-het geheel van
oordelen,. welke op historische gronden. of krachtens een zekere

traditie als tot d1e wetenschap behorend aangemerkt worden: Ten

behoeve van de grondlegging van die wetenschap — die we in_het
vervolg gemakshalve met W zullen aanduiden — wordt een klein

~ aantal uitdrukkingen apart genomen; als criterium geldt daarbij in
de regel, dat ze ‘ons zonder meer als volkomen duidelijk,voorkomen.,

Dit zijn de ongedefini¢erde begrippen, de grondbegrippen, zoals

b1]voorbeeld het punt en de rechte in de vlakke meetkunde. Alle -
" overige in W voorkomende begrippen, de afgeleide begrippen zijn

slechts dan toegelaten, wanneer ze gedefiniéerd zijn, d.w.z. wanneer
“hun betekenis behoorlijk verklaard is met behulp van de grondbe-

grippen en eventueel met enige reeds gedefiniéerde afgeleide be-

grippen.

In een analoge situatie verkéreh de in de betreffende wetenschap
W uitgesproken beweringen, de stellingen. Sommige van die stel-
lingen worden als volkomen evident beschouwd en worden zonder
nadere motivering als waar aanvaard. Het zijn de grondstellingen
of axioma’s, ook vaak postulaten genoemd. Alle overige beweringen
zullen slechts dan als ware beweringen of theorema’s aangemerkt
>mogen worden, wanneer ze bewezen zijn, wanneer dus hun waar-
heidskarakter langs logische weg uit de axioma’s blijkt, via reeds
" als waar erkende stellingen en,eventueel met gebruikmaking van de

P
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definities der afgeleide begnppen De ge]dlgheld van de stellmgen
wordt blijkbaar niet bepaald door de aanschouwelijke mhoud van de
axioma’s, maar slechts door het feit, dat ze logisch uit de axioma’s
- voortvloeien. Daaraan ontleent de wetenschap zijn objectiviteit.

Achter-éf blijkt dus de eis van evidentie -van de axioma’s voor de-

grondlegging van W van geen belang te.zijn; men behoort er echter
naar fe streven, dat de axioma’s niet met elkaar in strijd zijn, d. w.z.
het mag ‘niet voorkomen, dat een bewering en eveneens de ontken-.
nmg van die bewering in W gelden. - :

‘Nu kan er een eigenaardige moeilijkheid rijzen. We willen namelljk

eens veronderstellen, dat het bewijs van een bepaalde. bewéring over -

in de wetensc’ha:p W to\egela‘ten begrippen niet wil gelukken, waar-

- door het vermoeden rijst, dat de bewering onbewijsbaar is. Hoe.ver-~

krijgen we daaromtrent zekerheid? In een dergelijk geval tracht men

een antwoord te vinden met behulp van een’model van W. Zij &

een verzameling van dingen, welke betekenis hebben in een tweede
wetenschap V; we zullen veronderstellen, dat ook V een deductieve
wetenschap is. De verzamelmg © zal een model van W, of een
tnterpretatle van W in V genoemd worden, wanneer het mogeh]k is

voor de grondbegrippen van W de dingen van & te nemen en wel -
zodanig, dat de axioma’s van W tot geldige uitspraken worden..”

~in V. Het gevolg is dan, dat iedere in W bewijsbare bewering
ook in V geldt. Blijkt nu de te-onderzoeken bewering, in V geinter--

preteerd, onjuist te zijn, dan is daarmee aangetoond, dat die bewe-
ring in W onlbewusbaar is. . .

Ik zal deze algemene methodologische beschouwmgen toelichten
aan de hand-van de niet-Euklidische meetkunde. Zoals bekend; dankt
deze zijn ontstaan aan de pogingen, die men heeft ondernomen om
het beroemde 5e postulaat in Boek I van de ,Elementen” van

Euklides te bewijzen. Reeds Euklides liet het afwijkende.

karakter van dat axioma tegenover de overige postulaten uitkomen;
doordat hij de eerste 28 stellingén van Boek I bewees zonder. een
beroep te doen op het 5e postulaat. Vooral ook wegens het feit, dat
de aanschouwelijke eyidéntie in vergelijking tot de overige ‘doer
Euklides uitgesproken postulaten minder in het oog springt,
beschouwde men de opneming ervan onder de grondstellingen. als

een onvolkomenheid in het werk van Euklides. Daarbij. komt.

ook nog, dat het 5e postulaat in zijn formulering zeer sterk aan een
theorema doet herinneren. Ik wil daarbij nog even stilstaan.

-
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Een in de plammetrle van Euklides zeer belangn]ke -stelling
— die ovengens in de schoolwiskunde erg op de achtergrond is ge-
schoven als gevolg van de gewijzigde leergang — is de -16e stelling
van Boek I, die aldus luidt: Van een willekeurige driehoek is elke
buitenhoek groter dan ieder der niet aanliggende binnenhoeken.
Euklides bewijst deze stelling zonder gebruikmaking van het
5€¢ postulaat. Een direct gevolg van deze stelling is, dat in iedere
driehoek twee hoeken tezamen kleiner zijn dan twee rechte hoeken
(Euklides 1, 17).'~Het ligt voor de hand als omgekeerde hiervan te

k formuleren- Er bestaat steeds een driehoek\met een voorgeschreven
zijde en voorgeschreven aan deze zijde grenzende hoeken; mits die
hoeken tezamen kleiner zijn dan twee rechte hoeken. Deze be--
wering zou natuurlijk triviaal, zijn, wanneer alle rechten in het vlak
elkaar sm]den maar uit Euklides I, 16 volgt echter, dat er rechten

- bestaan, die geen.punt gemeen hebben, ‘bqvoorbeeld twee loodlijnen
op een zelfde rechte. De’ zoéven genoemde _omkermg van Euklides I,
17 is'in wezen het 5e postulaat. In de schoolmeetkunde vervangt .
men het in de regel door de daarmee volkomen .gelijkwaardige be-
wering, dat door een gegeven punt, dat niet tot een gegeven rechte

. behoort, niet meer dan één rechte gaat, welke met de eerstgenoemde
parallel is, dus niet snijdt. Als zodamg wordt het gewoonh]k het
parallelenaxioma genoemd.

Euklides is tot de overtulgmg gekomen dat de in het 5e
postulaat uitgesproken bewering onbewijsbaar is en dus als postu-
laat bij de overige gevoegd moet worden. We willen nu nagaan of

“de handelwijze van Euklides gerechtvaardigd is. We moeten
echter eerst even duidelijk a{fspreken, wat we onder bewijsbaar willen
verstaan. De zaak is namelijk, dat de door Euklides . uitdruk-
kelijk uitgesproken postulaten niet toereikend zijn om de eerste 28
stellingen te bewijzen. Bij zijn congruentiestellingen maakt hij
.bijvoorbeel‘d gebruik van het bewegingsbegrip, zonder daarvan in

.de postulaten rekenschap te geven. We kunnen evenwel de eerste
28 stellingen als axioma’s vooropstellen, zonder er ons aan te storen,’
dat in het aldus aangewezen axiomastelsel sterke afhankelijkheid
bestaat. We stellen nu de vraag — en dat is ook de historische pro-
bleemstelling — of het 5e postulaat uit de eerste 28 stellingen
gededﬁceer?d kan worden. Ter beantwoording van die vraag con-
strueren we een model. Onder W verstaan we het geheel van gevolg-
trekkingen uit de eerste 28 stellingen en-onder V de Euklidische
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planimetrie. 1k veronderstél daarbij, dat we reeds weten, .dat V -vrij
is vantegenspraken. Hoe we dat kunnen nagaan, zullen .we straks
zien. - - :

.-In het platte vlak denken we.ons aangenomen een rechte x en
noemen punt®* een punt van.een
vooraf aangewezen door x in het
vlak. bepaald half: vlak. Onder

\

B . - ., rechte* verstaan we een tot ‘het
C _ ~\\ - halve vlak behorende halve cirkel
- Y. met eindpunten op x, of wel een

O ~_tot het halVe vlak behorende halve
Fig 1. - : rechte met eindpunt op x en lood- .,
recht op x, (fig. 1). Verder wor-

“den de bewegmgen* gedefinieerd als bepaalde .transformaties,

welke het halve vlak in zich zelf overvoeren..

We kunnen die transformat:es op de-volgende wijze beschrqven '
Zij punt O een punt op de rechte x. Onder een beweging* verstaan
we een transformatie, die verkregen wordt. uit de volgende trans-

~ formaties, em‘dng vaak na elkaar toegepast

a. Verschmvmg van het vlak langs de rechte x., .
b. Spiegeling van het vlak in een réchte door O loodrecht op Xx.

- ¢. Homothetie met- centrum O, en positieve factor

d. Inversie met centrum O. .

Men kan nu. inderdaad ibequen ‘dat de eerste 28 stellmgen van
Boek I op de beschreven wijze in V geinterpreteerd, geldige bewe=-
ringén zijn. Het 5e postulaat geldt evenwel niet, want het is direct

,  Fig. 2.

in te zien, dat door een- gegeven punt*, ‘dat niet tot een gegeven °
rechte* behoort, meer dan-één rechte* mogelijk zijn, die met de
eerstgenoemde rechte* geen punt* gemeen hebben, (fig. 2).
Er zij'.n in de loop der tijden tal van voorstellen- gedaan. om het
5e postulaat te vervangen door een ander, dat meer. evident is. Men
< ’ 2
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heeft het bijvoorbeeld als een bezwaar gevoeld, dat het 5e postulaat

niet binnen een beperkt gebied van het platte vlak verifigerbaar is.
Dit bezwaar kan worden ondervangen door de opstelling van het
volgende postulaat: Wanneer van een vierhoek drie hoeken recht
zijn, dan is ook de vierde hoek recht.-Het is interessant, dat ..d_if
postulaat slechts voor een enkele vierhoek met drie rechte hoeken
vervuld behoeft te zijn en dan op grond van de eerste 28 stellingen

* van Boek I vanzelf voor alle vierhoeken met drie rechte hoeken geldt. -
Voor onze verdere beschouwmgen behoeven we van.dit resultaat -
geen gebruik te maken, maar we quen er op om te laten ultkomen,-

" dat aan de eis van verifigerbaarheid binnen een beperkt deel van

" . het platte vlak ten volle voldaan kan worden. Daar dit postulaat
- 'vooral in ‘de onderzoekingen van Lambert betreffende de
parallelentheorie een belangrijke plaats inneemt, zal ik het in het.

vervolg het postulaat van Lambert noemen. We denken ons
dit aan de eerste, 28 stellingen van Boek I toegevoegd.-

Er volgt gemakkelijk, dat de beide scherpe hoeken van een recht-

hoekige drzefzoek samen een rechte hoek vormen. Beschouwen we

~ -7 -

hoekig is, (fig. 3). Zij M het mid-

_punt van de loodlijn door M op

. M
. o AC; P ligt blijkbaar tussen A ‘en
A . L © |, .en C. We verlengen PM met

° T p _ MQ = PM. Dan is A MPA

O

v A MQB, (ZHZ), en dus
< PQ@B recht, terwijl bovendien

_ © Z MBQ = £ CAB. Daar volgeris
het postulaat van L amb e r t ook .2 CBQ recht is, hebben we daar-
mee het géstelde reeds aangetoond. Het is nu direct duidelijk, dat in
iedere driehoek.de hoeken tezamen gelijk zijn aan twee rechte hoeken.
Want volgens Euklides I, 17 zijn ten minste twee hoeken van een
willekeurig gegeven driehoek ABC scherp, laat dit de hoeken bij
A en bij B zijn, zodat we. de driehoek door de hoogtelijn uit het
derde hoekpunt, hier dus C, in twee rechthoekige kunnen verdelen
en dan de vorige stelling toepassen. We zien daarmee, dat ten aan-
zien van deze stelling het postulaat van Lambert. hetzelfde

~ Fig. 3.

presteert als het 5e postulaat. Het postulaat van Lam bert is’

met behulp van het 5e postulaat bewijsbaar en-er is reden om ‘te

daartoe A ABC, welke bij C recht- -

Q1B  den van de zijde AB en P het voet- '
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vermoeden, dat de beide postulaten gelijkwaardig zijn, d.w.z. dat
ook het 5e postulaat uit het postulaat van Lambert volgt. We

zullen dit vermoeden aan een nader .onderzoek onderwerpen. Daar- . *

toe nbewuzen we eerst een hulpstelling. We gaan uit van een drie-
hoek ABC welke bij C.rechthoekig is en verlengen AB met
BB’ = AB en AC met CC’' = AC, (fig 4) De bewering luidt, dat
. ook L AC’'B’ recht is. Immers,
AB =.U’B, want BC is de middel-
loodlijn van AC’ en dus is ook

- OB = B’B. Daaruit volgt;

L CAB + 2 CB’A

, _ =L AC’'B+ £ B'C'B

Fig. 4. g - = LAC'B.

~ De hoeken van A AB'C’ vormen

tezamen twee rechte hoeken dus moet £ AC’B’ techt zijn.
Deze stelling gebruiken we voor het bewijs van de. volgende
stelling, welke door een der voorlopers van de- niet-Euklidische -
meetkunde, pater G. Saccheri als Stelling XI in zijn beroemde

-werk ,,Euclides ab omni naevo vindicatus” is uitgesproken. Laat -

PP’ en QQ’ twee halve rechten zijn aan dezelfde kant van de rechte’
PQ, (fig. 5). Als nu =~ P'PQ scherp en 2 Q’QP recht is, dan heb-
ben de halve rechten PP’ en QQ eeri snijpunt.

. Ten einde deze bewering waar te maken denken we ons op de
halve rechte PP’ het punt A; willekeurig aangenomen. De projectie

-

" Fig. 5.1)

van A, op PQ zij Bo. Blijkbaar liggen By en Q aan dezelfde kant

van P. Wanneer we RA, verlengen met A,A; = PA; en PB, met

1) " De lezer gelieve bij een punt op de loodlqn door @ op PQ de.
letter Q’ te plaatsen.
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BB, — PB,, dan is, zoals we reeds zagen, B, de projectie van A,
op PQ. Wanneer we verder PA; met A;A, — PA; en PB, met
BB, = PB, verlengen, dan is wederom Bj de -projectie van A, op
PQ. Hebben we op deze 'wijze reeds een punt A,_; op de halve
rechte PP’ en.een punt B,_, op de halve rechte PQ gevonden,
waarbij dan B,_; de projectie is van A,_; op PQ, dan zal, als we
PA,,_l met A,_1A, = PA,_ . en PB,_; met B, B, =PB,_, verlen-
. gen, B, de projectie zijn van An op PQ. Bovendien is PB, = 2"PB,.

‘We bepalen nu het natuurlijke getal n zo, dat n.. PB, > PQ. Daar - »

2» 2 n, zal dan Q tussen P en B, moeten liggen. De rechten
B,A, en QQ’ zijn beide loodrecht op PQ en als gevolg daarvan kan
de rechte QQ’ geen punt van het segment 4,B, bévatten. Dan zal
de rechte QQ’, die bij Q de driehoek PB,A, binnentreedt deze drie-
hoek via een punt op de zijde PA, moeten verlaten en daarmee is
het gesteldé aangetoond.
Het is nu niet moeilijk meer het 5e postulaat te bewijzen. Laaf
. .AA’ en BB’ twee halve rechten zijn, die aan dezelfde kant van AB
A llggen terwijl de hoeken A’AB en B’BA te zamen Kleiner zijn-dan
" twee rechte hoeken. Eén van deze hoeken is dan stellig scherp, laat’
*de eerste dit zijn, (flg 6). De _projectie By van B op AAY ligt dus
op de halve rechte AA’ en we
. kunnen gerust aannemen, dat By
tussen A en A’ ligt.. De hoeken
A’AB en ABB; zijn samen gelijk
aan een- rechte hoek, -zodat
4 B’'BB; scherp moet zijn. Maar
-we hebben zoeven gezien, dat
-deze voorwaarde voldoende is 0m
_de aanwezigheid van een snijpunt
van B;A’ en BB’ te waarborgen.
Een nauwkeurige ana]yse van let betoog, waarmee de juistheid
van het 5e postulaat uit. het postulaat van Lambert ‘afgeleldv
wordt, brengt aan het licht, dat er iets niet in de haak is. We heb-
- ben namelijk ook nog op de volgénde bewering gesteund: Zijn AB
. en CD twee gegeven lijnsegmenten, dan is er steeds een natuurlijk
getal n met n. CD > AB. Op welke gronden rust deze bewering? In
Boek I van de ,,Elementen” komt de bewering niet voor en wordt
"daar ook nergens gebruikt, maar wel in Boek V als grondslag voor
de redentheorle Daar wordt namelijk als Definitie TV vermeld, dat

Fig. 6.
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van twee grootheden gezegd zal worden, dat ze een reden tot elkaar
hebben, als ze vermenigvuldigd elkaar kunnen overtreffen. Daarmee
is 'bedoeld dat bij ieder van de grootheden een natuurlijk getal is
te vinden, zodat het door dat getal bepaalde veelvoud van de bijbe-
horende grootheid groter is dan de andere grbotheid Euklid es
beschouwt deze definitie van teepassing op lljnsegmenten zonder
daarvoor een ‘bewijs te geven;.daarmee verkrijgt de definitie dus
- het karakter van een postulaat. De redentheorie wordt aan
Eudo X0s toegeschreven en men zou daarom het postulaat naar

Eud 0X0s behoren te noemen. Archimedes bedient zich in

zijn werk herhaaldehjk van het postulaat en in navolging van
0. Stolz') noemt men het postulaat meéstal naar Archimedes.

We kunnen dus zegggen, dat-het-5e postulaat uit het postulaat

van Lambert is af te leiden, zodra het axioma van Arch i-

medes gebfui‘kt mag worden. Men rekent evenwel het axioma,

. hog evident het ook mag zijn, niet tot.de elementaire axioma’s. Men
kan de vraag stellen of het axioma van Archimedes bij het
* probleem, dat ons bezig houdt, ontbeeid. kan worden. Deze vraag

zou veel van zijn betékenis ‘verliezen, wanneer het axioma bewijs- _ -

- baar zou zijn op grond van.de eerste 28 stellmgen van Boek I Het
is'aan"Hil'be rt2) gelukt aan te tonen, dat-het axioma: inderdaad
onbewusbaar is,” zelfs wanneer’ men ‘ook-het 5e -postulaat aan de
redenermcren ten grondslag legt Verder is voortbouwende op het
werk van Hilbert door Dehh?®) gevonden, dat het 5e postu-
laat niet uit het postulaat van' L ambert afgeleid kan worden,
zonder gebruikmaking van een aanvullend axioma. : o

Ik zal nu de methode schetsen, waarmee ‘men_deze' resultaten .

heeft kunnen -verkrijgen. We zullen modellen construeren ‘van de

niet-Archimedische meetkunde, ‘dus meetkunde; waarin ‘een”bewe-
riig geldt, dat met het axioma van Archimedes in tegenspraak
is. We beginnen met enige algebralsche voorbereidingen.

Laat © het kleinste systeem zijn van algebraische functies van
‘de variabele t, welke de volgende eigenischappen bezit:

1) 0. Stolz, Zur Geometrie der -Alten, insbesondere iiber ein

A'xiom‘ des Archimedes, Math.- Ann. 22 (1883), 504—519.

"D. Hilbert, Gruna'lagen ‘der Geometrie,'7. ‘Auflage (Leipzig-
Berlm 1930), § 12.

3 M.De hn Die Legendreschen Satze iber dte thkelsumme lm
Drezeck Math. Ann 53 (1900), 404—439

-
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1°: ¢ behoort tot 9;
2% wanneer u en v tot  behoren, dan behoort u —v, en, indien -
' v5=0, ook ufv tot ;
39: " wanneer u tot § behoort, dan behoort ook /1 + 1% tat @
De functies van 9, die we-gemakshalve grootheden zullen noe-
men, zijn lblijkbaar éénduidige en reéle functies van ¢t en vormen
een lichaam. Uit de eis 3° leiden we direct avf, dat-de wortel uit de
som der quadraten van twee grootheden wederom een grootheid is.

Immers, zijn'u en v grootheden, dan is VIR v = ] v [ V1 + (ufv)?

‘mits v =0, hetgeen we mogen onderstellen.- Zoals bekend bezit een

van nul verschillende algebraische functie slechts eindig vele nul-

. punten. Van deze omstandigheid heeft Hilbert gebruik gemaakt

om voor de-grootheden een' groter-relatie te definieren. Voor een
grootheid u geldt: of wel de waarden van u zijn steeds positief voor -
voldoend grote (reéle) waarden van 4, of wel u.=0 voor alle
waarden van ¢, of wel de waarden van u zqn steeds negatlef voor
alle voldoend grote waarden van ¢, en voor een gegeven grootheid
kan slechts één van deze mogelijkheden gerealiseerd zijn. We zeg-
gen, dat u in het eerste geval positief is, in het tweede geval heet
u geh]k aan nul, terwijl u in het derde geval negatief heet. Blijkbaar
is u negatief dan en slechts dan wanneer —u positief is. Zonder
moeite kan worden ingezien, ‘dat met u en v ook u ~+ v en uv positief

- zijn. Bij definitie heet u groter dan v (v kleiner dan u) dan en slechts

dan wanneer u — v positief is. We kunnen daarvoor de gewone.
notatie gebruiken. Men kan nu gemakkelijk bequen dat de be-
kende eigenschappen van de volgorde gelden; men zegt dat O een
geordend lichaam is. De ordening-van 9 is evenwel in een bepaald ~
opzicht bizonder merkwaardig; er komen nameh]k in  oneindig’
grote en oneindig kleine grootheden voor. Een grootheid u heet
oneindig groot, wanneer u groter is dan ieder natuurlijk getal; een
grootheid u heet oneindig klein, wanneer ieder natuurlijk veelvoud
van u kleiner dan 1 is. Blijkbaar is { oneindig-groot, want men.kan
aan f waarden geven, die een vooraf dangewezen natuurlijk getal
overtreffen; om dezelfde reden is ! oneindig klein.

‘Het lichaam $ kunnen we gebruiken om een model te construeren
voor de eerste 28 stellingen van Boek I van de ,,Elementen”. Onder

. éen punt verstaan we een groothedenpaar (x, y), waarbij we op
“de rangschikking moeten letten, d.w.z. de punten (x,y) en-(y,x)

zijn in het algemeen verschillend; x en y heten de codrdinaten van
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het punt. Alle punten vormen tezamen het platte vlak. Onder een
-rechte wordt verstaan de verzameling van alle punten, waarvan dé
de codrdinaten aan een lineaire vergelijking:

ax - by —=c -
voldoen; hierin stellen a, b en ¢ grootheden voor, terwijl we ver-
onderstellen, dat a en b niet gelijktijdig nul zijn. Over de-volgorde
van de punfen op een rechte kunnen we de bekende afspraken van
de analytische meetkunde maken. Onder een bewegmg verstaan we

elke transformatie van de vorm:

u . ° v
VETE VBT V2
u 14

«/32:4-112"i vaae T

waarin 4, v, xo en yo groothed'en zijn, terwul u2+i)2¢0; in de
tweede regel moeten we of wel de beide plustekens of wel de beide
mintekens nemen. -Door een"dergelijke transformatie wordt aan- een
* willekeurig punt (x, y) een punt (%, §) omkeerbaar éénduidig toege-
voegd. Segmenter, resp. hoeken, resp. driehoeken heten onderling
.congruent wanneer ze door een bewegmg in elkaar overgevoerd .
kunnen worden.

Op de uit de analytische meetkunde bekende wijze kunnen de
eerste 28 stellingen van Boek I op hun juistheid in het model geveri-
fiéerd worden. .Behalve de genoemde 28 stellingen’ geldt ook“het
parallelenaxioma in het model. Voor het bewijs daarvan nierken we
op, dat we de figuur van een rechte en een niet tot die rechte be- .
horend punt -door een beweging steeds kunnen -overvoeren in de
© figuur bestaande wuit het punt.O (0, 0) en de rechte met vergelijking

y=yo (%=0). De verge]qkmg van:een w111ekeur1ge rechte door O
luidt: -

R
-l

y+ 0

y

ax+by_0

en voor de abscis van het sm]punt van deze rechte met de zoeven
genoemde rechte moet gelden:

ax—l—byo_o

Alleen in het geval, dat a = 0 is hebben we te doen met een va]se\
_vergelijking, zodat de rechte met vergelijking y — 0 de emge rechte
door O is, die geen punt met de rechte met vergelijking y = y, ge- ’
meen heeft. Dit resultaat heeft principiéle betekenis. Immers nu .

¢

\

-
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. blijkt,-dat de Euklidische meetkunde vrij 1s-van tegenspraken. Want
zou in de Euklidische meetkunde een bewering bewijsbaar zijn en
tevens de ontkenning van die bewering, dan zou deze, in het model
geinterpreteerd, een bewering voor de functies van 9 opleveren, die .
tegelijk met zijn ontkenning zou gelden. De algebra leert evenwel,
dat in -geen tegenspraak kan voorkomen. In het model geldt even-
wel niet het axioma van Archimedes. Immers, uit het segment
" OE ‘met E het punt (1, 0) ontstaat het segment OA=n.0OE, _wan-
neer we n maal na elkaar de transformatie:

) ‘ f=x+1,
- T y=y

: 'toepasvsen ; uit E verkrijgen we dan het punt A (n, 0).Is P het even-.

eens op de rechte met vergelijking y .= 0 gelegen punt (£, 0), dan
is wegens 0 < n < ¢ het punt A steeds tussen O en P gelegen, welk
natuurlijk getal men voor n ook neemt. Daarmee is de zekerheid
verkregen, dat het axioma van Archimedes niet 'uit de eerste
28 stellingen van Boek I is af te leiden en ook niet als men daaraan
nog het 5e postulaat toevoegt. ‘
- Om .het resultaat van Dehn te vinden gaan we een meuw
model construeren. We zullen een groothedenpaar (x; y) dan en
slechts dan punt noemen, wanneer er twee passende natuurlqke
getallen m-en n te vinden zijn met :

xl<m |y|<"

.Een rechte is weer de verzameling van alle punten, waarvan de

- cobrdinaten aan een lineaire vergelijking voldoen, met coéfficiénten,

die grootheden zijn; er moet echter ondersteld worden, dat de ver- .
-zameling niet leeg is. De bewegingen definiéren we als zoéven,

evenwel met de beperking, dat de 'groothe,den Xo en yo absoluut

'genomen ook door geschikt gekozen natuurlijke getallen overtroffen

kunnen worden. Het is gemakkelijk te bewijzen, dat door een bewe-

ging aan een willekeurig punt-wederom een. punt toégevoegd wordt.

Want is |x|<m, |y] <n, [xo] < mo en |y|<mno, waarbij

m, n, me en ny natuurlijke getallen zijn dan is -

7] = [+ 1y [+ | < metn o+ m,
gL S1x Iy ol <mEndn,

wegens.
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In dit model-geldt het postulaat van L ambert. Teii einde deze

bewering aan te tonen merken we op, dat een vierhoek met-.drie
rechte hoeken door een: béﬁeging overgevoerd -kan worden in- een
- vierhoek met hoekpunt O (0, 0), waarvan verder een hoekpunt, dat
we A noemen, op de rechte y =0 ligt en de cobrdinaten (a, 0)
heeft eni een tweede’ hoekpunt dat we B-noemen, op .de rechte x —.0
ligt en de codrdinaten (0, ) heeft. Het vierde hoekpunt noemen
we C en we onderstellen, dat de. hoeken CAO en CBO recht 21]n
De- transformatle : .

. X = X°+ a -
y=y -

voert de rechte x =0 over in de rechte' x = g, en de transformatie:

CE=x
y—y+b

voert de rechte y.= 0 over in de rechte.y =b. Het punt C is het
snijpunt_van die rechten en heeft dus de coordmaten (a b). De
transformatle

verwisselt de punten O en C,/alsrriéde de punten A.en B. Daaruit
volgt, dat £ ACB —. .2 BOA, dus recht is, q.e.d. ’

In het model geldt echter het 5e postulaat niet. Beschouwen we
namelijk de rechte met .vergelijking y = 1. Door de oorsprong

denken we ons een rechte met vergelijking' y = at—'x, waarbij a -

een van nul verschillende rat10naa1 getalis. Daar de coordmaten van
'O aan de vergelijking voldoen hebberi we dus te doen met “een
rechte in het model. Het enige groothedenpaar, dat aan beide ver-

gelijkingen voldoet, is liet paar (a—'¢, 1); hierdoor wordt evenwel

geen punt voorgesteld, want | a1t | is oneindig gr-éot, zodat we tot

de conclusie komen, dat de rechten geen punt gemeen hebben. Het
' gevonden resultaat kunnen we aldus onder Woor-deﬂ}brengen: Er
bestaat- een niet-Archimedische meetkunde, waarin het postulaat van
Lambert wel, maar het 5e postulaat niet geldt. Door Dehn
is een dergelijke meetkunde semi-Euklidische meetkunde genoemd.
We zlen hieruit,dat het postulaat van Lambert alleen, natuurlijk
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gevoegd bij de eerste 28 stellingen van Boek I, niet het 5e postulaat
kan vervangen. . . : ' .

Ik . wil met een opmerking besluiten. De semi-Euklidische
_meetkunde stemt met de meetkunde van Bolyai-Lobat-
. schewskij hierin overeen, dat door een’ niet op een gegeven

rechte gegeven punt oneindig veel rechten mogelijk zijn, dié¢ de .

gegeven reclité niet snijdén. Maar er is een onderscheid. In de laatst-

génoemde meetkunde zijn er twee grensparallelen die de snijdende
rechten van de niet-snijdende rechten schelden Dat betekent, dat
door het punt twee rechten gaan, die met de gegeven rechte geen
punt gemeen hebben en die twee paar overstaande hoeken vormen
zodanig, dat de rechten door het punt binnen het ene paar over-
- staande hoeken de gegeven rechte wel en- de rechten binnen het
andere paar overstaa-ﬁde hoeken de gegeven' rechte niet snijden.

Deze bizonderheid treedt in de semi-Euklidische meetkunde niet op.

Men kan namelijk bewijzen, dat uit het bestaan van de beide grens-

parallelen door een punt aan een gegeven rechte volgt, dat de vierde

hoek van een vierhoek met drie rechte hoeken noodzakelijk scherp
is,. terwijl juist in de semi-Euklidische meetkunde die vierde hoek,
zoals we zagen, eveneens recht is. - ’



DERDE VOORDRACHT. : : -

OVER DE STELLING VAN PAPPUS

DOOR .

G. SCHAAKE. .-

In het volgende zal, met behulp van een meetkundige afbeelding,
het antwoord gezocht worden op een vraag, waartoe de figuur, die
- 'bij de stelling van P-appus. beschouwd wordt, aanleiding .geeft.
- Het zal blijker, dat de toepassing’ van de genoemde meetkundige
afbeelding het opsporen van het genoemde antwoord in hooge mate
vereenvoudlgt doordat deze afbeeldmg hierbij den weg wijst. '

Met de” stelling van Pappus bedoelen wq hier de volgende
stellmg der projectieve meetkunde.

Wanneer | en I' twee elkdar snijdende rechten zijn, de punten
A, Been C opl en de punten A’,- B’ en C’ op I liggen, terwijl de. zes
punten A, B, C, A, B’ en C’ twee aan twee van elkaar verschillen,
liggen de sm]punien van BC’ en B'C, van CA’ en C’A en van AB’
en A’B op één rechte lijn. ‘

Deze stelling is van groote beteekems geibleken bij het onderzoek
van de grondslagen der meetkunde. Ze is equivalent met de com-
" mutativiteit van de vermemgvuldlgmg in het getallenlichaam, waar-
.aan de coordinaten ontleend worden.® - : :

De vraag, die we in het begin van dit opstel bedoelden, komt nu
op, als men de stelling van Pappus op de beide zelfde -punten-
drietallen toepast, maar daarbij de punten van één -of van beide
drletallen in. een andere volgorde neen’1t Noemen we de rechte,
waarvan het bestaan in de bovengenoemde stelling beweerd wordt,
ABC
de rechte van Pappus A'B’C'

Clég’i' )', waarop de snijpunten van AA’ en CB’,
van-CC’ en BA’ en van BB’ en AC’ gelegen zijn. Dezelfde rechte
ABC

B'C’A’;
van het eerste drletal in alphabetische volgorde voorkomen

), dan is er bijv. ook een rechte

‘van Pappus

wordt aangeduld door het symbool ( ), waarin de punten
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“Om de voorste]lmgen van alle rechten van P»a ppus te verkrlj-‘

gen die bij de aangeduide permutaties ontstaan, behoeven we in
ABC
A'BC’
te permuteeren; we komen zoodoende tot zes rechten.

het sym'bool ( ) dus slechts de punten van het tweede drleta]

\

. Nu stellen we ons de vraag, of er onder deze zes rechten ook

op een of andere manier drie te vinden zijn, die door één punt ‘gaan.
Over deze vraag heeft Julius P Lii ¢ ke r geschreven (,,Analytisch-
geométrische Entwickelungen’’, 11 'pag. 18 ff. Essen 1831). Bij zijn
beschouwingen maakt hij gebruikt van de analytische meetkunde van
het platte vlak; hij past daarbij de door hem voor let eerst gebruikte

hjncoordmaten toe. Ook beantwoordt hij de gestelde vraag met be-

hulp vap de stelling van Desargue s.

In het vervolg zullen we nu aantoonen ‘dat de figuur van de stel- -

lmg van Pappus zeer, geschlkt bestudeerd kan worden met

lbehulp van de stralenmeetkunde der pro;ectleve dnedxmensxonale,

ruxmte -
'Hierin woidt eén rechte l bepaald door zes homogene coordmaten
van Pliicker. Deze verkrljgen we op de volgende wijze. We
’denken ons twee verschillende op I gelegen punten Y en Z. Een
pro]ectlef coordlnatenstelsel zij gegeven door de vier fundamentaal-

punten dat zijn de hoekpunten varn het coordmatenwervlak en “door-

het eenheidspunt. Ten opzwhte van dit coordmatenste]sel mogen
Y1 Ve, Yz.en Yy homogene coordmaten van het punt Y en zy, 25, 23 en
24 homogene coordmaten van het punt Z zijn. We stellen:

P —J’zz& Y23 Pa1 = V321 ViZsy P12 = VaRa — y221
P1a= Y124 — Y4215 P =’y224 — VaZss Dia = Ys2a — VaZs
"Deze zes determmanten van de tweede orde die gevormd kun-
nen worden uit de- matrix: !
' l(hh%h)
21222525

zijn niet alle nul, daar de punten Y. en Z verschzllende punten van -

[ ziji. Ze zijn door I op een gemeenschappelnken van nul-verschil-
lenden factor na-bepaald m.a.w. slechts de verhoudmg dezer getallen
is door de rechte / vastgelegd. :

Worden immers de coérdinaten van Y met hetzelfde van nul ver-
_ schillende getal 3, en de codrdinaten van Z.met hetzelfde van nul
verschillende getal 2, vermenigvuldigd, waardoor de beide punten
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Y en Z niet veranderen, zoodat ook ! hetzelfde blijft, dan worden
de zes aangegeven getallen py alle met hetzelfde van nul verschil-
lende getal, namelijk met 4,4, vermenigvildigd. En vervange"n we
Y en Z door de twee, verschillende punten Y’(yy, ys, ys’, y4) en .
- Z’(’z‘{ zo, z3’ z¢') van I, dan geldt:

™ b y'i, = z'lyi + 222’6 (l = 17 2, 37 4)

. 2/ = 1Y+ pe2;
met '

21’)‘2 # 0
My-fhg -
en dus )
p'-;;‘=- Yiyvel| - ' My, + Az My + Az _
N A MYt peZs ,ulJ’k_“*f o2y
Ayds| |y, Vi Ay 2g ) -
: Dir-
My Mo 2, 2 Balha

Tusschen de zes gr'oothedeﬁ ‘pw bestaat een geheele rationale
homogene quadratlsche betrekkmg Ontw1kkelen we.. namelijk, de
determmant ‘

Y1 Y2 Vs Vs
21222324

| Y1Y2¥s Ys
21222324

die =0 is, naar de eerste twee rijen, dan vinden we:

P12 Pss + P31 D2t P1aPes + P p14-+ Poa Pa1 + Daa P12 = 0.
of: - ) S L B X .
P2 P1a+ P31 Pos + P12 Paa =0 - (1)

.De zes op een van nul verschxllenden gemeenschappelijken factor
‘na bepaalde getallen pos, pa1, pia, p14, P24 €1 Py, die niet alle nul zijn,
_heeten homogene lijncodrdinaten van ! of coordmaten van
P liicker dezer rechte.

Zes getallen pas, psi, pra, Pus, P2s €N P34, die niet alle nul zun en
aan de betrekking (1) voldoen, vormen omgekeerd een stel ‘homo-
~-gene codrdinaten van één en, slechts één rechte I.

Onderstellen we, om onze gedachten te 1bepalen bijv. dat van
deze getallen het getal Pes van nul verschilt.
~ Dat er niet meer»dan één rechte I kan zijn, die de zes genoemde

-~
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getallen tot homogene codrdinaten heeft, blijkt als volgt. Op een
dergelijke rechte moeten twee verschillende punten Y (1, 2, s, y4) '
en Z (zy, 22, 2, z4) gelegen zijn, zoodamg dat geldt

P = Ya2Za — YaZa, Par = Y321 — y1za» Pie = Vi%2 — V2% .
Pra= Y120 — VaZ1, Pos = Vo2 — VaZas Pas = VaZs — VaZs-

Een dergelijke rechte kan niet in het vlak x, = O of in het vlak.
x3 == 0 gelegen zijn, daar dan resp. y, en 2, of ys en 23 nul -zouderg
zijn, waaruit p.; — 0 volgen zou. Onder de punfen Ay + pzy,
Ay + uzs, Aps + uzs, Ays-+ uzs) van I vindenwe het snijpunt met
het vlak x, — O en het snijpunt met het vlak x; = O resp. door
A=2;, u=—ysendoor A= z3 pu=— y; te nemen. Deze punten
zijn dan resp. de punten: ' -

(Y122 — yb‘221 = D12, 0, Y52, —}’22'3‘ =Py VaZs — Vo284 = — Do)
en

© (V12— Va1 = 7 P31 YoZs — Va%p = P, 0, yaz3 — J’3z4 = p34)
en vallen bljgevolg wegens Dea = 0 niet samen. Hieruit zien we, dat
_ hoogstens één rechte | de zes gegeven getallen pa fot homogene
codrdinaten hebben kan.

Dat er zeker één rechte [ is, die de Zes. gegeven getallen p,k fot
- homogene cotrdinaten heeft, blijkt, als we die coordinaten berekenen:
voor deverbindingslijn van' de twee verschillende punten (piz, O
— D23, — P24) €N (— Pa1y Pes, 0, — p34) We vinden dan resp.:

Pas’s Pss Psir Pss P1ss — P12 Psa — P P24, Pos Paas PosPaas .
of, daar de zes gegeven getallen aan de betrekking (1). voldoen,

Pss®s Pas Ps1s Pas Piss Poa Pras Poa Paay Pag Pas-
Daar ondersteld is, dat p.; van nul verschilt, vinden we inderdaad,
dat de zes getallen

»

P23s P31y Pizs Pias P2ar DPas
een stel homogene codrdinaten voor de genoemde verbmdmgsrechte‘
vormen. :
" Wanneer een rechte I de zes getallen py, — y;z — .yx2¢ en een:
rechte ! de zes getallen p’y = y'i2"s — y%2’s tot homogene codr--
dinaten heeft, zullen de verschillende rechten ! en I” elkaar dan en
slechts dan snijden, als de vier punten (y,), (z,), (y.) en (/)
-in één vlak liggen, dus als: - :
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Vi V2 Ve Vs
Zy 2o Z3-Z4
y' ye ys ys
. . zl' 22’ 23' 24'
" is. Doorvden determinant in het linkerlid dezer vergelijki_ng naar de

eerste twee rijen te ontwikkelen vinden we, dat voor deze voorwaarde
geschreven kan worden: o

P12 Psd’ + Pa1 Pos’ + Pra Pos’ +pzsp14 + Doy Dsy’ +p34p12 —0 (2)

De verzameling der rechten I, die aan een vergelijking voldoen o

welke lineair en homogeen is in de coordmaten pix van I, heet een
lmealr complex. De vergehjkmg van een Tlineair. complex is dus van
de gedaante

a3 Py + g4 P31 + A3 Plz + Qg3 P14 + 0311724 + e Py = 0 3),

waarin de coéfficiénten ay constanten zijn. '

Wanneer de coéfficiénten a;; resp. de 11]ncoordmaten pa van een
rechte !’ zijn, zijn de rechten, die aan de vergelijking (3) voldoen ,
en degene, die I snijden. In dit geval noemt men het stelsel der
rechten, die- aan de vergelijking (3) voldoen, een speciaal lineair.
complex met richtlijn . Uit de afgeleide 'beteg:kenis van de verge- .
lijking (1) volgt, dat de'rechten, die aande vergelijking (3) vol- -
doen, dan en slechts dan een speciaal lineair complex vormen, als:
_ N 023014—5—031024—}—(112034—0 . )
18. , - o . T K

De rechten van het door de‘ vergelijking (3) voorgestelde lineaire
complex, die door een gegeven punt-Y (y1, ya, Vs, ys) der ruimte
gaan, zijn diegene, weike Y verbinderi met™de van Y verschillende
punten X (x1, X2, X3, x4), die voldoen aan: ’

g (VoXs = V5Xa) + Aaq (VsXy — ViXs) + G0 (¥1Xz —PeXs) -
+ ay (J’1x4 }’43‘1)“““ as; (y2x4 ""J’4x2) + a3 (J’ax4 VaX3) =0~
of aan: - : ’ )

(— @34 Y2 + A V3 — A3 V4) X1 + (Qsa Y1 — Q1 Vs — G51Y4) X,
F (—auyr+ any. — a1594) X3 + (amy: + a5 Y2 + A13Y3) X4 = 0
Wanneer de coéfficiénten dezer vergelijking niet alle nul zijn, stelt
de vergelijking een door Y gaand vlak voor. Het punt Y kan dan en
slechts dan zoo gekozen worden, dat de coéfficiénten alle verdwq-
nen, als de determinant '
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0 — Q34 Qog ~ — Qa3
Agq 0 — Q14 — Q31 0
— Q24 Qs - 0 — Q12

% as; a2 0

is, dat is dus als: f

. ‘
Q34" A15° + G35 Gy A1 Q31 + Qg3 A3y A1q Ay + 3g Arg Q12 A3
: : 2 _
-t Q34 53 Qo4 Ay + (A9s gy + A3 A14)% =0
is, of als:

(G314 + 31 Qgq + 01203)° =0 -

. is, dat is, als het Jineaire complex, dat door de vergelijking (3)
voorgesteld wordt, speciaal is. Inderdaad vormen dan de punten der
rechten, die door een punt Y van de richtlijn gaan, de geheele
ruimte; voor een niet ‘op de richtlijn gelegen punt Y vormen ze een
plat vlak. Daarentegen vormen, zooals nu gebleken is, voor ieder
punt Y der ruimte de punten der rechten van een niet specnaal lineair
complex, die door Y gaan, een plat vlak. .
~ We beschouwen nu een niet speciaal lineair complex I én “een
rechte [, die niet tot I" behoort. De door een punt P van [ gaande
rechten van [I'~vormen een [ niet ‘bevattenden stralenwaaier; zij m
het vlak van dezen waaier. Evenzoo behoort bij een van P ver-

* schillend punt Q van [ een [ niet bevattend vlak . De beide vlakken

~ 7 en . snijden elkaar volgens een rechte m, die I kruist. Tot den
waaier der rechten van I, die door een punt M van'm gaan, behoo-
ren de rechten MP en MQ; het vlak dat de door M gaande rechten
van I bevat, is dus het vlak ML Hieruit volgt, dat de m snijdende
rechten-van I’ die rechten zijn, die behalve m ook I snijden. Het

. lineaire complex: I' bevat dus het stelsel der rechten, die [ en m
snijden; de vlakken der waaiers van I, die hun- toppen op [ hebben,
gaan door m en de vlakken der waaiers van I% die hun toppen op m
hebben, zijn de door [ gaande vlakken. De rechte m heet t.o.v. I’
aan [ toegevoegd; blijkbaar is nu ook de rechte [ t.o.v. I' aan m
toegevoegd, zoodat we zeggen kunnen, dat / en m t.o.v. I aan elkaar
t-oegevoegd zijn. Evenals I behoort.m niet tot I'; immers gaan de
vlakken der waaiers van I'" met toppen op m door de m kruisende

- rechte [, zoodat geen dezer waaiers m kan bevatten. De rechten van
I, die in een willekeurig vlak door m gelegen zijn en bijgevolg m -
en dus ook I siiijden, vormen een waaier met top op./; evenzoo vor-

2
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men de rechten van I", die in een w11lekeur1g vlak door [ liggen,
een waaier met top op. . . - ‘

" Gemakkelijk zien we nu. ook in, dat de rechten van I, die in een

willekeurig - vlak « liggen, een waaier vormen. Behoorden immers
alle rechten van o tot I',; dan zou een rechte van I", die door een
niet in o gelegen punt P gaat, « in een punt S snijden, dat niet
slechts de top zou zijn van een waaier, maar van éen schoof van tot
"I behoorende rechten, zoodat I' dan ‘een speciaal lineair complex
- zijn zou. Er ligt dus zeker een rechte lin «, die niet tot I' behoort;
volgens het zooeven gevondene, vormen de in o gelégen’ ‘rechten van
I’ nu een waaier, waarvan het snijpunt van « met de aani tov. I'
toegevoegde rechte m de top is. . -

We keeren nu terug tot de figuur, die bij de stelling van Pappus
behoort, en we beginnen met deze stelling te bewijzen door van de
uiteengezefte evigvenschappen der stralenmeetkunde gebruik te maken.

Hiertoe denken we ons een punt O, dat niet in het vlak (I, ¥) = 2
gelegen is. (We.herinneren er aan, dat de beide elkaar snijdende
dragers der. upu.nteridrietallen (A, B, C) en (A, B, C’) resp. len I
genoemd werden). We nemen nu in het vlak Ol een rechte m en in
het vlak Ol een rechte m’ aan, zoodanig, dat m en n?, elkaar kruisen.
De rechten I'en I zijn dus resp. de centrale projecties van m en m’
vanuit het centrum O op het tafereel 2. De punten A, B en C'van !
zijn de centrale projecties van de punten P, Q en R van m en de pun- .
ten A’, B’ en C’ van V' zijn.de centrale projecties van de punten
P!, Q en R’ vaii nr".

Een lineair complex [, dat voorgesfreld wordt 'ddor-»de vergelij- |
king (3), gaat dan en slechts dan door de vijf rechten m, m’, PP,
QQ’ en RR’, als de coéfficiénten dezer vergelijking voldoen aan de”
vijf betrekkingen, die men verkrijgt door voor de onbepaalden py
achtereenvolgens de lijncoordinaten der genoemde vijf rechten te
substitueeren. Men komt’ zpo tot vijf lineaire homogene vergelijkin-
gen in de coéfficiénten ay. Deze.vergeh]kmgen zijn onderling onaf-
hankelijk..Immers wordt bijv. aan de tweede, derde, vierde en vijfde,
maar niet aan de eerste vergelijking voldaan door het speciale
lineaire complex, dat de rechte m’ tot richtlijn heeft. Ook wordt aan’

de eerste, tweede, vierde en, vijide vergehjkmg, maar niet aan de ..

derde vergeh]kmg voldaan door het speciale lineaire complex, dat
de rechte QR’ tot richtlijn heeft. Zoo is er bij iedere der aangegeven

3
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vijf vergelijkingen een lineair complex aan te geven, dat niet aan
deze vergelijking, maar wel aan de andere vier voldoet.

Deze vijf onderling onafhankelijke homogene lineaire vergelijkin-
gen ‘met zes onbekenden hebben één lineair onafhankeh]ke oplos-
sing, d.w.z. er is een oplossmg )

- “Qix = 104, B .
die van de nuloplossmg verschilt, terwijl alle oplossingen door dé '
formules :

Qi = May

~ gegeven wbrden, waarin A een,van i en k onafhahkelijke willekeu-

rige constante voorstelt. Elk der van de nuloplossing verschillende
oplossingen dezer vijf vergelijkingen geeft hetzelfde lineaire com-
plex I'. Er is dus één en slechts één lineair complex, dat de vijf
rechten m, m’, PP, QQ’ en RR’ bevat.

Dit lineaire complex is niet speciaal. Immers zijn er twee en slechts
twee lineaire complexen, die de rechten m, m’, QQ’ en RR’ bevat-
ten, namelijk die, welke de-rechten QR’ en Q'R tot richtlijnen heb-

ben, en deze beide rechten kruisen PP’. Ook is er één en slechts één’ - -

speciaal lineair complex, dat PP’ QQ’ en RR’ bevat, namelijk

. dat, hetwelk m’ tot richtlijn heeft, terwijl deze rich_tlij-n~de rechte m

niet shijdt..
- Er is dus één en slechts één. lineair complex I', dat de vijf rechten
m, m’, PP’ QQ’ en RR’ bevat; dit complex is niet speciaal.

Geen der zes rechten QR’, Q'R, PR/, P'R, PQ’ en P’Q behoort
tot I". Immers vormen bijv. de tot I" behoorende rechten, die van Q
uitgaan, den waaier, die QQ’ en m bevat en deze bevat QR’ niet;

"~ anders zou namelijk de rechte m’ twee verschillende punten Q' en R’

met het vlak van~den waaier gemeen hebben en dus met m in dit
vlak liggen, terwijl m en m’ elkaar kiuisen.

De aan QR’ t.ov. I' toegevoegde rechte is de sm]]un van de
vlakken der beide waaiers van I", die Q en R’ tot toppen hebben,
dat zijn de vlakken QQ'R en Q'RR’, de aan QR’ t.o.v. I' toege-
voegde rechte is dus Q’R. Evenzoo blijkt, dat aan PR’ de rechte P'R
en aan PQ’ de rechte P’Q t.o.v. I' toegevoegd is. We herinneren er

‘nu aan, dat alle transversalen van twee niet tot I" behoorende, aan

elkaar toegevoegde rechten, tot I" behooren. De door O gaande
tr-;mwersaal van QR’ en Q'R, de ‘O bevattende transversaal van PR’
en P'R en de uit O getrokken transversaal van PQ’ en P’Q behooren
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dus tot één waaier, namelijk den waaier van I', die O tot top heeft.
De snijpunten dezer drie transversalen met het vlak II' — A liggen
bijgevolg op één rechte. De eerstgenoemde transversaal snijdt het
vlak 4 in het snijpunt der centrale projecties.(uit O op ) van QR’ en
Q'R, dat is in het snijpunt van BC’ en B’C; de tweede transversaal

treft A in het snijpunt van AC’en A’C en de laatstgenoemde trans-
versaal heeft met 4 het snijpunit van AB’ en A’B gemeen. De snijpun-

ten van BC’.en B’C, van AC’ en A’C en van AB’ én A’B liggen dus
op één rechte. Hiermede is de in het begin genoemde stelling. van
P appus bewezen. :

Met behulp van beschouwmgen uit de’ stralenmeetkunde hebben

we zoo de rechte :,g,%, verkregen. Op analoge wijze kunnen we
, ABC\ N o :
- de rechte p'crar] vVoor den dag brengen. Hiertoe denken we ons .

het niet speciale lineaire complex I';, dat de rechten PQ, QR’ RP,
m en m’ bevaf; het vlak van den waaier van rechten van Iy, die O

tot ’(op,‘heeft snijdt A volgens de rechte BAg,[C\, Verder geeft het
lineaire comp]ex I's, dat PR’ QP’ RQ, men m’ bevat, op dezelfde
wijze de rechte CA.}\SE’ .

De vlakken der- waaiers van I, dle twee verschillende punten Y

en Z van m tot toppen hebben, verschillen van elkaar Immers bevat -

ieder vlak slechts één ‘stralenwaaier van I".
Wanneer de punten Y en Z resp. de punten (i, ya, Vs, y4) en
(21, 22, 23, 24) zijn, dan zqn de vergeh]kmgen dezer vlakken resp.:

v Zazk (J’;xk - VX ) =0
en

, Z‘alk (2, x,c —2;x;) = 0.
Het vlak van den waaier van r, “die het punt P
, A1+ pzy, Ay + pzy, Ayst pizs, }*.V4 + MZ4)
van'm tot top heeft, wordt gegeven door de vergelijking: -
of Zay {(Ay; + pz;) X — (Ay + /uzk)xi} =0
0 , . .
Aay, (X —yiX, ) + /"Eazk (2%, — zkx ) = 0.

-

Op deze wijze verkrijgen we een eén—eenverwantscha-p tusschen -

de punten P van m en de vlakken  door m, die projectief is, d.w.z.
zoodanig is, dat de dubbelverhouding van vier.punten P van m gelijk



36

istaan de dubbelverhouding der vier bijbehoorende vlakken -door m'
Wantieer het bij het punt P van m behoorende vlak = de rechte m’
inthétipunt P/ snijdt, is PP’ de van P uitgaande rechte van I', die
m’ fréftriWe zien dus, dat we door aan het punt P, waarin een m
ensmsnijdende rechte van- I" de rechte m snijdt, steeds het punt P’
toetervoegenywaarin dezelfde rechte van I' de rechte m” snijdt, een
&n<génverwantschap verkrijgen tusschen de puntﬂeinreeksen op m en
m’, diegprojéctief is, omdat de bij de punten P;, Ps, Ps, P,-van m
behoorende punten Py/, Py, Py, P,/ uit m’ gesneden worden door de
vier viakken sy, m,, g, 74, die bij Pl, Py, P3, P4 behooren en de
dubbelverhouding: ¢, 7,, 75, 7,) zooals we zooeven vonden, gelijk
, 1s . Aan, dg}dl}bbelverhoudmg (P, Pg, Ps, Py). Hieruit volgt, dat de
rechten van F die'm en m’ sm] jden, een regelschaar van den tweeden
graad,vormen) coieiH

‘C‘Ig g?( zo\cx)geylonden v}erwantschap tusschen de puntenreeksen op
m en m’ zqn aan de; punten P, Q en R van m resp. de punten P, Q
en R’ van m’ toegevoegd Het bij een willekeurig punt M van m

behoorende tpurit M' v3n m -wordt door de gelijkheid
ﬂ_u)n qu . tr /J(M P, Q R) = (M' P, Q, R')
bepaald
Evenzoo wordt het punt M/, dat aan M toegevoegd wordt door de
érit eenverwantschapltusschen ‘de- puntenreeksen op m en m’, die op
‘ana]oge‘que door "Ty* bepaald ‘wordt, gevonden uit de gelijkheid:
. (M'P Q R) _"(M’ Q,R,P). -

De rechte MM' is bqgevolg daln en, slechts dan een gemeenschap-

pelqke rechte van I en I‘l, als voldaan is aan de gelijkheid:
(MI PI QI RI . (M’ Q’ Rl PI)

Wanneer nu (M’ P% Q', R?)" == Atis, dan ‘geldt voor elke llggmg
van M’ op m/ - Tromprer LT Ly i

PRV BN SRR 1
(M’ Q’ P’ RY) = 1=(M,P,Q,R) 1—

De rechte MM’ lis~dus dan,en: sle_chts dan ‘een.gemeenschappelijke
rechte van I' en Iy, als voldaan is aan:

" . R -

N SR LR TR

Q

M, Q, R, P’).

TRt GRABEINE o iud-TDS G nujiv sy st
,

of-aan:= “izoeiov o oah o wone, e Ll ry s GRY
Aiilop wowy S et iy ens gigloy ._110 fsariuh ub ish 2
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Deze vergelijking levert ons twee toegevoegd imaginaire punten
My en My op m’ en daarmede. ook twee toegevoegd imaginaire .
punten M; en M, op m (bepaald doot (M;, P, Q, R) = (My, P/,
Q, R’) =2ien (Mg, P, Q,R) = (MY, P/, Q,R’) = 25, als 4, en 4,
de toegevoegd imaginaire wortels dezer vierkantsvergelijking zijn);
z66danig, dat de toegevoegd imaginaire rechten .M;M,’ en M2M2
zoowel tot I, a]s tot- Iy behooren.

De punten M’ waarvoor geldt:

(M, Q, R, P) = (M, R, P' Q’)
_zijn nu, wat evenzoo b]l]kt de punten M, dne voldoen aan:
(W, QR P =1 of 4z,
dus weer de punten My’ -en Mz’ Immers is: A -
(MY, @, R, P) = (Ml,_P' U, R) = 4 |

- .

en
(M, Q’ R' P’) = (Mz, P Q’ R’) = k.

Daar tevens - - 4 '
(M,, P,. Q, R) = X en (Mg, P Q, R) = 12

geldt behooren de rechten M.M,’ en. M2M2 ook tegelqk tot I'; en -
Iz Deze rechten zijn dus gemeen aan I', I en I .
Hieruit volgt, dat de beide toegevoegd imaginaire, elkaar kruisénde
rechten MMy’ en MoMy~t.ov. I', I'y en I'; aan Plkaar toegevoegd
zxjn De door. O gaande ‘transversaal { van MMy’ en Ml’Mz behoort

dus tot I', I'y en I’y en ligt 'bljgevolg in de vlakken der waalers -

‘ van I', I'yen Iy, die O tot top hebben

Het snijpunt van f met- het vlak A= IlI' ligt op de drie "

. snijlijnen der. genoemde . vlakken met 2, dat zijn. de rechten

A, B, C A_ B, C en A, B, C ‘
Al_’_ B!’ Cl 'y ) { C/ , C' /

De drie rechten ( Br C’)’ (B’,’ C'.-'.A"') n (C' ' > gaan
bljgevolg ‘door één punt . . - |
ABC,\(ABCY
ac,B\C, B4

) door één punt gaan, dlt bll]kt nameh]k als we de pun-

Hlerult volgt onmlddelluk dat ook de rechz‘en(
én ‘A,B,C
B/A Cl
ten C’ en B’ resp. B’ en C’ noemen, “en de namen der andere punten
onveranderd laten. - - :



38

- Dit punt is het snijpunt van A met de door O gaande transversaal

- der beide rechten, die m, m’ en de twee m en m’ treffende gerri‘een: .

schappelijke beschrijvenden van Iy, I'y en I'y snijden, als Iy, I,
en I de lineaire complexen zijn, die resp. bepaald zijn door. h1, m’,
PP, QR’ en RQ’, door m, nt,. PR’ QQ’ en RP’ en door m, m’,
PQ’, QP” en RR’.

Deze twee gemeenschappelijke beschrijvenden zijn 4 de beide rech-
ten, die m”en m’ resp. snijden in punten N en N’ waarvoor geldt:

(N P,QR) = (N' P, R, Q)

= (N, R, Q, P’) = (N’ Q’ P’ R").

Dit geeft, als (N’, P, Q’ R’) = w'is, de voorwaarde '

| 1w

\ _ C e /»‘—1

of - . » oL
. wW—p+1=0.

De punten N’ zqn “dus de zooeven. gevonden punten M,’ en My.
Om echter de nu gezochte gemeenschappelijke rechten van Ty, Iy
en [ te verqugen moeten we M,’ en M.’ resp. met Mz en M; ver-
_binden. Immers is:

I [ SRS
.(M2: P-) Q7 R) —‘/*‘2 1 _(er, P,, QI,RI)_(M].’ Pr R’. Q)'

en x
l 1 ’ ’
-(M/, P, Q, R)—/h— (‘NTz—p'—QR) (Mz»P R’ Q)
De rechten M;M,’ en M2M2 zijn dus to.v. I, I'y en I'5 aan

A'C'B
) gaan, is het snijpunt van 4, met de door O

elkaar toegevoegd en het punt, waardoor de revchte-'n'(
ABC\ [ ABC
C'BA’ B’A'C’
gaande transversaql van M;My’ en MoM,’.
Daar m en m’ de eenige transversalen zijn van M\My’/, MM/,
M;M," en MoMy, zien we, dat de twee punten van 1, waardoor tel-
. _{ ABC ABC ABC ABC \
kens drie der reqhten _(A’B’C'>’ ’ (B'C’A')’ (C'A’B’)’ (A 'C'B ,),
(ég,i,) en (§§%,) gaan, steeds van elkaar verschillen. Ook -
blijkt, dat deze punten twee dia_gbnaaﬂlpunten zijn van een volledigen

ABC ) i
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vierhoek (lﬁet imaginaire hoekpunteni, waarvan [ en I de twee
overstaande zijden zijn, die door geen der genoemde diagonaalpunten
gaan. Hieruit volgt, dat de beide punten, waardoor telkens twee der
' A_BC) ‘(ABC) (ABC) (,ABC) '(ABC)

drie rechten ( A Bj C BCA C'A'B’ ACB C'B'A’

en . (45%) gaan, door de rechten | en I’ harmonisch gescheiden

worden. , _ . A
Pliicker vat_het door hem gevondene in de volgende uit-
spraak samen: :

»Als twee rechte. Izjnen en op elke daarvan drze punfen gegeven
zijn, dan kunnen wij deze punten door negen rechten. verbinden.
Deze negen rechten snijden elkaar in achttien nieuwe punten Van
deze achttien punten liggen zesmaal drie op een rechte lijn. Van deze
zes rechte lijnen gaan er telkens drie door hetzelfde punt.?)

We hebben bovendien gevonden, dat de twee punten, waardoor
telkens drie der aangewezen zes rechten gaan door de twee gegeven
rechte lijnen harmonisch- geschelden worden.

+

) ,,}4nalyfisch-geom-etrische Eﬁt"wick{ungen” I pag. 20.



VIERDE VOORDRACHT.

MAC HINES ALS HULPMIDDELEN IN DE WISKUNDE
DOOR

F. ZERNIKE. -

Mechanische hulpmiddelen voor de wiskunde kan men in de

- volgende groote groepen indeelen: ‘

' A 1 rekentafels.

A 2 rekenmachines.

B 1 grafische ’hulpmid‘delen.‘:
B .2 machines.

Liever dan een overzicht te geven over het geheele u1tgestrekte
gebied, waarbij alles slechts ‘oppervlakkig besproken-zou kunnen
worden, wil ik enkele belangrijke gevallen uitzoeken om -daarop
_ uitvoeriger te kunnen ingaan. Na eenige opmerkingen over tafels
zal ik langer stilstaan bij de eigenlijke rekenmachines (vermenig-
vﬁldi:gmachi‘nes)- en daarvan in het bijzonder de Mercedes-Euklid
machine behandélen, .om daarna. van de groep B 2 alleen de inte-
gratoren, speciaal de machine van B ush voor het integreeren van
gewone differentiaalvergelijkingen, te bespreken.

- A voof geheele getallen

B. voor contmue veranderh]ken

1. Tafels. Verhleﬁigvuldigi.ngen en deelingen met groote ge-
tallen kunnen, vergeleken met de bewerking ,,uit de hand”, belang-
rijk bekort worden door het gebruik van rekentafels, die niet anders
* zijn dan groote tafels van vermenigvuldiging. Zoo bevat de bekende
tafel van Crelle de millioen producten van alle getallen van drie
cijfers onderling, waarbij alleen de twee laatste cijfers voor de tien
’ produc‘ten op één regel gelijk zijn en dus niet herhaald worden. Om
hiermee bijv. een product te berekenen van twee getallen van 6
cijffers (wat in veel gevallen een voldoende nauwkeurigheid geeft)
verdeelt men beide in groegen van 3 en ontleent de 4 gedeeltelijke
producten aan de tafel, die daarvoor slechts op 2 plaatsen opge-
slagen behoeft te worden.” Het verschil met een logarithmentafel is

.. ten eerste, dat geen terugzoeken noodng is, ten tweede, dat de nauw-

. keurigheid onbeperkt is.

Hoe belangrijk dit eenvoudige hulpmiddel kan zijn, blijkt wel uit
het werk van de Fransche astronoom Andoyer, die alleen met
behulp van »Crelle” in enkele jaren zijn- nieuwe fundamenteele
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goniometrische tafels in 14 decimalen met opklimming van- 107

berekend heeft.. - : .
. Over loganthmentafels zij alleen vermeld dat ze niet slechts in

4 en 5 decimalen bestaan, maar ook in 6, 7, 8 en 10. Een tafel in

20 decimalen, tot 100000, die de laatste 'tijd is. ultgegeven behoort
niet meer tot de rekenhu]pmlddelen om daarin te mterpoleeren is
een vrij lange berekening met een flinke rekenmachine noodig.
Terwijl de 4 dec.tafel de log. van alle getallen van 3 cijfers geeft
(tot 1000 gaat) en €én blad beslaat, gaat de 6 dec.tafel tot 100000

en beslaat 180 bladzqden. ‘Voor 7 en nog meer voor 8 dec. zou men .

eigenlijk tot één millioen moeten gaan; maar een plan daarvoor is
op de groote kosten afgestuit. Men gaat nu hoogstens tot 200000,
360 bladzijden, en geeft de goniometrische log. dienoyereénkomstig
voor elke seconde. o ‘

2. Rieken'machines. 1) Men o,nderséheigit telmachines en reken-
mdchines, de eerste eigenlijk alleen voor optellen en aftrekken inge-

“Fig. 1. Modeme vol- automahsche rekenmachme De wagen

‘met hoofdtelwerk en quotiéntwérk zit boveraan, ‘het- instelwerk: -

wordt bedjiend door het rechterdeel.van het toetsenbord in het
lmkerdeel wordt de vermenigvuldiger ingesteld.
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richt (al zal de handelaar u precies voordoen hoe men daarop‘ ver-
menigvuldigen kan), de tweede voor vermenigvuldigen en meestal
ook deelen. We bespreken alleen de rekenmachines. Ze bestaan '
steeds.uit de volgende deelen-(zie fig. 1):

'A: “het instelwerk, uiterlijk kenbaar- aan de van boven naar be-
© néden verschuifbare knopjes, bij moderne:machines vervangen
doorverticale rijen toetsen 1. .%.. 9, waarmee het vermemg—
vu]dlgtal mgesteld wordt. Belangrijk is verder het controle-
venster, waarin de ingestelde -cijfers in één horizontale rij
verschijnen. D1t ontbreekt slechts b1] de eenvoudxgste uit-
voeringen. h
B. het hoofd'telwerk of producttelwerk dat een horizontale rij
~ van telwieltjes met de cijfers 0—9 bevat, één voor elk cijfef
- van het-product. Bij elke omwenteling van de aandrijvende
" as van de machine worden-deze wieltjes zooveel cijfers ver-
der‘gedraaid als het mstelwerk aangeeft, het ingestelde getal
dus bij dat in het hoofdte]werk opgeteld. .
C. het omwentelmgs -of quotzenttelwerk een gewoonlijk eenvou-
diger telwerk dat bij elke.omwenteling een verspringt.

Essentieel is ».verder, dat A mét het bijbehoorende aandrijvende
X mechaniSme ten opzichte'van B en C horizontaal verstelbaar is,
zoodat het ingestelde getal in allerlei decimale rangen bij het hoofd-
telwerk kan worden opgeteld, terwijl -dan ook in het quotienttelwerk
telkens het overeenkomstige. cijfer verspringt. Meestal zijn B en C
~ aangebracht in een wagen of slede, die verschuifbaar is in het vaste
deel, ‘dat A bevat. Alleen bij de Facit is dit andersom, wat zekere
voordeelen geeft. -

Hoe is nu het mechanisme van een dergelijke machine? Om dit
nader te kunnen bespreken, moeten we een bepaald voorbeeld kiezen.
Liever dan het oudste reeds van Leibniz afkomstige type, dat
vaak behandeld is, kies ik "daarvoor een moderne machine, die ik
hier kan demonsteeren, de Mercedes-Euklid. Fig. 2 geeft. zeer sche-
matisch de belangrijkste onderdeelen weer. '

. Het instelwerk A is het gedeelte boven de stippellijn, de wagen
met hoofdtelwerk B het deel daaronder. Draait men de boven de
machine uitstekende kruk K een .halve slzi‘g om, dan wordt .door -
een krukas en kruk_sfang binnen in de machine de hefboom H naar
rechts bewogen. Deze grijpt over tien pennen, die aan de met
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0 ....9 aangeduide tandstrooken zitten. De hefboom zal om dé

bovenste pen draaien, omdat de langere tandstrook O door de gren-
del met uitstekende knop G vastgehouden wordt. Blijkbaar zullen

T
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Fig. 2. Mechanisme van de Mercedes-Euklid machine (schematisch).

de andere tandstrooken zich nu naar rechts verplaatsen over afstan-
den; die zich verhouden als de bijgeschreven'cijfers. Het. instellen
van een getal geschiedt door het' verschuiven van tandwieltjes met
10 tanden langs de vierkante assen, die loodrecht boven de tand-
strooken liggen. In de f1guur zijn er 5 geteekend en is'het getal 73258
ingesteld. De tandstrook 7 bijv. zal zoodoende alle op 7 ingestelde
wieltjes met hun vierkante assen en de daaraan bevestigde tandwiel-
tjes S meenemen, waarbx] de afmetmgen z00 gekozen zijn, dat deze
7 tiende omwenteling maken. :

Het hoofdtelwerk B bevat een aantal assen in het verlengde van
de vierkante assen, die bovenaan eindigen in.tandwieltjes T, geheel
- gelijk aan S. In de ruststand zijn S en T.vrij van elkaar en kan de
wagen vrij verschoven:worden. Door een veer wordt hij steeds naar
links getrokken, terwijl een pal zorgt, dat hij alleen\kan bll]ven'
staan in de’ 'versch'illende standen waarin. de assen tegenover elkaar

- liggen. Begint men echter de kruk te draaien, dan gaat onmiddellijk

een metalen strook onder S en T omhoog, waaraan los draaibare
tandwieltjes zitten, die zoo breed zijn dat elk tegehjk in een wieltje
S en T grijpt. De telwerkassen worden dus meegenomen en de
daarop bevestigde cijferschijven over de .ingestelde bedragen ge-
draaid. Gedurende de tweede helft van de omwenteling van K is _
de koppeling tusschen S en T verbroken, zoodat de wieltjes S.dan
terugdraaien maar het telwerk niet meenemen. Een belangrijk voor-
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deel van dit aandrijfmechanisme}s, dat het telwerk losgelaten wordt
in het omkeerpunt van de beweging van H, dus op een oogenblik
dat het zelf een snelheid nul heeft. Daardoor is het uitgesloten dat.
het telwerk bij snel werken tengevolg% van zijn traagheid door-
schiet. Bij -andere systemen - moet men speciale inrichtingen aan-
brengen om het telwerk met een stoot vast te houden, terwijl het
ook met een stoot in beweging komt.

3. 'Tientallenfoverbrenging. In fig; 2 is de stand van het hoofd-
telwerk aangegeven als de kruk éénmaal rondgedraaid is. Draait =
men _nu een tweede slag om, dan zou -er volgens de gegeven be-
schrijving 46406 komen in plaats van 146516. -Er moet blukbaar
nog een inrichting gemaakt worden ‘waardoor bij het draaien van )
een cijferschijf van 9 naar O tevens de links gelegen schijf één verder
-,gegifaaid wordt. Deze ,tientallen-overbrenging” kan in beginsel op
verschillende manieren ingericht worden. Een eerste methode is de
bontinue: men koppelt de telwerkassen door tandwielen z66, dat elke .
volgende tienmaal langzamer door de rechts gelegene meegenomen
wordt, zooals dat in onze gasmeters het geval is. Het zal tegen-
" woordig wel algemeen bekend zijn, dat. de aflezing daardoor be-
moeilijkt wordt,-omdat de cijfers meestal in-tusschenstanden staan.
Men kan dit z66 formuleeren: een deel van de tientallen-overbren=-
ging moet .door de gebruiker, die het getal afleest, plaats vinden.
Het is verder constructief niet zoo eenvoudig- het zoo in te richten,
dat elke as ook onafhankelijk'van de rechts Agelegeneogedraai»d kan
worden. De toch-eigenlijk zeer mooie. ¢ontinue tientallen-overbren-
ging komt dan ook alleen voor bij twee slechts in weinige -exem-
plaren uitgevoerde machines, die door mathematici geconstiueerd
zijn (Tchebicheff, Selling). A

Een tweede methode noemt men de directe overbrenging: In haar
beste.- vorm wordt daarbij door het draaien van elke cijferschijf een
veer gespannen, die bi} de overgang 9 — 0 plotseling weer los--
springt .en een klap.geeft aan. de .volgende schijf, z66 snel dat het
niet hindert dat -die schijf zelf onderwijl in beweging is. Een voor-
deel van deze niet veel gebruikte methode is, dat de tientallen-over-
brengmg geheel bij- het telwerk ondergebracht is en dus met de
_ wagen mee verschuift. ' ‘ :

Dit is n.l. niet het geva] bij de derde ‘meest gebru1kte methode -
de u;z‘gestelde -tienfallen-overbrenging. Bll deze .»wordt .door elke
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overgang 9 — 0 alleen een overbrenging voorbereid. Bij de Merce-
des-Euklid bijv. schuift een huls op de telwerkas naar een nieuwe
stand (in fig. 2 niet-weergegeven). Gedurende de tweede helft van
de omwenteling wordt dan de voorbereide overbrengirg uitgevoerd.
Daarvoor dient de as O, die met de krukas gekoppeld is en die voor
elke plaats in het product twee nokken draagt. De eene, die het
eerst komt, duwt tusschen de telwerkassen een - bewegelijk stuk
omhoog, dat daarna onverrichterzake terugvalt. Is echter de huls
op de rechter as verschoven, dan wijkt daardoor het stuk naar links
uit, waardoor een daaraan uitstekende tand in een palwieltje van
de linker as grijpt en deze. een cijfer verder duwt. Dit is mogelijk
omdat de telwerkassen niet meer aan het instelwerk gekoppeld zijn.
De tweede nok drukt daarna de huls in zijn oude stand terug.

In-het bijzondere geval dat de linker schijf al op 9 staat, wordt
door de overbrenging een nieuwe voorbéreid.- Ook deze moet nog
uitgevoerd worden, daarom zijn de nokken spiraalsgewijze op de
as O geplaatst, zoodat de uitvoering trapsgewijze van rechts naar
links plaats vindt. Dit is-de noodzakelijke laatste -rest van ons- van

. rechts naar links werken bij de gewone optellmg De groote snel- "

heid der rekenmachines ligt dus daaraan, dat zij het grootste deel
van het werk op, alle decimale plaatsen fegelijk uitvoeren, alleen de
tientallen-overbrenging stap voor stap. Zoodoende is voor de laatste
toch nog evenveel tijd (halve omwentelmcr) ‘m')odig als voor het
eerste deel. ’

Over het vermenigvuldigen kan ik nu kort zijn. Bij iedere slag ,
van de kruk wordt het, ingestelde getal, het vermemgvuldlgtal bij
~ het hoofdtelwerk gevoegd. Wil ik dus met 673219 vermenigvuldigen,
dan zet ik de wagen geheel rechts en doe 6 slagen, druk dan met:
de linkerhand op een knop waardoor de wagen één verschuift en
draai 7 keer, ‘enz. Door de eerste bewerking is het meest linksche
‘w1e]t]e van het quotnenttelwerk op 6 gekomen, door de tweede het
voIgende op 7 enz., zoodat ik na afloop daar de vermemgvuldlger
-kan aflezen, in het hoofdtelwerk het product

- 4. Aftrekken en d?eelen. - Er zijn allerlei machines, die aftrekken
als men eenvoudig de kruk andersom draait. Daarvoor is bligkbaar
een afzonderlijk tientaloverbre'nging vereischt, die ook weer van
rechts naar links werkt. Het terugdraaien, bijv. ook ter correctie als
men bij het vermenigvuldigen een keer te veel gedraaid heeft, is een’
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voordeel dat evenwel vervalt als de machine electrisch gedraaid
wordt. Bij andere machiines draait de kruk steeds in dezelfde rich-
ting en moet alleen een knop verzet worden om af .te trekken. Bij\
de Mercedes-Euklid is_dit de grendel G. Zet men deze in de gestip-
pelde stand, dan wordt de bovenste tandstrook -vrijgelaten en de
“onderste vastgezet. Dan zal de hefboom H om de onderste pen
draaien en elke tandstrook zich verplaatsen over de aanvulling tot 9 .
van het bijgeschreven cijfer. Daar al het overige gelijk blijft, zal de
machine het arithmetisch complement van het ingestelde getal op-
tellen, mits nog voor twee dingen gezorgd wordt. Het laatste cijfer
moet 1 verhoogd worden, hiervoor dient een (niet geteekende) in-
- richting waardoor altijd een tientaloverbrenging op de laatste as
. plaats vindt. Ten tweede moeten we bedenken, dat als de machine
bijv. 8 cijfers in instelwerk en quotientwerk heeft, er 16 in het
productwerk moeten zijn. In de meest linksche stand van de wagen
zou het hoofdtelwerk dus links 8 plaatsen buiten -het instelwerk
uitsteken, terwijl toch op al deze plaatsen 9 moet worden opgeteld.
Hiervoor dienen assen met niet verstelbare tandwieitjes, die in de
verlengde nulstrook ‘grijpen. Eén daarvan is in de figuur aangegeven.
Trekt men dus met deze machme 1 af van 00 . . .- 0, dan is niet
zooals bij andere machines een doorgaande overbrengmg noodig,
maar worden alle cijferschijven tot 9 gedraaid, behalve de laatste
-tot 8, die bij de tweede halve-slag op 9 komt. Veel nioeilijker heeft
de machme het, als men 0 aftrekt, want dan krijgt. men eerst
99 .. .. 9, daarna van rechts naar links de .«doorgaande overbren-
" ging (demonstratle). k
Juist omdat de gewone rekenmachines het vermenigvuldigen
d-@or herhaald optellen uitvoeren, kunnen ze ook gemakkelijk
deelen. Daartoe zet men het deeltal in het hoofdtelwerk, de deeler -
in het instelwerk; zet de wagen geheel rechts en trekt-zoo vaak af
als het gaat. Het eerste cijfer van het quotient staat dan in het
quotienttelwerk. Vervolgens verschuift men de wagen één plaats,
trekt weer af, enz. Nu is het typeerend voor het machine-rekenwerk,
dat deze kortste methode gewoonlijk niet gevolgd wordt, en wel
omdat ze voortdurende oplettendheid eischt. Liever dan het hoofd-
telwerk aldoor in het oog te houden om dadelijk te kunnen ophouden,
zoodra het daardoor aangegeven getal kleiner dan de deeler is ge-
worden, laat men dit.door de machine zelf uitmaken. Daartoe moet
men nog eeri keer aftrekken, het hoofdtelwerk gaat dan door nul
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en dit wordt bij vele machines door een belsignaal aangegeven (dat
dus in de plaats komt van de tientaloverbrenging van de meést link-
sche as). Men draait dus eenvoudig door totdat de bel klinkt, draait
één terug, verzet de wagen, draait weer, enz. Zoodoendé heeft men
voor elk cijfer twee omwentelingen meer noodig, maar bereikt daar-
* door, dat het deelen veel meer automatlsch gaat (demonstratle met
relectnsche ,,Monroe”) .- :

In plaats van het belsignaal wordt bij de Mercedes-Euklid de kruk
gegrendeld. Zoodra men daarna op optellen omschakelt, versprmgt
ook de wagen en is de kruk weer vrij. Draait men . dan verder, dan
telt de machine dus op en’maakt zoo de -negatief.géworden rest weer
grooter, totdat opnieuw grendeling optreedt, zoodra deze positief
i, enz. Bij deze manier is gemiddeld per cijfer slechts één omwen-
- teling te veel noodig (demonstratie). :

5' Verdere mogelykheden De gewone rekenmachines kennen
dus niet de tafel van vermemgvuldlgmg, ze 'moeten dit vervangen
door domweg herhaalde opte]lmg Nu is reeds meer dan vijftig jaar
geledén door een Franschen uitvinder een machine geconstrueerd,
die deze tafel gebruxkt Het principe is vooral bekend geworden
door de Zwitsersche machine ,,Millionir”, die nog altijd in de handel
is. De werking kan sohemat1sch als volgt aangegeven worden. Het
-instelwerk is geheel als bij de .Mercedes-Euklid, behalve dat de
tandstrooken niet door een proportionaal-hefboom, maar door een
schablone bewogen worden en door veeren daarna teruggaan. Men

© . denke in fig. 2 de nulde tandstrook weg. Om nu bijv. met 7 te ver-

menigvuldigen, is er een trapvor'mig’uitgesneden plaat, waarvan de
treden achtereenvolgens hoogten hebben evenredig met

071421283542495663 *

terW1,1 hun breedte half zoo groot'is als de afstand van de tand-
strooken. Bij de eerste halve slag wordt deze plaat van links naar
~ rechts tegen'de linkeruiteinden van de tandstrooken gedrukt z66 dat
deze resp.0, 1, .. . . 6, dus de tientallen-cijfers van de tafel van
7 verschuiven, bij de tweede halve slag gaat.een en ander terug en’
heeft de tientallen-overbrenging plaats. Maar nu moet men nog: een
slag doen, daarbij verspringt de wagen eerst één naar links en gaat
de schablone één tree.opzij, zoodat de tandstrooken 7, 4,... . 3, de
eenheden-cijfers van de tafel van 7, verschuiven. Natuurlijk is een
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kruk aangebracht, die tweemaal langzamer draait, zoodat men maar
één slag behoeft te doen voor elk cijfer van de vermenigvuldiger.
Door een wijzer:op 1, 2, ... .9 te zetten, wordt de vereischte scha-
blone naar voren gedraaid. Opmerkelijk is, dat het ‘noedige ver-
springen van de wagen dus niet aan het eind van elke slag, maar
midden in elke bewerking plaats vindt. L .

Een dcrgelijke machine kan niet deelen, d.w.z. het beschreven
mechar{isme is daarvoor niet geschikt, wel kan men de wijzer op 1
zetten en herhaald aftrekken evenals bij de andere machines.

D'it'type geeft een belangrijke vereenvoudiging en tijdbesparing
bij het vermemgvuldlgen zoolang men-de machines met-de hand
draait. De laatste 25 jaar worden de andere soorten echter steeds
meer electrisch aangedreven, gewoonlijk met 6—7 omwentelingen
- per seconde. Voor'de zgn. half-automatische vermemgvuldlgmg
brengt men verder 9 toetsen aan, bij het neerdrukken waarvan de

motor ingeschakeld wordt en de machine zooveel slagen doet als .
‘het nummer van de toets aangeeft. Zulke machines vermemgvuldlgen '

even eenvoudig en snel als de Millionir, zelfs overtreffen ze deze
bij de nieuwste inrichting, waarbu de wagen automatisch versprmgt
na elk cqfer en men bovendien het.volgende cijfér kan aanslaan
zoodra de machme aan het werk is met het vorige. De vol-automa-
tische vermenigvuldiging (fig. .1), waarblj men de geheele . ver-
menigvuldiger eerst in de machine zet, voordat deze begint te
werken, beteekent tegenover de vorige eerder een iets kleinere snel-
heid. Het voordeel kan echter daarin liggen, dat het aanslaan van

de vermenigvuldiger te voren gecontroleerd en zoo noodig verbeterd

kan worden. Veel belangrijker zou het uit controle oogpunt zijn, als
men de rekenmachine van een druk-inrichting voorzag, zooals dat
tegenwoordig voor telmachines regel is. Eenvoudige inrichtingen
daarvoor, die vroeger geconstrueerd zijn, schijnen in de bureau-
practijk weinig ingang gevonden te hebben. Op grootscheepsche
wijze geschiedt het drukken van alle getallen bij de nieuwste boek-
houdmachines. Daarbij is bijv. een volledige schrijfmachine gekop-
peld aan een electrische rekenmachine. Schrijft men met de eerste
twee getallen naast elkaar in de daarvoor bestemde kolommen,.dan
begint daarna de rekenmachine te werken, en na eenige seconden

stelt deze automatisch de schrijfmachine in beweging, die in een .

derde kolom het product schrijft.
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Het belang van dergelijke inrichtingen zal duidelijk zijn. De moder-
ne niet drukkende rekenmachines werken z66 snei, dat de meeste- tijd-
heengaat met:het inbrengen van de gegevens en-het afschrijven van
het resultaat, vooral als'men beide nog wil controleeren. Op eigenaar-
dige wijze worden. ook deze bewerkingen gemechaniseerd en daar-
door zeer versneld bij het-Hollerith systeem. Het is hier niet de plaats
uitvoeriger ‘in- te. gaan op'het daarbij - gebruikte aggregaat van
machines, die in de eerste. plaats voor statistiek bedoeld zijn. Ik wil
dus.bekend veronderstellen; dat daarbij allerlei gegevens in ‘de vorm
van getallen op kaarten aangeteekend worden door daarin -gaatjes
.. te ponsen. Elk gaatje geeft.door zijn -ve'rfic}&]e“plaats de wadrde van

het ermee correspondeéren‘de cijfer aan. De-zoo ,;beschreven” kaar-

ten kunnen voor allerlei doeleinden telkens weer gebruikt worden.

Wat ons hier interesseert is 'de vermenigvuldig-machine (multi-
_plying punch). Loopen de.kaarten door deze -machine, dan tasten

electrische contactveeren op elke kaart twee’ getallen af: De plaats
" waar deze op de kaart staan kan w111ekeur1g ingesteld worden. De
machine rekent” vervolgens het product van deze twee - getallen uit,
en wel door middel van electrische. schakelrollen, die geheel analoog
zijn .aan de schablones van Mllllonar Het vormen van de resultee-.l
rende gedeeltelijke producten geschledt rechter niet in- twee étappes
na elkaar maar de tientallencijfers worden in één telwerk, de een-
hedencijfers in een tweede tegelijkertijd opgeteld. Na afwerking van
~ alle cijfers van de vermenigvuldiger worden beide resultaten samen-
geteld en vervolgens het product in een nog vrij gebleven deel van
de kaart geponst. Het is daarmee gereed om voor volgende bewer-
kingen gebruikt te worden. Voor twee factoren van 4 cijfers heeft
de machine per kaart 3,4 sec., voor twee van 81cijfers 5,0 sec. noodig.

Hier volgt tenslotte een globale” opgaat van de tijd noodig voor
het vermenigvuldigen van twee getallen van zes cx]fers mret mbegrlp
van instellen en afschrljven van.het résultaat: ’

it de hand =~ - 3,5min. . electrische rekenmachine 15‘\sec.
met Crelle -5, id. half-automatisch .9

met 6 declog L5 ,,° Hollerith 4,2
handrekenmachine 30 - sec. . '

6. Integratoren. Op allerlei manieren kan men machinaal een
_ integraal  uitrekenen. Men neemt bijv. als integrand een variabele
electrische stroom en stuurt die door een electriciteitsmeter. De aan-

- 4
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wijzing daarvan is dan ji dt."Algemeen komt het er slechts op aan,
een continu instelbare snelheid te hebben en de afgelegde weg af te
-lezen, Om een groote nauwkeurigheid te bereiken is een mechanische
methode het geschiktst. In het eenvoudigste geval gebruikt men een
meetwieltje met scherpe rand, dat met zijn as horizontaal op een
horizontaal vlak afrolt, of ook schuift, het laatste als het in_de rich-
ting van zijn as bewogen wordt. In het hier niet nader te bespreken
geval, dat'men alleén een bepaalde integraal wil vinden, kan men
verder met een zeer eenvoudige geleiding van het wieltje volstaan
(planimeters). :

Een continu veranderlijke snelheldsoverbrengmg tusschen- twee
assen qugen we (fig. 3) door bovenaan de eerste, verticale as A.

./}‘IQJX(_I\;/{“ /(‘ - \ A ~

Fig. 3. Integrator.

een groote ‘hdrizo‘ntal-‘e.'s‘chijf te bevestigen en ‘et meetwieltje B
dat op het bovenvlak daarvan rolt, langs zijn as C verstelbaar te
maken over een middellijn van de schijf, De verhouding van de
hoeksnelheden-van C en A zal dan y : b zijn. Noemen we de hoek
waarover de as A op de tijd f gedraaid is, x en die waarover C ge-
draaid is, z, dan is dus steeds

dx

dz _y  dx
dt b dt’
en dus R
) 1
‘b ydx. .

Natuurlijk is het -beschreven m,ech'ani-sme slechts d._aarom_ een
infegrator, omdat y gedurende het draaien willekeurig verstéld kan
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‘'worden, het wieltje schuift daarbij in radiale richting over de schijf:
Na eenige; in de figuur schematisch.aangegeven, completeeringen
Krijgt men de volledige integrator, zooals er in de machine van Bush
‘een aantal aanwezig zijn. Uit elke integrator komen drie horizontale
_assen, -de eerste, voor de integratie variabele, brengt de schijf in '
beweging, de tweede, voor de integrand, verschuift door een schroef
. het wieltje (of omgekeerd bij Bush de schijf met toebehooren onder
het vaststaande wieltje), de derde, uitgaande as, voor de integraal,
wordt-door tusschenkomst van een merkwaardige mechanische ver-
sterker door het meetwieltje gedreven. Het blijkt dat bij zor\gvuldige
uitvoering een dergelijke integratot een nauwkeurigheid van 1 : 5000
geeft. Het zal verder duidelijk zijn, dat men door achter elkaar
koppelen van n 1rntegrat0ren uit een gegeven né afgelelde van.y
~naast elkaar y =1 y', y verkrijgt.

7. Integreeren van differentiaalvergelijkingen. . Reeds in 1876
gaf Kelvin aan, dat men met een dergelijk samenstel van n inte-
gratoren automatisch een differentiaalvergelijking van-de nf orde
zal kunnen integreeren, n.l. door bovendien de verschillende-assen
zoo te koppelen, dat de geeischte Ibetr:ekkimg tusschen y™, . ..,y
voortdurend vervuld is.

Dit belangrijke punt wil ik door enkele voorbeelden verdu1de11]ken
Stel de vergelijking is

y(n) —a y
dan worden dus ten eerste n integraties uitgevoerd, verder. het. resul—
~# taat, y, in het kwadraat gebracht, — waarover straks nader — en

- ‘met a vermenigvuldigd. De zoo als draaiing van ‘een as verkrégen
grootheld wordt nu teruggevoerd naar de eerste integrator, zoodat
.dus een krmgloop -ontstaat. Blijkbaar kan ‘men nog willekeurige .
begmwaarde.n voor yim), y‘n-” - - . y-kiezen, terwijl de verdere loop_
van het geheele samenstel dan bepaald is. - e

Het volgende haast te eenvoudlge geval laat zxoh gemakkeh]k-:
demonstreeren Om de eerste orde vergeh]kmg “

Yy =ay :
te integreeren, heb ik een ]ange schroef, waarop een moer draaxt die
tevens de naaf van het integréerwieltje is. Dit eenvoudige hulpmiddel
houd ik met de hand op een met teekenpapier beplakte ijzeren schijf.
die op een gramofoon gelegd is. Aan de rand van de schijf begin- -
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nend draait de moer eerst zeer snel en gaat daarbij snel naar,het
midden. Maar'.de snelheid .neemt evenredig. met de. afstand tot het
midden- af, zoodat het midden nooit.bereikt wordt. Het aanrakings-
punt-beschrijft daardoor op de 'schijf een  logarithmische  spiraal.
Door tusschenleggen van een vel carbonpapier wordt deze zichtbaar.
De terugkoppeling tusschen y, de d‘réaiinfgrvan' het wieltje en y’, de
verschuiving ervan, wordt -hier.door de -schroef geleverd. Door de .
spoed. over de lengte. van de schroef variabel te maken, zou men,
binnen grenzen, een willekeurig - functionaal .verband. tusschén y"
en y tot stand kunnen brengen en dus de vergelijking - ‘
. g
oy =%
kunnen integreeren. N
Om iets meer van dé eigenaardige Kringloop te zién ‘fe Kiijgen,
heb ik het volgende apparaat laten maken, dat de tweede orde ,
vergelijking 7
o Yr==xaty

integreert (ffig. 4). Twee intégre\erwieltjes z-ij'n op twee evenwijdige -

R L L T T T LI

" Fig. 4. Model voor integreeren van een 2de orde vergelijkir;g.

-y
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vierkante assen verschuifbaar. Beide wieltjes loopen ter vereenvou--
diging-op ‘dezelfde schijf. De draaiing van het eerste wieltje brengt
“door twee tandraadjes de bij.het_tweede wieltje behoorende schroef
in beweging. Noemt men_ de verschuiving uit het midden bij het -
-eerste wieltje y”/, dan wordt die van het tweede dug evenredig met
y’ (stel = ay") de draaiing van het tweede dus met y.. Maar nu-is
de tweede as op volkomen symmetrische wijze gekoppeld met de*
eerste schroef, dus wordt de verschuiving van het eerste wieltje
— a?y = y”. Inderdaad ziet'men bij geschikte beginstand het eene
wieltje door het midden gaan, terwijl het andere dan omkeert, waar-
na beide steeds sneller naar buiten gaan (hyperbolische sinus en -
cosinus). Wordt nu door een tusschenraadje de ‘koppelin'g' van teeken
omgekeerd, dan gaan beide wieltjes afwisselend heen en weer (sin
en cos). (Demonstratie). : o
Ik heb hier als voorbeelden binomische differentiaalvergelijkingen
genomen. Voor trinomische enz. heeft men een of meer opfel-koppe-
lingen noodig. Fig. 5 geeft het principe daarvan aan. Het middelste

~.

Fig. 5. Optel -koppeling..

zgn planetenmelt;e zit los op zijn as. D1e as wentelt dam bll]kbaar
over een hoek, die de halve som van de draaiingen van assen A
en B is. ) :

8. De machine'van Bush?2). Hier kunnen nog slechts enkele
algemeene trekken behandeld worden van de ,,differential analyzer”,
die V. B u's h aan het Massachussets Inst. of Teéchnology geconstru-
eerd heeft. Voor de zeer interessahte verdere mechanische bijzon--
derheden raadplege men de uitstekende beschrqvmg, die de maker

* . zelf gegeven heeft.

Het midden van de machine, die een heele kamer beslaat (fig. 6),
wordt gevormd door de schakelinrichting: twee groepen van elkaar
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loodrecht kruisende horizontale assen. Elke as bestaat uit eenige
losse stukken, die willekeurig gekoppeld en gemakkelijk uitgenomen

‘kunnien worden. Een’ groot aantal kruiskoppelingen is beschikbaar,

die in elk kruispunt ingezet kunnen worden, waardoor twee lood-
rechte assen zonder snelheidsverandering verbonden worden, verder
tandraderen om evenwijdige assen in allerlei verhoidingen te kunnen
koppelen, en optelkoppelingen, die drie naast elkaar gelegen assen
verbinden kunnen. (fig. 6). ‘ :

Aan de eene zijde van de »Echakelinrichtinag bevinden zich zes
integratoren, aan de andere zijde de input tables en de output tables,
dat zijn teekenplanken, waarover door lange schroeven een teeken-
stift in twee coordinaten bewogen kan worden. Bij de eerste soort,
die men coefficienten-tafels kan noemen, geschiedt de beweging in
één coordinaat door de machine, in de andere door. een waarnemer,
die moet zorgen ‘dat de stift een te voren geteekende kromme volgt. -
De schroef waardan de waarnemer draait, is aan zijn andere einde.
met een as van de machine verbonden, die zoodoende een draaiing
uitvoert, die een willekeurige grafisch gegeven functie van x, of van
y, enz. is. De tweede soort is de resultaat-tafel, waarop de machine
bijv. y als functie van x teekent. B ush voorziet deze van twee
stiften, die bijv. y en y’ op hetzelfde blad papler opteekenen. _

_Fig. 7 geeft schematlsch de schakelmcr voor de vergelijking van
Legendre - :

(1 — x2) y”.—2 xy +iy=0

De verticale s:trepen stellen de dwarse assen voor, die in het ver- -
lengde van de ‘assen der verschillende hulpmiddelen liggen. De hori-
zontale strepen zijn de lengte-assen, waarvan de draaiingen achter-

“eenvolgens x, y”, y’, y enz. voorstellen. De as voor x wordt door

een motor aangedreven. Door stippen op de kruispunten zijn de
koppelingen aangegeven. Men leest uit de figuur af, dat de verge-
lijking gebracht is in de vorm

y’:—lj’ydx s (1 — x?).

Eén van de integreerschijven is hier gébruikt om de willekeurig
instelbare constante J in te voeren. Fig. 8 geeft het resultaat, als

- men van y = 0 bij x = 0 uitgaat, voor 1 dicht bij 6. Men ziet
- hoe nauwkeurig de machine aangeeft, dat A = 6 een eigenwaarde is.



Fig. 6. Dxfferentlal analyzer van Bush.

Lmks achter de schuin geplaatste input tables,-rechts vooraan vier
integratoren, rechts achter de output table.

x3=

D

Fig. 7: Schakeling.

2

voor Legendre vergelijking.

dy/dx

Ay

x?—1

S Aydx
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. Hoeveel men reeds met een kleine Bush-niachine kan berelken
: bll]kt wel uit het vo]gende voorbeeld. De vergelijking

= f(y)

laat zich volgens de leerboeken algemeen integ'l_'eefe-ﬁ en levert

-

= vm

g Is nu de functie f een polynoom van de tweede of derde graad,

_dan wordt x een elliptische integraal van y, waarvan de omkeering
- noodig is om de gezochte oplossing, y_ als functie van.x, te vinden.
De machine echter behandelt het probleem veel dirécter. Slechts twee
i"nteg-ratoren, één coefficienten-tafel en een resultaat-tafel zijn noodig
en er is geen sprake van de practisch lastige omkeering. Het eenige
is, dat de coefficienten-tafel niet met de x maar met de y gekoppeld

'
~

S

o5

e

c

o5

Fig. 8. Door de machine geteekende oplossingen van de Legéndre
vergelijking. o
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moet worden. Let men nu-op de werking van de machine, dan ziet
men gemakkeh]k dat y een periodieke functie van x wordt, waarbij
de periode van de beginvoorwaarden afhangt. Zoo kan de machine
dus ook belangrijk bijdragen tot het wiskundige inzicht.

Men lette er nu verder op, dat y2 door de machine kan worden

uitgerekend als 2 J ydy, aangezien men zonder bezwaar éen inte-
gratorschijf aan de as voor y kan koppelen, zoodat™y integratie-
variabele wordt en dat men evenzoo met twee integratoren-elke -
derdegraadsfunctie van y kan verkrijgen. Voor. het zooeven bespro-
ken geval van de elliptische functie kan de machine met twee ‘inte-
gratoren dus te voren zelf de vereischte kromme op de coefficienten-
tafel teekenen. - - _

Maar dat beteeken’t‘,' dat men ook zonder coefficienten-tafel »kan*‘
werken, door dée machine de benoodigde functie onder de hand te
laten uitrekenen, indien. men over vier:integratoren beschikt. Over-
wegingen van deze aard brachten den astrophysicus Rosse-
"land?®) er to€, in Oslo de tot dusver grootste machine met 12
integratoren te construeeren. Hij geeft aan, dat een dergelijke
machine voor 70.000 Mark gemaakt kan worden wat naar Ameri-
kaansch oordeel een zeer lage prijs is. %) '

LITERATUUR.

1) Voor een gedetailleerde beschrijving, dxe hier uiteraard met ge-
geven kdn worden, verwijzen we in de eerste plaats naar .
G. J. D. Moumer De rekenmachme van Thomas van Colmar de -

* Natuur 1892, 129, 183 en

0. Sust, Die Hamannsche Rechenmaschme ,,Mercedes- Euklld”
Instrumentenk.. 30, 283 (1910)
voor een uitvoeriger overzicht van°de verschillende typen naar’

W. Meyer zur Capellen, Mathematische Instrumente, Leipzig 1941 en |

F. A. Willers, Mathematlsche Instrumente, Samml. Goschen . 922
(1926) )

Niet het mechanisme, maar ultvoenge aanwijzingen voor het gebruik
ook van tafels, vindt men in F. Harkink, Inleldmg tot het practlsch
rekenen, bl. 107—167, Noordhoff 1941,

2) V. Bush, J. Franklm Inst. 212, 447 (1931)

3) S. Rosseland, Naturwiss. 27, 729 (1939).

+) Math. Reviews 1, 127 (1940).



BOEKBESPREKING. |

Mr. J. van [jzeren, math. candi- Moderne Viakke
Meetkunde. W. ]J. Thieme & Cie, Zutphen. 1941, 126 blz,,
~ 89 fig,, prijs f 2,50, geb. f 3,25.

Dlt boek geeft een moderne behandeling van de vlakke meetkunde,
waarbij,*zooals de schrijver in het voorbericht zegt, ,,de volie nadruk
ligt op het in praktijk brengen van de moderne algebraisch-meetkun-
dige opvattingen, speciaal op het rubriceeren van de stellingen naar

de vereischte getallensoort.” Bij vergelijking met andere werken, die -

hetzelfde onderwerp behandelen, blijkt, ddt de schn]ver veel oorspron-
kelijks geeft.

‘Ofschoon het boek niet voor beginners bestemd is, immers is eenige
vertrouwdheid' met de school-planimetrie en met de grondslagen van
de analytische meetkunde ondersteld, is het toch voor zoo ruim, moge-
lijken kring geschreven. Door het bestudeeren van de concrete voor-
beelden, die de schrijver ‘geeft, en door het uitwerken van de talrijke
opgaven, die in het algemeen geen deel van de tekst uitmaken, kan de
in de hier gegeven- beschouwingen minder ervaren lezer zich de stof
beter eigen maken.

De inleiding brengt de ,,grondgedach’ten” ‘waarin de existentie der
grondbegrippen en het bestaan van ,een voldoende aantal” punten
op elke rechte en van ,een voldoende aantal” rechten door-elk punt
gedischt wordt, en de axioma’s 1 (door twee verschillende punten gaat
één rechte) en 2 (door een punt buiten een rechte gaat één even-
" wijdige rechte).

Op de inleiding volgt een besprekmg van.de D'esar gues-meet-
kunde, waarvoor een derde axioma, het axioma D (als bij twee drie-
hoeken A,B,C, en A,B,C, A;A,, B;B, en C,C, door één punt
gaan en. twee paar correspondeerende zijden evenwijdige zijn, dan is
ook het derde paar evenwijdig) noodig is. Hier wordt het hulpbegrip
,brugfiguur” ingevoerd, dat den grondslag vormt voor de begrippen
,»gelijkheid” en ,,verhouding” van lijnstukken op evenwijdige rechten.
Met den naam van ,,deelris” wordt de figuur van drie collineaire in
een bepaalde volgorde genomen puntén aangeduid;-onmiddellijk volgt
dan de definitie en een beschouwing van het begrip ,,gelijkwaardig-
heid” van ‘deelrissen. Voor de zoo optredende deelriswaarden kan
men -een ,optelling”, een ,aftrekking” en een ,,vermenigvuldiging”
" definieeren. Uit de tot nu toe ingevoerde axioma’s kan niet afgeleid
worden, dat de genoemde vermenigvuldiging de commutatieve eigen-
schap bezit. Niettemin blijkt, dat het reeds nu mogelijk is belangrijke
- stellingen te bewijzen, zooals .de stellingen van Menelaos en de
Ceva en'de algemeene stelling van Desargues. Ten slotte vindt
men hier een en ander, dat, bij aanname van ‘de vermelde axioma’s,
over de analytische meetkunde van het punt en de rechte lun mede-
gedeeld worden kan.

In het volgende hoofdstuk wordt het verband met de algebra be-
schouwd. Er wordt uitgegaan van een ,verzameling grootheden” en
van twee voorschriften, die aan elk gerangschikt tweetal een ,som”

en een ,product” toevoegen, zoodat aan alle elementaire rekenregels -
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(behalve a.b = b.a) voldaan is. Met behulp hiervan wordt een
,,punt” (als een paar grootheden (x, y) en een ,rechte” gedefinieerd;
verder wordt aangetoond, dat dan aan de axioma’s 1, 2 en D voldaan
is. Er is een éénéénduidige verwantschap aan fe geven tusschen de
grootheden der verzamelmg en de deelriswaarden van het opge-
bouwde stelsel, die bij de optelling en de vermemgvuldngmg intact
blijft; de deelriswaarden vormen dus, evenals de aangenomen
grootheden een ,lichaam”. Gesproken wordt.over de meetkundige
stelsels behooreridé bij het niet-commutatiéve lichaam der "quater-
nionen, het lichaam der rationale getalleri en dat der complexe ge-
tallen (van‘de karateristiek nul) en over de eindige meetkundige stel-
sels, die door het lichaam der restklassen modulo het priemgetal p
en een daaruit door uitbreiding ontstaand lichaam (van de karakte-
ristiek p) bepaald zijn. -

Nu worden er in onderaxioma’s speciale enschen t.a.v. de genoemde
karakteristiek vermeld, nameh]k in het onderaxioma k == 2 (existeh-
tie van het midden van twee punten) en in het onderaxioma k- = 3
(existentie van het zwaartepunt van een driehoek).

Men komt tot een commutatiéve meetkunde; als men het axioma D
vervangt door het (D omvattende) axioma P: Als twee rechten beur-
telings eén hoekpunt - van een zeshoek dragen en twee paar over-
staande zijden van dien zeshoek evenwijdig zijn, dan is ook het derde
paar evenwijdig. Voor deze meetkunde worden verschillende stellin-
gen, waaronder zeer interessante, afgeleid en in de vraagstukken aan-
gegeven. ‘Men vindt hier beschouwingen over. eenheidslijnstukken
(,,lengte” van een lijnstuk gemeten met een daaraan evenwijdig ,,een-
heidslijnstuk’) en evenredigheden en eigenschappen van de opper-
vlakten van driehoeken en n-hoeken en van ,wisselriswaarden”
(dubbelverhoudingen). Hierbij worden ook enkele eigenschappen van
de meetkunde met. karakteristiek 2 gegeven.

Nadat zoo over de affiene meetkunde met haar begrlppen ,lengte”
en ,opperviakte” gesproken is, geeft het volgende hoofdstuk een be-
handeling van de metriek; Met behulp van twee willekeurig gekozen
richtingen, de ,,isotrope richtingen”, die voor de nu eerst- behandelde
niet-ontaarde metriek van elkaar verschillen, wordt in de-eerste piaats
de ,quadraatafstand” van twee punten gedefinieerd en verder de
,hoekwaarde” van- twee rechten, Eigenschappen van deze begrippen
worden behandeld. Men ontmoet hier verder beschouwingen over-ge- -
lijkvormige driehoeken (de hoofdstelling van de metriek), gelijkvor-
mige n-hoeken;- congruente n-hoeken, spiegeling en loodlijn, concy-
clische punten, cirkel, macht t.o.v. een cirkel, de stelling van Ste-
w art met toepassingen en uitbreidingen; inversie, poolverwan'schap,
isogonale en ,,orthocentrische” toevoeging, meetkunde- van den drie-
hoek (symmediaanpunt, punten van Brocard, cirkels van Bro-
card en van Lemoine), bissectrix, halfrechte (verg. de ,hoek-
‘meting modulo 22”) en halfcirkel (stelhng van Ptolemaeus voor
een halfkoordenvierhoek enz.).

Terwijl er tot nu toe voortdurend ook beschouwmgen gegeven zijn, -
die gelden voor ‘de meetkunde met karakteristiek twee, wordt in het
volgende ,,speciale metriek” genoemde hoofdstuk de gezichtskring in

~
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het algemeen beperkt. tot .het geval, dat de karakteristiek niet
twee is. Bij deze aanname wordt o.a. de poolverwantschap t.o.v. een
cirkel beschouwd. Ingevoerd wordt een nieuw axioma 1's. (Er bestaat
een drichoek met drie gelijke hoeken); dit geeft aanleiding tot - de
beschouwing van de punten van Torricelli en de isodynamische
punten, van het begrip derderechte (hierbij behoort een hoekmeting
modulo 37”) en van de stelling- van Morley (ook voor het geval,
dat de karakteristiek twee of drie is). Vervolgens wordt na aanname
van het onderaxioma 1Ys (Er bestaat een gelijkbeenige driehoek, waar-
van de tophoek recht is) de figuur van Malfatti behandeld en de
mogelijkheid aangetoond om den geheelen kern der gonio- en trigo-
nometrie (zelfs in eindige meetkunden) af te leiden. Tenslotte wordt
gewezen op het onderaxioma 1's (existentie van een regelmatigen
vijthoek), waarop de verdeeling in ,uiterste en middelste reden”
berust. ’

Het laatste hoofdstuk geeft een analytische behandeling van de
ontaarde metriek, waarvoor de beide ,,isotrope richtingen” samen-
vallen.

. Stellingen over .ordening en continuiteit zijn in dlt boek niet be-
handeld.

Bij de onderwerpen, waarin het werk eenig parallellsme vertoont
met het boek: ,De elementaire meetkunde van het platte viak” van

. Prof. Bottema” heeft de schrijver verbeteringen aangebracht.

Zooals uit het bovenstaande blijkt, geeft dit belangrijke en interes-
sante boek niet alleen beschouwingen over de begmselen der meet-
kunde, maar ook over niet algemeen bekende zaken, die daar ver
boven uitgaan. : .o G. Scha a ke.

) INGEKOMEN BOEKEN.
Van den schrijver:

Ir. W. J. VOLLEWENS c.i. Repetitie-dictaat Analytlsche Meetkunde.
A. Het platte vlak. 207 blz., 75 figuren, 162 vraagstukken met de
antwoorden.

Inhoud: .

L. Coordmaten en vergeh]kmgen C .

II. De rechte lijn.

HI.  De cirkel.

IV. De kegelsneden ellips, hyperbool parabool
-~ V. De algemene vergelijking van de-tweede graad
VI. Homogene codrdinaten; pool en poollijn,

VII. Bundels en netten van kegelsneden.
VIHI. Enige algemene eigenschappen van kegelsneden ,
Een geschikt boek ter herhaling voor studenten in Delft en voor
hen, die opgaan voor de akte Middelbaar Wiskunde K.
Van P. Noordhoff, Groningen.

Dr. B. GONGGRI]JP, Log. en gon. tafels. Tafel D 7e druk . f 2,60%

P. WIJDENES en Dr. H. J. E. BETH, Nieuwe Schoolalgebra I :
12e, onveranderde, druk . - . . [ 2,25%

P. WIJDENES Beknopte Dnehoeksmetmg A 9e druk . . f 0,80%

P. WIJDENES, Beknopte Algebra 8e druk, gecartonneerd .  f 1,80%



BESCHRIJVENDE MEETKUNDE.

De hoofdcommissie. voor de normalisatie in Nederland, die haar
kantoor te ’s-Gravenhage heeft, Willem Witsenplein 6, zendt aan de
redactie van Euclides een brief, waarin staat, dat het onderstaande
gepubliceerd wordt ter critiek,; gelijk zulks gewoonte is. Pas nadat
- enige tijd verstreken is, wordt, zoals men weet, overgegaan tot vast-
stelling, nadat mogeh]ke bezwaren van desku.ndnge zude Zijn owver-
wogen. .

SYMBOLEN VOOR DE WISKUNDE \'a 1420 1)
' BESCHRIJVENDE MEETKUNDE

1. Regels voor het aanduiden van punten, lynen en vlakken in rechte
projectie.

1. Het horizontale projectieviak wordt aangeduid .met Vl, het vertl-
cale met V, en het sluitvlak smet V.-

2. De snijlijn.van V; en 'V, heet X-as; de sm]hm van .V, en.V; heet
Y-as en de snijlijn van V; en V4 heet Z-as.

3. De tweevlakshoeken, gevormd door V, en V,, worden achtereen-

. .~ volgens aangeduid met I, II; 1l en IV

4. Punten worden aangeduld met hoofdletters, de oorsprong met 0.
‘Voorbeelden: P, Q.

5. Lijnen worden aangedmd met kleine, letters, bn] voorkeur 1 en vol-
gende letters, of met twee hoofdletters als verbinding van twee
punten. . -

Voorbeelden: 1, m, AB, CD.:

6. Projecties op de pro;ectnevlakken worden achtereenvolgens aan-
geduid met de aanwijzers 1, 2 en 3.

Voorbeelden: Py, Py, P3, 1y, 1y, 1s.

7. Punten en lijnen, ‘welke in de prolectlevlakken llggen behoeven
niet van aanwijzers te worden voorzien,

8. Vlakken worden aangeduid met drle hoofdletters
Voorbeeld: A;AA,.

A is het snijpunt met de X-as, AA, is de doorgang met V;, AA,
met V,. Indien geen verwarring mogelijk is, kan worden volstaan

. met de letter bij het snijpunt van de X-as met het vlak.

- 0. Elementen, welke zijn neergeslagen in V, of V,, worden aangeduld

*  door .bijvoeging van den aanwijzer n.

Voorbeelden: P_,-1 ,U,. =
10. Elementen, -welke zun gewenteld om een as, loodrecht op V; of
V,, worden aangeduld door bijvoeging van den aanwuzer 0.
Voorbeelden: A, o :
1. Hoeken worden aangeduld met Grieksche letters
1) Het blad is door commissie Bo (Algemeéne aanwijzingen voor
technische geschriften) onder voorzitterschap van prof. dr. M. de °
Haas, Oud-Hoogleeraar aan.de Technische Hoogeschool te Delft, ont-
worpen om tegemoet te komen aan de gebleken behoefte aan:-eenheid
" in het aanduiden van punten lijnen, vlakken, enz. bij de Beschn]vende
Meetkunde. .
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1.

I11.
. Assen (eventueel de positieve deelen der assen), zichtbare lunen
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Regels voor het aanduiden van punten, lijnen en vlakken in
scheeve en axonometrische projectie en .in perspectief.

Scheeve projectie. Het tafereel wordt aangeduid door T, het
grondvlak door G. ,

Axonometrische projectie. Het horizontale projectieviak wordt .
aangeduid met V, en de beide verticale met V, en Vj.
Perspectief. De horizon wordt aangeduid met' HZ, de grondh]n
met GL.

. Rechthoekige projecties van punten en lqnen‘ op het grondvlak-

worden na wenteling in het tafereel voorZIen van den index 1,
Vioorbeeld: Py, 1;.

De scheeve en de axonometrische projectie en de perspectief van
de rechthoekige projectie op het grondvlak worden voorzien van
een accent. .
Voorbeeld: P/, I’

De scheeve en de axonometrische projectie en de perspectlef van
het punt, respectievelijk de lijn zelf worden met een hoofdletter,
respectievelijk kleine letter aangeduid, zonder index. ’

Lijnsoorten’ voor _het aanduiden van punten, lzjnen en viakken.

en doorgangen worden aangeduid met een dikke® getrokken lijn.
Voorbeeld:

. Onzichtbare lijnen worden aangeduid met een kort-gestreepte lijn, -

waarvan de dikte ongeveer de helft bedraagt van 'de. onder III'1
genoemde lijn.
Voorbeeld: —————————— —

X Projecfielijnen worden aangeduid met een lang-gestreepte lijn,

waarvan de dikte ongeveer een vierde bedraagt van 'de onder 1111
genoemde lijn.
Voorbeeld:

. Constructielijnen .worden aangeduid met een dun-getrokken lijn,

waarvarn de dikte ongeveer een vierde-bedraagt van de onder III 1
genoemde lijn. :
Vioorbeeld:

. Neergeslagen en omgeslagen lijnen- worden aangeduid met een

streep-stiplijn, waarvan de dikte ongeveer een vierde bedraagt
van de onder Ill 1 genoemde lijn.
Voorbeeld e —— — e ——

. Uitslagen worden aangeduid met dun- getrokken lijnen, waarvan

de dikte ongeveer de helft bedraagt van de onder Il 1 genoemde
lijn.
Voorbeeld: ' .
Opmerking 1: Projectielijnen behoeven desgewenscht niet te
worden aangegeven.

Opmerking 2. Projectielijnen kunnen ook met roode, neerge-
slagen en omgeslagen lijnen met groene en uits]agen met blauwe
getrokken lijnen worden aangegeven.

Opmerking 3. Doorsneden -en projecties van 'doorsneden mo- .
gen met zwarte of groene getrokken lijnen worden gearceerd.
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_ HOOFDSTUKKEN
UIT DE MODERNE FQRMELE LOGICA
DOOR . '5
E. W. BETH.

(Vervolg van aflevering 4 |g. XVIII).
Il. DE LOGICA DER EIGENSCHAPPEN. -

§ 8. Oordelen als: ,,Plato is diepzinnig,' alle logistici zijn opper-
- vlakkig; sommige philosophen zijn scherpzinnig”, zijn voor de logica
der proposities niet meer te ontleden. Toch bevatten ze vervangbare
elementen, zoals ‘'we in § 1 hebben vastgesteld.
We gaan eerst de dordelen van de vorm Plato is diepz’inni'g nader
' onderzoeken; hierin zijn Plato en diepzinnig de vervangbare elemen-
ten. Het eerste is een bepaald wezen, het tweede een bepaalde .
eigenschap. De vorm van dit oordeel kunnen we in woorden als volgt
omschrijven: dit of dat wezen heeft die en die eigenschap; de sym-
_bolische \}oorstellin_g van deze oordeelsvorm is a(x),:waarina de
eigenschap vertegenwoordigt. (,,eigenschapsvariabele”), x het wezen
(,»individuele ‘variabele”). Substitueert'men voor @ een bepaalde
- eigenschap, b.v. oud, voor x een bepaald wezen, b.v. Socrates, dan
ontstaat een oordeel, nl. Socrates is oud.” Oordelen van de vorm
a(x) heten singuliere oordelen. We zullen a(x), a(y), a(z),
b(x), b(y), b(z) ... opvatten als oordeelsvariabelen, zodat de in
hoofdstuk II ontwikkelde theorie erop van toepassing is.
" Het oordeel: alle logistici zijn oppervlakklg, kan ook z6 worden
uitgedrukt: elk wezen, dat logisticus is, is oppervlakkzg, -of: voor
elk wezen: geldt: is het logisticus, dan is het oppervlakkzg
Het.beschouwde algemene oordeel bevat dus, behalve.een genera-
lisatie (,,voor elk wezen geldt”), ook nog een 1mp]1cat1e (,,dan”).
"We beschouwen, daarom eerst.oordelen van een minder gecompli-
ceerde vorm, b.v.: elk wezen is _oppervlakkig (cf. Aristote!es, de
int, ¢, 10), ' - o
Men kan tegenwerpen dat dlt oordee] dezelfde vorm heeft als het
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eerste, daar alleen logisticus door wezen is vervangen; maar dan
verwisselt men logische en grammaticale vorm. Het woord ,,wezen”
bedoelt geen enkele eigenschap uit te drukken, is tegenstelling tot -
»logisticus”.

De vorm van het oordeel elk wezen is oppervlakklg, wordt nu
aangeduid door het - symbool X

(%) a(x). _

Definitie 6. Substitueert men voor a-een bepaalde eigenschap,
dan heet. (x) ‘a(x) waar, wanneer elk wezen, waarvoor die eigen-
schap zin heeft, haar bezit, onwaar, wanrieer er minstens één wezen
is, waarvoor de eigenschap zin heeft, maar dat haar niet bezit.

(Door deze’ definitie is de betekenis van de generaflzsatze vast-
gelegd )

We lezen gemakshalve a(x) als het wezen x heeft de eigenschap
a; (x) a(x) als: elk wezen x heeft de eigenschap a.

We beschouwen ook (x) a(x) als propositionele variabele, die
dus in de tautologieén der propositie-logica kan worden gesubstitu-
eerd en waarop de propositie-logica in haar geheel van toepassing is.

Het zal weinig nadere toelichting behoeven, dat we in plaats van
het oordeel: sommige philosophen zijn scherpzinnig, voorlopig het
eenvoudiger oordeel: sommige wezens zijn scherpzinnig — beter
geformuleerd het een of andere wezen is scherpzinnig —, .zullen
beschouwen.” )

‘De vorm van dit oordeel wordt aangeduld door het symbool

(Ex) a(x),
gemakshalve te lezen als: er is een wezen x met de eigenschap a.

Definitie 7. Sustitueert men voor a een bepaalde eigenschap,
dan heet (Ex) a(x) waar, wanneer een of ander wezen, waarvoor
die eigenschap zin heeft, die eigenschap bezit, onwaar, als geen
enkel wezen, waarvoor ze zin heeft, haar bezit.

(Door deze definitie is de betekenis van de particularisatie vast-'
gelegd.) ’ : '

Ook (Ex) a(x) wordt opgevat als een proposmonele variabele
in de zin van hoofdstuk II.

In hoofdstuk II hebben we kennis gemaakt met negatie, 'disjunctie,
conjunctie, implicatie, die, toegepast op bepaalde oordeelsvormen,
nieuwe oordeelsvormen opleveren. Zo kunnen we b.v., uitgaande van,
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