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Deze zelfde veérhouding vinden wij voor de afstanden van' voer-
werp en beeld tot een willekeurig punt van de as van den_kijker,
wanneer _beide zeer ver weg- hggen Zijn nl.. -@y-en, b,, zeer, -groot,
dan kan men schn]ven (zne boven):

Ny :H,=a; b, —nAP1 PB
en zelfs,-als-D een wnllekeung punt tusschen By en P, is:

AP :P,B.= AD : DB = AD ——BD zoodat
‘AD :BD=N2_,: i=1: H?,.
Voor de grootte ¢, van het beeld vinden wij u1t de- laatste for-
mule van § 11, p. 59, als M, =.0- gesteld.: wordt\
. . . c.A ).' ".. -
N‘n+1" .
maar in deze .formule komt de afstand a, van het voorwerp niet
meer voor, dus: waar men bij een verrekijker het voorwerp ook
moge plaatsen, het beeld is altijd even groot. '
Liggen voorwerp en beeld ver weg, dan wordt: -~
¢ ¢, ¢ BD N, L
4D "BD ¢, AD T (—1)» NE_

n+1

¢, = (—I)n

n .

=1: (— 1)™N,4y.
- C Cp
Onder ap " ﬁb
van voorwerp en beeld; noemt men de verhouding van die twee,
van beeld tot voorwerp, dé vergrooting. van den kijket, dan is deze
vergrooting = (— 1)» N, ,; deze grootheid behoort dus grootér
te zijn dan 1. : ’ ' h
Is deze vérgrooting nu:inderdaad > 1, dan volgt uit:

kan men verstaan de schljnbare mlddellunen

4
Cn

=.Nn+1

dat het voorwerp grooter is dan het 'beel'd; .d'at- het kleiner
schijnt, komt omdat deze N, ,,, als het om de schijn bare
middellijnen gaat (zie boven), door N?,,, gedeeld moet worden,
zoodat het voorwerp, als het vijfmaal grooter .is, 'vijfmaal kleiner
schijnt. S

15. Een verrekijker is nog om andere redenen een exceptio-
neel lenzenstelsel. Zoo is het. bijv.- onmogelijk met. louter holle
lenzen een verrekijker te.maken. Voor een biconcave lens zijn ml.
beide brandpuntsafstanden negatief, - dus ook hunne reciproke

5
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‘waarden gi, go. .- terwul natuurh]k de afstanden h der lenzen
posmef blijven. Nu is (§ 10, p. 58):

[gI] =<0 My=Tgy b = lgn ] g — &=
=gmg—8—8& >0,
terwijl M, weer négatief wordt, en zoo om den ander; M, valt
dus positief of negatief uit, en kan derhalve niet nul worden.
Verder is het eigenaardig gesteld met de opeenvolging der
brandpunten Beschouwen wij eens de schematische Fig. 14. Het licht

\:n-l Fl/\n—S
G\ /G2 Gs\\_-
Fig. 14.
dat van links opvalt evenwijdig aan de as, gaat door het brand-
punt G; van de eerste lens; maar na ook alle andere lenzen door-
loopen te hebben, moet het evenwijdig aan de as uittreden; dus
moet G; meteen het brandpunt F,_, zijn van alle lenzén die nog
volgen.

Nu geeft G, een beeld G, ten opzichte van de tweede lens
alleen; men verwarre dit punt vooral niet met het brandpunt G
van de tweede léns, immers dit laatste is het beeld van het onein-
dig verre punt, terwijl G, het beeld van G, is; voor een bolle lens
ligt het brandpunt G links van Go.

G, is het brandpunt G van de eerste en tweede lens tegelijk;
immers de stralen die // de as op de eerste lens opvallen, komen
in G, samen na beide lenzen doorloopen te hebben. Nu moet ech-
ter; om dezelfde reden als boven, G, het brandpunt F,_, zijn voor:
de n-2 lenzen die nog over zijn, enz. :

Nog een opmerking. De voorwaarde M,,, = 0 voor den
verrekijker laat zich op verschillende manieren als kettingbreuk
schrijven.

Mn+1 = [gl’ hl R S h’n—lr gn] =
. [gn’ hn—l(_ 8n—1r -+ - - hl: gl] (§ ‘0’ p 58)
Nu is (§ 9, p. 56) de kettingbreuk: )
Ppss - - - - £1)
[gm n~1r * * gl],

( n hn—l: g'n-—-l’ . hl: gl)
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waarvan de noemer — M,,,, en dus nul, is, zoodat de. breuk
zelve oneindig groot, en dus het omgekeerde weer nul is; dit om-
gekeerde echter is

!
0= En— 1
= hn_l o l .
1 e _
maar op dezelfde wijze vindt men uit de andere _hakenuitdfgkk_ing-:
1
0 = gl - - 1
h— g, — etc.

twee kettingbreuken dus, die door hun nul worden de voorwaarde
voor een verrekijker uitdrukken, maar die ook, uit een mathema-
tisch oogpunt beschouwd, de merkwaardige eigenschap te zien
geven dat de breuk onveranderd blijft indien men de wijzerge-
tallen omkeert, een eigenschap die voor hakenuitdrukkingen steeds,
voor kettingbreuken slechts in bijzondere gevallen geldt. De eerste
van de twee breuken vindt men terug in de uitdrukking voor b,
in § 10, p. 58, indien men zoowel a; als b, oneindig groot maakt.
NI. als volgt: '

. Uit de hakenuitdrukking voor b, in § 10, p. 58 volgt in verband
met § 9, p. 56, dat b, gelijk is aan de kettingbreuk:

b, = (&n hn—l; Bn-1s - -+ Py, €15 Ba);

maakt men nu a, oneindig groot, dan wordt het slot van de breuk,
nl. — —1—, = 0, en dus:

B a, : '

) bn = ( n hn—l» Bn-1r+- h’l» gl)

Maar nu moet ook b, — oo worden, dus ook de breuk rechts,
en dus het omgekeerde nul: dit omgekeerde is echter juist de
- eerste breuk hierboven, ; '

Ook het kwadraat der vergrooting, N2 .,, laat zich met behulp
van kettingbreuken uitdrukken. Voor den verrekijker was

(S 14, p. 63): |
— H,Nyy = 1, dus:

Ni+1 =:_Nn+1 =_'Nn

H '
+1, Hn __ .
i 7t 7= (§10, p. 58):
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= [hp I gn] . [gl! ces s hn—l]-

Ay, h,,_l[' [y, . oo By
J— 1 . 1 )
- (g‘n’ c 1)- (gl' .- n—l)

16. Inde tweede verhandelmg, wij zeiden het reeds in § 5, p. 51,
was het M6 bius meer te doen om de theorie der kettmgbreuken
dan om de leer van het licht; toch is hij, z00als wij zoo dadelijk
nader zullen toelichten, tot de vraagstukken die hem hier bezig
houden gekomen door het beschouwen van lenzenstelsels.

Eerst echter een uiterlijkheid, maar die niet van belang ontbloot
is. Mobius was er door de lenzenstelsels toe gekomen, een

kettingbreuk (a, b, ¢, d, ¢, . . . .) te schrijven als: .
1
a —‘—1
" c—etc.

“"Euler daarentegen . interpreteerde, begrijpelijkerwijze, het-
“ zelfde symbool als: ‘ ' '
1

a + l—_l
» _ b+ ¢ + etc. '

" Het gevolg hiervan is dat de hakenuitdrukkingen bij Mbius
een eenigszins andere beteekenis hebben dan bij Euler; hunne
eigenschappen zijn echter eenvoudiger, nl. wat de teekens betreft,
die bij Euler wel eens dubbelzinnig kunnen zijn, bif Mébius
nooit.

Wil men een kettingbreuk van Mébius, dus met louter min-
teekens, omzetten in een van Euler, dan moet men vooral niet
gelooven dat men eenvoudig alle wijzergetallen het minteeken
moet geven; men moet dit alleen doen bij de wijzergetallen van
even rangnummer, dus bij b, d, f, enz. Inderdaad, bij Mo bius is:

a——___—b d—}-?

(a, —be) =

e L= - -, enz.
a— ~1 a 4 —




69
" De breuk (iz, — b, ¢, —d, . ..) heeft dus louter p]ustee-ken's‘ of
(a, — b, ¢, — )bl]Moblus_(abc, )bl]Euler

17.  Men kan de lenzen van een stelsel natuurlijk op verschil-
lende manieren verdeelen in twee, of zelfs meer, stukken van op-
elkaar volgende, doet men het in-twee, dan noemt men het eene
stuk het objectief, het andere het oculair, maar men kan het natuur-
lijk ook in drie of meer doen. Dit heeft M6 bius op het idee gé-
bracht ook ‘de’ kettingbreuken, die toch immers ten nauwste met
de lenzenstelsels samenhangen; in stukken te verdeelen, en in het
bijzonder een kettingbreuk te vervangen door een andere die slechts
de helft, of een derde, van het aantal wijzergetallen bevat. ‘

Wij kunnen deze uitvoerige onderzoekingen, die leerrijk genoeg
. zijn, hier helaas niet in extenso meedeelen; wij moeten volstaan
met het interessantste er uit te lichten.

Allereerst. dan de opmerking, dat M6bius begint met de
kettingbreuken op een eigenaardige manier te definieeren. Laat
gegeven zijn een reeks breuken: ‘

o By 96

& B e ar
dan ontstaat een kettingbreuk indien men bij iederen noemer de
volgende breuk optelt, dus:

o .
at+pf -
bty
o ¢ + etc. , ,
Nu blijft deze breuk onveranderd, indién men teller en noemer °
van de eerste breuk met p vermenigvuldigt, maar dan tevens den
teller van de tweede; teller en noemer van de tweede met ¢, maar
dan tevens den teller van-de derde, enz.

D.w.z.:

po pgf gy
pa’ gb’ wrc 7

geven dezelfde kettingbreuk, wat onmiddellijk te zien is.” Nu kan
men p, q,r, .. . 206 bepalen dat: )

pa=15qﬂ=qry£..'..=1
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wordt; dan worden alle tellers — 1, zooals gebruikelijk is. Men
zou echter even goed:

pa—_—-qbzrc:....zl
kunnen stellen; dan-zouden alle noemers = 1 worden. Verder is
‘onmiddellijk in te zien dat, indien men bijv. in (a, b, ¢, d) d =0
stelt, niet slechts de d, maar ook de ¢ weg valt; immers:
. 1

(@be0) == _ i,

c'—l‘
0

Stelt-men echter d = oo, dan valt slechts de d weg.

(a,b,¢,00) = = (a,b,c).

18. Indien een grootheid x uit een andere, y, gevonden wordt
door de kettingbreuk:

x = (a, b,.¢, d, y),

(men kan het aantal wijzergetallen i_latuurlijk willekeufig ver-
grooten), dan is:

y= (d, ¢ b, a x).

Deze merkwaardige stelling spreekt natuurlijk mathematisch

allerminst van zelf, maar éischt een deugdelijk bewijs; de physicus
" echter mag haar als van zelf sprekend beschouwen. Immiers, indien
wij nog even terug gaan tot § 8, p. 54 en daar den afstand van
het voorwerp tot de eerste lens (Fig. 12) a;, en van de laatste lens
tot het beeld b, noemen, dan vinden wij b, uit a@; door een ketting-
breuk, die wij nu, b, = x, @, = y stellende, gemakshalve willen
schrijven als:

x=(a b, c,d e ...Y¥;

maar indien wij dan de richting der lichtstralen omkeeren, en dus
het licht van rechts laten komen, dan zullen.zij juist den omge-
keerden weg volgen, omdat immers jedere breking dan juist in
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omgekeerden .zin plaats vindt; de physicus zal het dus van zelf
sprekend vinden dat:

y=(...6d¢cb ax);
omgekeerd kan hij uit het w15kund|ge bewijs, dat wij nu even zul-

len geven, besluiten dat het proces van den loop der lichtstralen
door een lenzenstelsel inderdaad omkeerbaar is.

Blijkbaar is:

1
% = ———v, dus:
a—(b,...y)

1 N 1

®,....9) =la——7=a—:(x)=,m, dus:
1 1

=(b....9) = —F dus:

@ N=5—0. ...

{c,... .y)=b—(a,x)¥(lz%;), dus:

&m@=m W)C_@”dm
@9) = o— .09 = gy s
hag = @ = T s

o) =d— @00 = gapaay o

y = (, ¢ b,a,gc); qed

" Is inderdaad x = bs, y = a1, dan vinden wij dus bij één voor-
werp één beeld en omgekeerd, zoodat tusschen-x en y een bilineaire
betrekking moet bestaan van den vorm:

A -+ Bx +-Cy 4+ Dxy = 0

M&ébius rekent de A, B, C, D uit, en komt dan tot een verge-
lijking,” waarvan de coéfficienten kettmgbreuken zun, en waaruit
hij. belangrijke gevolgtrekkingen afleidt. Ook had hij aan deze
vergelijking reeds de ontdekking kunnen doen d1e hij pas 25 jaar
. later gedaan heeft, nl. dat de reeksen der voorwerpen en der beel-
den op de as prolectlef zijn; immers (vgl. § 10, p. 58) de biline-
aire betrekking is de uitdrukking der projectiviteit.
" Bij het berekeneri van A, B; C,” D komt nog een hoogst interes-

sante eigenschap der “kettingbreuken "aan het licht. Voor y = oo
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volgt uit de kettingbreuk- voor x: x = (a, ,{c, d,-e, y), (vgl
§ 17, p. 69): : :
.x=1{(a b, ¢ d,. e),
en-'uit de vergeh]kmg
| C + Dx = 0,
dus staat:
C:D=— (a,b,-c,d, e) : 1
Voor y = 0 echter wordt:
x = (a, b, ¢, d),
en: A4 Bx = 0,
dus: A:B=—(a b,c,d) :1
Omgekeerd is voor x = co:
, ' . y= (e d ¢ b a),
en B + Dy = 0,
dus: B:D=—(¢d ¢ ba):1

€n voor x — 0 o .
y = (el dr (8 b))

en A+ Cy =0
dus: A:C=— (e d,c, b) :1
Nu is: % . %:%:('a, ce)e. ... b).
B %=——(6, ..a),
(a0,

zoodat de vergelijking luidt:
(@...e)(e,...0) —(e,...a)x — (a,...e)y+xy=0.
_ Maar bovendien is niet slechts:

E 1_4. —_ ..4. aar t S:

D ¢ = D Maar tevens:

B 4 A . . . P :
D BB dus is voor 1edere: l_<ettx~ng.reuk.

(@, .:.e) (e ...0) = (e :..a) (a...d)
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-Deze eigenschap van-de kettingbreuken. zelve.brengt ons. die van
de hakenuitdrukkingen in §.9, p. 56 weeér _in hermnermg, die
analoog, maar iéts mmder eenvoudig was.

Past.men op (e, . . . b) links, en (a . . < d) rechts de stelling
opnieuw toe, dan vmdt men: '

(@, ....e)(b,....e)(c,....e)(d, e)(e)
,....4)(c,a) @) B
_le....a)@,....a9)(,....a)(5 4a)a).
@, ....0){c,0b)(b) ’
de noemers zijn echter gelijk, omdat. zij beide gelijk zijn aan
bcd — b — d, dus zijn ook de tellers gellgk en heeft men de
nieuwe eigenschap, dat: '

(@, ...e)(b,...e)(c,....e) (d,¢) (e) = (e, .... a) (4, ....a) (c, ....a) (b, a)( a);
en nu is aan de eenvoudngste gevallen gemakkeluk te controleeren,
_dat de reciproke waardé van het linker lid juist gelijk is adn onzé
oude hakenuitdrukking (§ 9, p. 56) [a, b, ¢, d, e], zoodat:
v . . .
@6, e @ ae
en onmiddellijk blijkt dat:
la, b,¢,...10 k] = [k,i,...c,b,a].

En terwijl wij in diezelfde §, p. 56, een kettingbreuk geschreven
hebben als het quotient van twee hakenuitdrukkingen, vinden we
hier de hakenuitdrukking geschreven als een product van kettmg—
breuken. Maar bedenken we nu dat:

1
(b,~...€) (c,....€) (d,¢) (¢

~ dan vinden we onmiddellijk dat:

{a,b,¢,d,¢] =

= [b,c,d,e],

. (b,¢c,d,ce]

(@ O = g ey _
waarmee nu weer de kettingbreuk geschreven is als het quohent
van twee hakenultdrukkmgen

19. ,Um ‘etwas verborgener liegende Eigenschaften- der Ket-
tenbriiche etc. zu entdecken”, gaat Mébius de wijzergetallen
der kettingbreuk in groepen verdeelen, en begint hij met uitvoerig
te bestudeeren de vergelijking: : ,

x=1(ab,...defaV,.. d.¢1y),
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om daarna 3 en meer groepen te onderstellen. Hij slaagt er dan
in, kettingbreuken op te stellen, wier aantal wijzergetallen slechts
gelijk is aan het aantal groepen, waarin de oorspronkelijkeLver-
deeld is. Daarbij. gaat hij stilzwijgend, nl. bij wijze van voorbeeld,
over op. oneindige kettingbréuken, nl. op de welbekende voor /2:

2 + —1
| 2+ 2 - etc.
.. Natuurlijk dat, indien men de ontwikkeling afbreekt bij 2n,
3n, . . . tweeén, men nieuwe breuken wenscht met slechts n wijzer-

getallen. Maar n is willekeurig groot, zoodat men alle ontwikke-
lingen onbegrensd kan voortzetten. Laat men dus alle breuken
oneindig doorloopen, dan bestaat het effect van het verminderen
van het aantal wijzergetallen hierin dat men van de tweede breuk
slechts half zooveel, van de derde slechts een derde maal zooveel
wijzergetallen behoeft te nemen om steeds denzelfden graad van
-nauwkeurigheid te krijgen. Zoo vindt men:

oo o
V2=1+4 %{1——1 ., maar ook:
) 1
- 6 —etc.
\/2=l+i———l—{l+l e
- : 2 12 1
. 34— i
. 34.“34——etc.

bij de eerste heeft men slechts de helft, bij de laatste slechts e
van het oorspronkelijk aantal termen noodig, en bij: '

1 1
‘/2=1+?{2+ 1

!4~+ 14 + etc.

slechts le.

20. Hierna komen de repeteerende ke‘ttingb_reuken aan de
beurt. Begonnen wordt met de gemengd repeteerende: (a, . . . e,

f, a,...e fra ...e f...), envan deze wordt de merkwaar-
dige eigenschap bewezen dat: ' '
(a, ... fa ...e,f,...) — (e,,‘.‘.. afe...af,..)=

=(a...e) —(e...0),
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dus onafh_anelqk van de getallen f, f> 7y . . .; maar de beide
kettmgbreuken in het linker lid moeten tot in het onemdlge door-
loopen.

Worden alle getallen f aan elkaar gelijk, dan wordt de breuk
zuiver repeteerend, en treedt de beroemde stelling in Werking dat
de wortels van een vierkantsvergelijking met rationale, dus zoo men
wil geheele, coéfficienten, Of ratlonaal c‘>f zuiver ' repeteerende

kettingbreuken zijn.’
Stelt men:
xx=1(a...¢f,a...efa...ininf)

dan is het niet moeilijk de vierkantsvergelijking te vinden, waarvan
x; de eene wortel is; zij luidt (Ges. W. 1V, p. 526, No. 40), met
~ hakenuitdrukkingen geschreven

[a,....c]e—{[a,....1+1[b....e}x+ [b,.:.'.f] =0.
En nu weet M6 bius op eeﬁvoudige Wijz,e de fraaie st'e‘lling te
bewijzen, dat indien de eene wortel x, is, de andere, x,, de reci-
proke waarde van de kettingbreuk is die men krijgt door de periode
om te keeren, zoodat: '

Xy = : —
" (f,e....af,e,....a,f,....1minf)

Deze vondst was ook ten tijde van M 6 bius niet nieuw meer;
Galois had haar reeds gedaan, nl. in Gergonne’s , Annales
de mathématiques pures et appliquées, T. XIX, en Mo'bius had
hiervan, zooals gewoonlijk, kennis gekregen door de Férussac’s
,,Bulletin des sciences mathématiques”, 1829, p. 254, dus juist
een jaar geleden; hij kende echter niet het bewijs van Galois,
en het zijne is dus zijn eigendom.

Opmerkelijk is het dat de stelling aangaande x1 en X slechts
in den hierboven gegeven eenvoudigen vorm geldt,vmdlen men de
schrijfwijze van Mobius volgt, dw.z. de kettingbreuken met
louter minteekens schn]ft Galois déed dit niet, en MSbius
toont aan dat men dan -de kettmgbreuk met omgekeerde periode
moet deelen op —1.

Het product van de wortels van de vergelijking waaraan x; -en
X2 voldoen luidt:
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B ) B (4] b f) [ty ]
- [a. e [a,,v..._.f']' [a,....f] I B T

@....}H
(A (§ 9, p. 56);

men ‘heeft dus de a]lermerkwaardngste betrekkmg

@ fy @y iminf) (@, f)
(f,....a,f,....'a,....inz'nl) (f....a)".

de oneindige herhaling der periode heeft dus geen effect.

21. Het w1skund1ge gedeelte der tweede verhandelmg slunt met
de volgende zeer opmerkelijke elgenschappen

(1 y) = — 1 . =yil; zoo vindt men (1, 1, y) =1—3, en
X ,
N y

en zoo ver-

1,1,1,9) = —;maar (1, 1, 1, 1, y)-geeft weer ,
(L1 1y) =2 ( y) geeftweer S

volgens. De kettingbreuk:

(1, 1, 1, - y)
kan dus slechts de bovengenoemde 3 waarden:
y !
= 1=y, —
y—1 "y

aannemen, en alle groepen van 3 op elkaar volgende eenen kan
men schrappen. Opmerkelijk is het ook dat deze 3 waarden de 3
fundamenteele waarden zijn voor de 24 dubbelverhoudmgen van
4 punten op een rechte lijn.

‘Men heeft: (1, 1, @) = 1 — a; verder:

(1,1,a1,1,0) =[1,1,a— (1,1,b] = (1, 1, a — 1 4 b),
want (1,1, b) = 1 — b (zie boven).

(1, 1,a 4 b — 1) echter is = 2 — a — b, zooals door berekening
onmiddellijk blijkt. Zoo wordt:

(1,1, 1,1,b,1,1,¢) =3 —a— b — c. Enz
Veel interessanter echter is het volgende voorbeeld.
(a,6,1,1,1,¢,d, ) = (@b — {1,1,1,c— (d, &)} =

1 , _1
=(a, b—'m)), want (l, l, 1,3’) = y°
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Verder gaande, ‘kunnen. wij dus schrijven:
= (@, b, — (¢, d, ¢)) = (a, b, ¢, d, e);
men kan dus de groep van 3 eenen schrappen.

Komen dus in een kettingbreuk verschillende groepen 'Van 3op
* elkaar volgende eenen voor, .dan kan men die alle schrappen.

Zoo is bijv.:
(LLLa L, L1Lb L1, 1L,0=(,11a1L11bc)=
=(1,1,1,8b,¢) = (a b c); want (1, 1, 1, y) :%_z_ ).

Nu moet men echter niet denken dat dit schrappen onafscheide-
lifk gebonden is aan die eenen, of aan het getal 3; integendeel, het
is op oneindig veel manieren’ mogelijk in €en kettingbreuk een
gegeven aantal op elkaar volgende wijzergétallen te schrappen,
zonder dat de waarde van de breuk verandert,

Zal in: ’

(@, b,0,B,....u4,v,¢,d,....)
de reeks a, B, ... .u, v geschrapt kunnen worden, dan moet blijk-
‘baar de breuk:
' (0, B, . ..., 7,9)

gelijk zijn aan de eenvoudige breuk (y), of ;’—, en wel voor iedere

waarde van y. Men heeft dus de vergelijking:- -

1
Ao, By, ) = —.
»_( by =
Nu kan men deze vergelijking met behulp van eigenschappen, die

wij in het voorgaande ontwikkeld hebben, rangschikken, en viridt:

"[a...'.v]—[a'....y]%—[ﬂ....v]y+[ﬁ....ﬂ]=o. 3

Maar deze vergelijking moet bestaan voor alle waarden van y,
dus moeten de coéfficienten nul zijn, zoodat:

Bt y] _[Byeeoety?) y—[Be-. ]
.8, c.o,v,y] o, . opv]y—fa....u]

dus: [B,....u,v]y—[B ....,4]=[“""'”’"]yy_-[“”"””J, of:

4[7%:...:«]—[01,.._.._,,‘] .' %.—[ﬂ....v]y—l—[ﬁ e 4]l =0.

Y («,B8,....8vY)=
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(...} 4+ [B....u]=0,..
- [e.....]=0,
Co C[B....v] =0is.
" Maar volgens § 9, p. 56 is:. , e
: .' ) [a.A...,u].[ﬂ.....v]—[or..‘..v].[ﬁ...,.,u] =1,
dus hier, waar: B
[@,...v]=—[B....4,
B....pJ2=1. '
Verder is, volgens dezelfde § 9, p. 56:

u....a]l=[p....8la—[p....y], of
[a....ul=a[f....p0]—1[y....ul;
stellen wij dus gemakshalve: '

B....u]=1, dan wordt:
a=[y....n]
en op dezelfde wijze: v=[B....4]. .

Men kieze dus van de getallen 8. . . u alle, op én na, willekeurig,
en berekene het laatste, dan kan men « en v berekenen, en wel de
» te beginnen bij y, omdat anders de berekening geen zin heeft;
men moet. dus een groep hebben van minstens 3 op elkaar vol-
gende cijfers. . ‘ ‘ ' S

Stel dus, om het eenvoudigste geval te hebben, y = dus » =1y,
A = a, dan geeft de eerste betrekking:

(Bl=p8=1, de laatste:
v=y=1[ ]=1, en de middelste:
w=[]=1. '
Hier heeft men dus de groep van 3 eenen terug.
Stel yu=1y, dus A =48, en v= 4. De eerste betrekking geeft:

[B,y]=8y—1=1. Stel f=1, dan is y = 2.
v=0=[B]=8=1, ' '

a=[y]=2. .
De breuk (....a,2,1,2,1,b,c... ) moet dus gelijk zijn aan
(....a b, ¢ ....), wat gemakkelijk te controleeren is.

22. Over het dioptrische slot der tweede verhandeling. kunnen
wij het stilzwijgen bewaren; daar worden, ondér herhaalde ver-
wijzing naar de eerste, de hoofdeigenschappen der lenzenstel-
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sels, in het bijzonder der verrekijkers, opnieuw afgeleid, zonder
dat nieuwe gezichtspunten geopend worden. In de derde daaren-
tegen, getiteld: ,,Entwickelung der Lehre von dioptrischen Bildern
mit Hiilfe der Colhneatlonsverwandschaft” en die, zooals® wij
reeds ‘'weten (§ 5, p. 51) pas 25 jaar na de tweede verschenen
is, wordt eindelijk de ontdekking gedaan van de projectiviteit van
de reeksen der voorwefpen en beelden op de as, wordt uitgegaan
van de brekingswet, ‘en wordt de dikte der lenzen niet meer ver-
waarloosd. '

Laat in Fig. 15 de cirkelboog het bolvormige, brekende opper-
vlak voorstellen, links bijv. lucht, rechts’ glas; spreken wij verder

Fig. 15.

‘af dat we ons slechts zeer weinig van de as zullen verwijderen. De
lichtstralen dan, die van een punt P van de as uitgaan, zullen z66-
danig gebroken worden dat zij van een punt P; schijnen te komen;
de stralen p, zijn dan de stralen p, na de brekmg, en P, is het (in .
ons geval virtueele) beeld van P.
Is ¢ de normaal in E, dan is pc de hoek van inval, pic die van
b_rekmg, en volgens de brekingswet:
sin pc
sin Py

— n = constant = den brekingsindex.

Nu staat echter: :
sinpc :sinca= CP : PE, en:

sin pyc 2 sinca = CP, : P,E, dus:
sinpe . CP .CP,

sinpe —PEPE- "1

Denkt men de lijn @ een ooge’nblik‘evenwijdig aan’ de normaal c,
dan valt C in het oneindige; CP en CP, worden oo, met een ver-
houding - 1, en men vindt: : :

PIEPE_—_III
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- In een noot onder aan de pagina -merkt M-6'b iusiop dat-ditde
-vorm is waarin Snellxus de brekmgswet het eerst -heeft uit-
.geSproken : :

+Nu" hebben " wij echter afgesproken dat het punt E vlak bu D
zou liggen; men kan dan, met een nauwkeurigheid die: voor: alle
«doeleinden -toereikend is, de evenredigheid: = = . -

CP c_p"’_ wil
PE PE "
vervangen door: . _
CP CP, S
PD PD= = (CDPP,)) =n:1, _ :

waar (CDP P,) de dubbelverhouding der 4 punten C, D, P, P,
voorstelt. Nu was P een Willeke_ui"ig punt; de punten P en P;, voor-
werp en-beeld, liggen dus altijd 266, dat zij met C en D een con-
stante dubbelverhoudmg vormen, d.w.z.? de reeks P i der voor-
werpen, en Py . . . . der beelden, vormen twee pro;ectzeve punten-
reeksen met de dubbelpunten C en D. '

Dat de punten C en D dubbelpunten zijn, is onniiddellijk in te
zien: Stralen die in D opvallen, en hier gebroken worden,’ gaan van
D uit verder, en stralen die uit C komen, gaan. ongebroken door,
en geven dus een virtueel beeld in C; in beide gevallen vallen P
en P, samen. :

Beweegt P zich in Fig. 15 naar D toe, dan nadert CP : PD tot
— oo; dus moet ook CP, : PiD tot — oo naderen, d.w.z. ook Py
beweegt zich naar rechts. De beide reeksen P . . . .en Py.. . . .
hebben dus gelijkheid van zin (vgl. § 12, p. 60). Voor het geval
dat men de dikte van de brekende middenstof wil verwaarloozen,
moet men het onderscheid tusschen de punten C en D laten ver-
vallen (vgl. § 12, p. 60) '

22. Volgt onmiddellijk op de eerste brekende middenstof een
tweede (die echter 66k wel weer lucht kan zijn), dan werken de
punten P; nu als voorwerpen, en brengen een reeks beelden P,
voort die projectief is met de reeks P, en daardoor ook met de
reeks P ... . Sluiten dus n brekende middenstofféen aan elkaar, dan
zal de reeks der beelden P,, . . . . altijd nog projectief zijn met dé
reeks P, . . . ., en altijd nog met gelijkheid van zin,
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Die - Veroffentlichung dieser deutschen Uebersetziing macht auch
uns das Lehrbuch der Differentialgeometrie von V. Hlavaty zuging-
lich, dem Prager Universitatslehrer, der als tatiger und fruchtbarer
Bearbeiter der neuen differentialgeometrischen Gebiete bekannt ist.

Hier handelt es sich indes um die klassische Differentialgeometrie,
d.h. die metrische Theorie der Kurven und Flichen im gewdhnlichen
‘Raum. Und es handelt sich auch um eine umfang- und inhaltsreiche,
aber elementare Darstellung, die beim Leser nur die Kenntnis der
gewohnlichen analytischen Geometrie des Raumes (und der Infini-
tesimalrechnung) voraussetzt. Als Werkzeug fiir die Auseinanderset-
zung und Untersuchung benutzt Verfasser die Vektorrechnung und in
der Flachentheorie in Verbindung mit krummlinigen Bezugssystemen
auf einer Fliche die Tensorrechnung von Ricci.

Das Werk von Hlavaty ist ausfiihrlich und wohlgeordnet nach
Anlage und Darstellung. Zahlreiche Beispiele und Nebenresultate (die
nicht selten neu sind oder doch wenigstens zum erstenmale in einem
Lehrbuch auftreten) erldutern zweckmissig die allgemeine’ Theorie
und verdeutlichen sie an konkreten Fillen, ohne dass dabei der rote’
Faden der Entwicklung verloren geht. Er vermehrt so in niitzlicher
Weise die Reihe der Lehrbiicher; die geeignet sind, tur dleses Gebiet
eine gute Grundlage und Einfiilhrung abzugeben.

Der Verfasser tragt dazu, in den allgemeinen Gesichtspunkten und.
auch in der Auswahl und Anordung der auseinandergesetzten Begriffe:
und Ergebnisse, eine ausgesprochen personliche Note bei: die Note
eines praktischen, wirklichkeitsnahen Geistes, der andererseits }ier-'
vorragend zu organisieren und analysieren versteht. .

Zusammenfassend sei gesagt: Das Werk entspricht ausgezelchnet
den vorwiegend didaktischen Zielen, die es verfolgt. Seine Lektiire,
mit der gleichen unermiidlichen Geduld unternommen, mit der Ver-
fasser den Weg vorgezeichnet hat, wird von unzweifelhaftem Nutzen
fir jeden sein, der die Differentialgeometrie-und ihre modernen For-
schungsmethoden kennen lernen will. . . — S
' (E. BorRTOLOTTI).



VORWORT DES UBERSETZERS.

" Als mir der ehrenvolle Auftrag erteilt wurde, die Redaktion der
vorliegenden Ubersetzung zu iibernehmen, gemahnte mich die Lek-
tiire des Originaltextes mehrfach an ein berithmtes Buch: H. Weyls
,,Raum-Zeit-Materie’ (Berlin, 1923 in 5. Auflage bei J. Springer).

Je grofer die Gefahr einer trockenen und langweiligen Manier fiir
eine -deduktive und streng systematische Darstellung eines wissen-
schaftlichen' Gebietes ist, desto grofler der Reiz, wenn es trotzdem
gelingt, diese Klippen zu vermeiden. Nun gar im Falle eines Lehr-
buchs fiir geometrisch interessierte Studierende mittlerer Semester!
Hier galt es drei Dinge unter einen Hut zu bringen: Formalismus,
Piadagogik und geometrischen Inhaltsreichtum.

Der deduktiv-systematischen Leitmotive halber konnte der Forma-
lismus des Vektor- und insbesondere der-des Tensorkalkiils unméglich
in einen riickwirtigen ,;,Anhang”’verbannt werden. Er mufte vielmehr
stets (vornehmlich im zweiten Kapitel) in den niaheren Vordergrund
gestellt werden. Offensichtlich gewinnt der formale Apparat des Ten-
sorkalkiils padagoglsch sympathlschere Zuge, wenn man ihn in wohi-
begrenzten Dosen verteilt. Deshalb (und immer natiirlich auch aus
systematischen Griinden-Verweilen auf nullter bzw. erster Differen-
tiationsstufe der Flichenmetrik) wurde die Entwicklung des Tensor-
kalkiils im zweiten Kapitel zweimal absichtlich unterbrochen (durch
den dritten und fiinften Abschnitt). Es sollte sofort gezeigt werden,
wozu der entw1ckelte Formahsmus benotigt wird und was.er zu leisten

vermag. Dabei wird mit. Christoffelsymbolen einerlei Art g; 2
u
operiert, was man wohl auch als eine Vereinfachung der Symbolik

ansehen kann. D1e Indexstellung wurde dem Weylschen Muster an-
i
gepalit (% 2 g an Stelle von g ”E), dagegen am Klammersymbol
I . v ) .

festgehalten, da Weyls Dreizeigersymbole I}, in der Fachliteratur
einem allgemeineren Falle vorbehalten worden sind.

Das zweite Kapitel des Buches, mit welchem die Fliachentheorie
beginnt, ist, wie der Kenner sogleich bemerkt, von der Tendenz be-
herrscht, von der Existenz eines dreidimensionalen euklidischen Ein-
bettungsraumes fiir die in Rede stehenden Flachen weitgehendst zu
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abstrahieren. Ein solches Programm restlos durchzufiihren, wird wohl
stets aus padagogischen Griinden unmoglich sein. Gleichwohl ist es
gelungen, den Begriff des Gauschen Kriimmungsmales vor dem der
Flachennormalen einzufithren, da die entsprechend préparierte
Kenntnis der sgn. kovarianten Differentiation auf dem Wege iiber
ein bekanntes Lemma von Ricci dazu auf wenigen Zeilen Gelegenheit
bietet. Dagegen muBten wegen der wiederholten Verwendung des
Radiusraumvektors r(£§) der Punkte einer Fliche gewisse ,,Residuen’
der Vorstellung eingebetteter Flichen auch im zweiten Kapitel des
Buches erhalten bleiben. Um die hier wichtigen Begriffsunterschiede
dauernd zu distanzieren, wurden stets ,,Vektoren” und ,,Raumvek-
toren” unterschieden. Insbesondere erscheinen so im ersten Kapitel
des Buches, welches der Kurventheorie gewidmet ist, lediglich ,,Raum-
vektoren’ (auch hier ,,Vektoren auf der Kurve”, d.h. also (einkom-
ponentlge!) Tangentenvektoren zu unterscheiden, wiirde man gewiB
fiir eihe terminologische Ubertreibung ansehen miissen), wobei eine
gewisse sprachliche Schwierigkeit hinsichtlich der Ubeérsetzung des
hier in der tschechischen Sprache sehr gute Dienste leistenden Wortes
,,usecka nicht verhehlt sei.

Die. bekannten groBen Vorteile tensorieller Darstellung, allge-
meiner Charakter der Koordinatenwahl bei invarianter Formulierung,
kommen natiirlich auch den- welteren Kapiteln ¢I1I) und (IV) der hier
entwickelten Flichentheorie zu Gute. Dies wird man z.B. in der Be-
handlung der Kriimmungslinien oder auch gelegenthch der Unter-
suchung der W-Flichen bemerken. .

In gruppentheoretischer Hinsicht -handelt es sich beziiglich der
Auswahl dés Stoffes naturgemaB bis auf germgfuglge Ausnahmen
(z.B. in § 2 des dritten Abschnittes von Kapitel (III), oder auch in
§ 4 des vierten Abschnittes von Kapitel (IV)) stets um bewegungs-
invariante Differentialgeometrie. Dagegen konnte die Darstellung
nicht immer auf reelles Gebiet beschriankt werden, da dies ja seit Lie
und WeierstraB’ Tagen unmoglich geworden ist, will man nicht die
Behandlung der so wichtigen und interessanten Klasse der Minimal-
flachen vernachlassigen, ganz abgesehen von Grundeigenschaften der
Winkelmetrik auf Flachen, der konformen Abbildung usw.

.................................

...............................

Prag, im "Vorfriihling 1939. _ M. PINI;.



Probeseite.

Figur (2, 2) -

Ry E G Ry :
@, 17c)-—1N—\/E(1, )2 == G \/E(I—E)ﬁ.lg_\/‘—q

Setzen wir in diese Gleichung fiir ;E lg /G aus (3, 5c) vom

dritten Abschnitt des dritten Kapitels (S. 391) ein, so erhalten
wir den in (2, 14a) angegebenen Ausdruck. Analog 1aflt sich
(2, 14b) beweisen.

Aus diesen Hilfssatzen folgt geradewegs

Satz (2, 8). Den Hauptkurven der Evolventen entsprechen auf der Evo-
-lute kon]uglerte Kurven.

Bewels.v In Hauptparametern gilt (2, 14) und somit ist insbesondere
iM =0, d.h. die zugehérigen Kurven auf der Evolute iIT sind
konjugiert

- Als weitere Anwendung des oberen Satzes konnen wir den fol-
genden Satz beweisen.

Satz (2, 9). In Hauptparameiem gilt- fur das Krummungsmaﬂ K der
Evolute 1T

DRZ ] DRI

1w o, 1w
218 K=—R—Ry R’ =" ®—FROIR,
u oD
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Denken wij voor. ons . stelsel brekende mlddenstoffen eens de
brandpunten F en G (§ 13, p. 61), wier toegevoegde in het onein-
dige liggen, en dle dus de ,,tegenpunten” der prOJectneve reeksen
P,...en P,,, .. .zijn, “dan moet, als we nog een tWeede stel toe-
gevoegde punten Q, Qn toevoegen ' I ot

(PQF ) = (P,Q, ©G), dus:
PE_0Q,G
-QF PG’
PF.GP, = QF. GQ , = constant = f?
zijn (§ 13, p. 61), wat inderdaad vroeger onze grondbetrekking
geweest is. '

Moébius lost nu nog allerlei theoretisch belangrijke vraag-
. stukken op, bijv.: Bij één brekende middenstof uit den brekings-
index n de plaats der beide brahdpunten Fy, G, en de grootheid
f1? te bepalen. Indien dit vraagstuk ook voor een tweede midden-
stof is opgelost, het op te lossen voor de beide middenstoffen
tegelijk. Afzonderlqke formules op te stellen voor een-lenzenstelsel,
d.w.z. voor het geval dat de le, 3e, Se middenstof enz. uit lucht
bestaat. Voorwerpen te beschouwen in vlakken loodrecht op de
as, en de vergrooting te bepalen. .

Wij gaan al deze kwesties met stilzwijgen voorbij, en eindigen
met de volgende opmerking, de verrekijkers betreffende.

Wij vonden in § 11, Fig. 12 dat de flguren in het vlak door A

of:

homothetisch waren voor het punt P,, deze met hunne beeldpunten
in het vlak door A, homothetisch voor Ps, enz.; hieruit volgt ge-
makkelijk dat ook de punten in het vlak door A; en hunne beeld-
punten in het laatste vlak, dus door A,, homothetisch zijn, en als
we nu met een verrekijker te doen hebben, dan worden (§ 14, p. 63)
alle afmetingen loodrecht op de as vergroot in reden van-1 : N, ,,.
Daarentegen worden de afmetingen in de as (§ 14, p. 63) vergroot
in reden van 1 : N2__,, dus in het algemeen in een andere reden.
Ligt dus in Fig. 12, p. 55 rond om A een vlakke figuur, dan wordt
het ‘beeld om A, gevonden door, zeggen wij de x-codrdinaten in
een bepaalde verhouding te veranderen, en de y-codrdinaten in een
andere. Maar dat is juist de manier waarop Euler in zijne ver-
handeling: ,,De’ Similitudine ‘et Affinitate Linearum Curvarum”,

6
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in ,,Introd in Anal Inf.” T II Cap XV[II de Affzmte:t gedeﬁmeerd
heeft '

, 23 M V] b ius spreekt in zqn drie verhandehngen nergens ‘over
de zoogenaamde ,,naderende breuken,” van' zijn . kettmgbreuken,
:met behulp waarvan men het als kethngbreuk gegeven getal syste-
matisch hoe langer hoe beter kan' benaderen, en die vooral voor
oneindige kettingbreuken van groot belang zijn, omdat deze altijd
irrationale getallen voorstellen, en een irrationaal getal natuurlijk
slechts door rationale_breuken te-benaderen. is.. Zooals bekend is,
geven de naderende breuken der kettmgbreuken de. beste naderende
breuken die mogelnk zijn, wat eenvoudig zeggen wil dat md1en

: bnv fq)—een naderende breuk eener. kettmgbreuk is voor een getal x\

het onmogelijk 1s dif getal beter te benaderen door een andere
breuk, wier noemer kleiner 1s dan q; 1mmers ‘dée noemer eener
breuk bepaalt de comphcatle de te l ler is daarvoor onverschllllg
Zoo is. het bnv onmogelnk het getal 7 beter te benaderen dan door
de breuk 22 met behulp van een breuk, wier fioemer kleiner is dan
7, en 00k n1et door een breuk d1e nauwkeurlger is dan $5%, en eeri
kleirieren noemer heeft.

... Met ‘behulp van onze hakenuxtdrukkmgen ZUn de" naderende
bréuken gemakkeh]k toe te voegen Schn]ven w1] de kettmghreuk
dulde]nkhendshalve in den vorm ' T :

X x= (ao, a1, a : .‘),

-dan is’ de eerste naderende breuk natuurlnk (ao) == al;,-;jdus o

e S0
_De tweede is; L
.1’2 (a a) - 1 _ 4. [al] [a]
e e a _ 1 ‘Iap‘“l—"l : [“o: al] [“01“1_[]
N -ol. a .
. 1 1
_Pa = (“o» a “2) = = =
VEY - a 1 a as
o : b (R alaz—l
. al"'"'_ AN
L . _ . ay
s - “1A "‘1 __ ag, a] [“1]“2“‘[]

“oalaz ay—a; [@g, 4y, @) o [“p» a,] a;— [ao] -
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“:Zoo- Voortgaande, vindt men:

bs_ [, 4y a5] _ (&, a5]a, — [a,] ) ‘-E;‘IZ.
9 (@0 1, a5, a5]  [ay, a3, ;] a3 — [a4a,]
Stellen wij: . ... ... - e
?4 Pst3— ﬁz dan lS
G593 — gy’
ST 752 = [“1] s b= [“’1» “2]

[“o: “1] 9 = [“o» “1: “2] TS

Maar dan kan men ook ﬁ“ den vorm geven

43
b ﬁzaz——zbl, 1nd1en men slechts stelt:
B CUE &tk s 9 F
,-751—,'[-]'__«1 ?2—[“1]
[“0] ] [aOJ aIJ ','-,:éi;i .

. Zelfs kan men, nog verder terug. gaan en schn]ven
o L it
T g2 18— 4,

indien men slechts stelt: : _
$o=0 ’ 1’1=[]=1:
A 9o=1[1=1, gq1=1[a,.
Nu den anderen kant opgaande, zullen wij vinden:

¢n+1 —_ Pnan‘pn—l — [al’ cee an—l] Ap— [a]r T “n—z]
9n+1 90 — Gn— [“0» Ay e e an—l] Ay — [“o Ay..... an—2]

waaruit de algemeene uitdrukkingen volgen:

Pn=1[ay,....a,4]
In = [am Ayseens an—l]:
met de toevoeging: P0=0, p1=1,
- o=1, 9, = [a,).

Is de kettingbreuk eindig, dan is de laatste naderende breuk
natuurlijk het getal x zelf; dit was het geval bij de grootheid b,
uit § 10, p. 58, en inderdaad klopt de, met behulp van hakenuit-
drukkingen gegeven, vorm voor b, volmaakt met dien van Pns1s
indien men binnen de haken de volgorde der letters slechts om-.
keert. '

Ook vinden wij hier onmiddellijk het bekende kunstje terug, om
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uit te rekenen.
Men trekke twee horxzontale lunen

§

do al az ag.... d4.... .':,I. '.'.':.4:1
0 1 [“1] [“1: a,] . '[a1,ay as]

1 [ay] [“0» al] [ao» ay, az] [ao; a1, a5, 4]

en schrijve daarboven de quergetallen Qo, ra,, @, . . ., dan onder
1’° ~, en onder a, 2 dan wordt:
®q0 1 71 [ ()

Pa=a.1 -0, 42—“1[“0]—_1,
dus van @; naar beneden tot 1, en dan naar iinks en van a; naar
beneden tot [ao], en dan naar links. En zoo vervolgens steeds van
boven naar beneden, en dan naar links. Dus voor x=(1,2,34,
. .) bijv.: a




BOEKBESPREKINGEN.

Raymond Clare Archibatd, Outline of the history of .
mathematics.. Fourth Edition Revised, and Enlarged.
The Mathematical Association of Amenca, Inc. Oberlm
Ohio, 1939. 66 blz. : - .

Van het practische werkje van Prof. Archibald, dat in Amenka
'veel als grondslag voor cursussen in de geschledems der wiskunde
wordt gebruikt, verscheen een vierde, herziene en uitgebreide uit-
‘gave, die het weer geheel op de hoogte van den tijd brengt. Opnieuw
zal’ het daardoor veel nut kunnen .stichten. De_ -zeer.uitvoerige en
zorgvuldig bewerkte litteratuurlijst vormt een belangrijke bron van
informatié -voor. ieder, die zich over de geschiedenis van een der
behandelde onderwerpen wil orienteeren. - E. J. D.

Prof. Dr. A. D. Fokker, Over het magnetisme. Zater-
dagmiddagvoordrachten in Teylersstichting. Overdruk
uit Archives du Musée Teyler. Série IlII; Deel IX.
52 blz.- 28 fig. gr. 8°. ’s-Gravenhage. Martinus Nijhoff
1939. f 1.—. -

Het is voor velen een steeds weerkerend genoegen de natuurkun-
dige voordrachtireeksen in het Teyler Museum te Haarlem bij te
wonen, Hierbij denk ik vooral aan leraren, die vaak door hun drukke
werkkring niet in staat zijn véel contact met de wetenschappelijke
centra te onderhouden. Zij kunnen 'dan over een bepaald onderwerp
weer eens het nieuwste horen, waardoor hun belangstelling wordt
onderhouden, Velén zullen echter om een of andere reden verhinderd
zijn en voor.dezen is het gelukkig, dat van de voordrachten een
verslag wordt uitgegeven. Zij kunnen dan toch nog kennis nemen
van de besproken onderwerpen.

In 1938 heeft Prof. Fokker een drietal voordrachten gehouden over
het magnetisme, waarvan thans het verslag verschenen is. Achter-
eenvolgens worden besproken: Magnetisme in de Oudheid. Aard-
magnetisme en kosmische electrische stromen. Magnetische inwer-
king op vrije atomen en ionen. Magnetisch moment van. atoomstralen.
Magnetisch moment van ionen in paramagnetische stoffen. Paramag-
netische susceptibiliteit 'en temperatuur, Paramagnetische en diamag-
netische stoffen. Ferromagnetisme. Gebruik van wiskundige afleldm-
gen is hierbij geheel vermeden.

Vergelijkt men de inhoud dezer voordrachten met die, welke Lorentz
in 1921 -over hetzelfde onderwerp hield, dan’ blijkt dat onze kennis
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van de magnetische verschijnselen enorm is toegenomen. Verschil-
lende problemen, die toen nog niet behandeld konden worden zun
thans geheel of gedeellelijk tot oplossing gebracht.

Voor belangstellenden in de problemen der moderne natuurkunde
worden deze voordrachten ten zeerste aanbevolen, F. B.

A. Gloden. (prof. a ’Athénée de Luxembourg) Sur les
égalités multigrades, avec une préface de M. Maurice
Kraitchik. 1938, Imprimerie de la Cour Joseph Beffort.
Luxembourg. 91 p. Prix 25 frs. belges.

" Een ,,égalité multigrade vraie aux r degrés n,, n,, . . . n,” wordt
gedefinieerd door een diophantisch simultaan systeem van de
gedaante
Q X X - R
. Zak=zb: (x=n1» Ny, . .. 1) ) (1)

k=1 (=1

De grootheden a, b, n, stellen hierbij gehele getallen voor. Voor (1)
wordt de verkorte schrufwuze

(ay, @z, . . . QY= (by, by, . . . by)® (x =ny, Ny, ... n0,) (1)

ingevoerd. Door aanvulling met de nodige nullen kan zonder beper-
king p — q worden genomen. Het hoofddoel is, zo algemeen moge-
lijke parameter-oplossingen' van het stelsel (1) te construeren.

" Voorbeeld van een parameter-oplossing voor p — 4, ¢ — 3,
.n1 — 1 Ng '— 2: ’

N ST THIWER G
104—a1+02+aav b1—02+as: b2—03+a1, by = a, + a,

a;, a, en a, stellen willekeurige gehele getallen voor (Euler-Gold-
bach). In het bijzonder wordt bestudeerd het geval n, = k. (égalités
multigrades aux n premiers degrés).

In hoofdstuk II worden algemene stellingen voor deze systemen
afgeleid. Een hoofdrol speelt daarbij stelling II die als volgt kan
worden geschreveri:

Uit (al’ aﬂr oo ap)z=.(b1’ b, . . 'bp):c (x =‘l; 2,... n) .‘IOIgt
(al,ag,_s..ap,bl'?‘l“k,.-.bp+k)x=(b1,b2,...bp, .
eyt kaytk.o.a+kPF(x=12,....n+1)

Dit theorema is dus in zekere zin een existentie-theorema, want
hierdoor wordt het bestaan aangetoond van gelijkheden voor wille-
keurig hoge waarden van n. Verder wordt o.m. aangetoond (Th. III),
dat p > n moet zijn (uitgezonderd in het triviale geval a;, = b;
(i = 1, 2, ... p). Ook worden. verschillende stellingen afgeleid
voor het geval, 'dat x de eerste n even, resp. oneven getallen doorloopt.

In hoofdstuk III- worden de bijzondere gevallen n — 2 tot en met 7
uitvoerig nagegaan, en daarbij wordt aangetoond, dat in -al deze
gevallen de minimum-waarde van p — n -} 1. Van al deze gevallen
worden - parameter-oplossingen geconstrueerd, uitvoerig toegelicht
door getallenvoorbeelden, Speciaal voor.n = 2 en n — 3 wordt de
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volledige - oplossing van het gestelde probleem bereikt, daar de bij-
behorende ‘parameteroplossingen alle mogelijke gevallen insluiten.
In hoofdstuk IV worden de gevallen n > 7 in het kort besproken.
Men is er nog niet in geslaagd in dit gebied de minimum-waarde
van p tot n 4+ 1 te reduceren. Voor n — 8 geeft de schrijver. het
volgende voorbeeld van 10 termen:- - °~ - - U )

(1,5,11,24,28,30,42, 47,58,50)7 = (2,3,14,19,31,33,37,50, 56,60)
’ T ’ (x=1,2,....;7,8)

Deze onderzoekingen zijn door den schrijver uitgevoerd tot n — 24,
Het meest recente resultaat voor de laagste daarbij gevonden waarde
van p is 400 (Januari 1939). In de hoofdstukken V en VI worden
nog speciale ,égalités multigrades” en daarmede samenhangende
problemen beschouwd. Hoofdstuk VII biengt onderzoekingen over
,chaines multigrades”. Onder een ,,ch. m. vraie aux s degrés nj,
ns,...ng wordt verstaan: :

(al, az, « . ap)x-——(bl, bZ e bq)‘”:((‘l, C2, cee Cr)m———.... (x=n1, nz,..- ns),

Ook hiervan worden parameter-oplossingen gegeven.

Het boek besluit in hoofdstuk VIII met toepassingen der é.m. op
algebraische vergelijkingen en de numerieke berekening der logarith-
men. Tenslotte wordt gewezén op betrekkingen met het probleem
van Waring. Moessner en Schulz hebben de volgende ‘identiteit op-
gesteld: . ' ‘ ' o

(2, 12, 18, 19, 29, 35, 39)8=(3, 9, 20, 21, 26, 37, 38)". '

Door beide zijden met de 8ste macht van het zelide willekeurige
getal te vermeerderen, blijkt hieruit, dat er oneindig velé getallen
zijn, die op minstens 2 manieren als som van 8 achtste machten zijn
te schrijven. Dit feit, en analoge resultaten voor p — 9 en p = 10
leveren het bewijs van bijzondere gevallen van de in 1925 door Hardy
en Littlewood opgestelde hypothese, dat er oneindig vele gétallen
zijn, die op’2 of meer manieren als som van k kde machten zijn te
schrijven. De auteur eindigt met het annonceren van nog meerdere
gebieden, waafop deze theorie kan worden toegepast. o '

Het boek wordt voorafgegaan door een voorwoord van ‘Kraitchik.
Deze bekende specialiteit op het gebied van numerieke berekeringen
merkt daarbij terecht op, dat dit boek het enige is, dat over . dit
weinig ontgonnen gebied :handelt. De hierin behandelde uiterst - ele-
mentaire onderzoekingen dateren voornamelijk uit de laatste -jaren.
Ze zijn eerst bekend geworden uit tijdschriftartikelen’ Van ‘Tarry,
Escott, Moessner, Gloden_ en ‘tal van anderen. Het boek van Gloden
is zeer elementair van opzet, en zeer duidelijk- geschreven. Wij kufi-
nen daarom dé studie van.dit werkje aan ieder, die zich wenst te
‘orienteren .op dit, gebied, dat sedert enige jaren 0ok in ons land de
aandacht begint te trekken, van harte aanbevélen. De lezer zal uit
dit boekje een volledige kennis kunnen verwerven van datgene-wat
gepresteerd is:op dit elementaire, maar.zeer aantrekkelijke®‘terrein,
dat -nog -in vele richtingen’kan worden:uitgebreid:en verdiept.. - i

SO P15 1 .84 C vidan Vieenls
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. 'Dr. E. Voellmy, Fiinfstellige - Logarithmen- und
Zahlentafeln.*) Ziirich, Orell-Fiissli Verlag, 1939. 184
blz. Fres. 4,50; RM. 2,70. °

Deze keurig uitgevoerde tafel voor schoolgebruik bevat de gewone
logarithmen en de logarithmen _ der goniometrische functies in vijf
decimalen, de waarden der goniometrische functies in vier decima-
len, voorts opgaven- van quadraten, wortels, enz., natuurwetenschap-
pelijke constanten, en uitgebreide tafels voor berekeningen op het
gebied van waarschijnlijkheidsrekening en verzekeringswiskunde
(machten van e, faculteiten tot 30! en binomiaalcoéfficiénten, rente-
tafels, sterftetafels). Merkwaardig is eene duidelijke graphische voor-
stelling van de relatieve fout bij de benaderingen sin x = X, tg X = X
en tg x — sin x. Een portret van Jost Buergi (1552—1632), den Zwit-

serschen voorlooper van Napier, is tegenover het titelblad geplaatst.
: ' J. H. S.

S. Snijder, Een nieuwe uitgave van het periodiek
systeem. — P. Noordhoff N.V., 1939. Groningen,
Batavia. — f 0,75. '

Deze uitgave bestaat uit een geheel nieuwé voorstelling van het
periodiek systeem der elementen, op stevig papier in kleurendruk
uitgevoerd, met handleiding. Ze is in de eerste plaats bedoeld voor de
gebruikers van het Leerboek der Scheikunde van A. E. van Arkel
en H. G. S. Snijder. Daar dit leerboek geheel gebaseerd is op bouw
der atomen en periodiek systeem, is het voor het gebruik ervan noo-
dig de verschillende gegevens over electronen-structuur der atomen
steeds bij de hand te hebben. In het Leerboek zijn deze gegevens wel
in tabellen te vinden, maar de moeilijkheid bleef, dat men dikwijls
verschillende tabellen moest raadplegen. De ontwerper van deze
nieuwe uitgave heeft nu getracht de gegevens van deze tabellen in
het periodiek systeem zelf op te nemen, en met succes. Zoo is het
mogelijk met één blik de electronen-configuratie van ieder atoom fte
overzien. Hiertoe zijn afgesloten groepen van 2, 8, 18 en 32 electro-
nen aangegeven met gekleurde stippen op kwartcirkels, die de elec-
tronenschalen voorstellen. (De oranje stip is, wat kleur betreft, niet
erg geslaagd). Bijkomende electronen worden met cijfers op de be-
treffende schaal aangegeven. ’

Behalve de electronen-verdeeling is bij ieder atoom nog genoemd
atoomnummer, atoomgewicht, positieve en negatieve valentie, en de
stralen van ionen .en atomen (voor zoover bekend). Een bijzonder-
heid van dit nieuwe systeem. is verder, dat de nevenreeks-elementen
in afzonderlijke hokjes staan, waardoor het speciaal karakter van
deze elementen ook meer in het oog valt.

Ofschoon oorspronkelijk alleen ontworpen voor de gebruikers van

1) Maakt deel uit van het Unterrichtswerk des Vereins Schweize-
rischer Mathematiklehrer, waarvan reeds verscheidene deelen in
,Euclides” besproken zijn. XIlI, 166, XV 42, 147.
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VOORBERICHT BIJ DE ACHTSTE DRUK.

Deze herdruk wijkt sterk af van de vorige; het boek is, ook in
letterlijke zin, geheel opnieuw geschreven; het is niet doenlijk alle
of maar een deel van de veranderingen aan te geven. We willen
‘volstaan met het volgende.

De grondslagen zijn in het boek behoorlijk gelegd; voor een eerste
beoefening ruimschoots voldoende. Aan het eind van de studie kan
degene, die behoefte gevoelt aan een stevige axiomatische grondslag,
bevrediging vinden in hoofdstuk XXIII en in het daar genoemde
boek van Prof. VAN DER WAERDEN.

De volgorde van de stof is in deze druk zo, dat tot en met hoofd-
stuk XVIII de gewone vlakke Meetkunde wordt afgedaan, maar
niet in de oppervlakkige behandeling van de schoolboeken. In die
eerste 18 hoofdstukken zal men in theorie en vraagstukken en voor-
beelden heel wat vinden, dat enkel past in' een studieboek voor
volwassenen, hetgeen dit boek wil zijn. Daarna komen de hoofd-
stukken XIX, XX en XXI met leerstof, die in het bijzonder tot
de eisen voor de akten Wiskunde L.O. en Kr behoort. Daartoe
rekenen we ook, wat we schreven over maxima en minima in het
nieuwe hoofdstuk XXII; § 195, het waardige sluitstuk van dit
onderwerp, behoeft men o.i. voor deze examens niet te kennen.

Weggelaten is de meetkundige behandeling van ellips, hyperbool
en parabool; daarvoor wordt verwezen naar

P. WupeNEs, De kegelsneden voor het M.O. (80 ct.),
J. VEmsLuys, De meetkunde der kegelsneden (f 1,90),
Prof. Dr. J. G. RurGErs, De meetkunde der kegelsneden (f 5,—).

Het eerste geeft voldoende voor de candidaten Wiskunde L.O.,
die er gaarne iets van willen weten; het tweede geeft genoeg voor
de akte Wiskunde Ki.

Wij hebben gemeend in dit boek niet enkel theorie en vraag-
stukken te moeten geven, maar ook leerzame voorbeelden. Men vindt
volledige uitwerkingen van vraagstukken en van werkstukken en
men leert, hoe men meetkundige plaatsen opspoort en naar den

" eis behandelt. Het aantal voorbeelden is niet minder dan 94, die
samen ongeveer 100 bladzijden beslaan.



Van de figuren uit de vorige druk zijn er o.a. 85 vervallen wegens
het weglaten van de kegelsneden; toch is het aantal in deze druk
nog 82 groter dan in de vorige; de 590 figuren, waarvan de meeste
nieuw zijn en die opzettelijk op kleine schaal zijn getekend, beslaan
samen met de onderschriften minstens 75 bladzijden.

In de zevende druk stonden ongeveer 900 vraagstukken, waarvan
er heel wat als te eenvoudig gemist konden worden; deze.zijn dus
geschrapt en vervangen door andere, die meer in overeenstemming
zijn met het peil yan het boek en van de examens voor de beide
akten Wiskunde en met de opzet het werk tot een Leerboek der
Vlakke Meetkunde te verheffen. In deze achtste druk vindt men
985 vraagstukken; vele daarvan zijn onderverdeeld in a, b, c.. .,
zodat het aantal eigenlijk wat groter is. De antwoorden met aan-
wijzingen en korte oplossingen verschijnen tegelijkertijd met het boek.

In de theorie, in de voorbeelden en in de vraagstukken vindt men
verscheidene klassieke vraagstukken; deze kwamen in de vorige
druk niet voor; men zie de eigennamen in het register.

Voeg bij dit alles nog het belangrijke hoofdstuk XXIII, de histo-
rische aantekeningen en het uitgebreide register, dan is daarmee de
grotere omvang grotendeels verklaard. Het is echter minder deze,
dan wel de meer strenge mathematische en logische opbouw, die

- deze druk onderscheidt van de vorige en hem stempelt tot een
handboek van de Vlakke Meetkunde. Deze hoedanigheid maakt,
dat het werk tevens als leidraad kan dienen voor hen, die het vak
dagelijks moeten onderwijzen en waarvan zeer velen van de Lagere
Meetkunde weinig meer hebben gez1en, dan wat een of ander school-
boek geeft. S :

We verwachten, dat dit boek door zijn rijke inhoud tevens in de
smaak zal vallen van de velen, die uit pure liefhebberij zich met de
Vlakke Meetkunde bezig houden en voor wie een schoolboek niet
voldoende geestelijk voedsel biedt. :

Verder zeggen we nog iets voor de grote klasse van gebruikers,
de studerenden voor de akte Wiskunde L.O. en hun opleiders.
Ten eerste: enige toevoegingen zijn opgenomen, omdat de examens
die eisten. In 1988 werd behalve naar de gewone stof gevraagd naar
de volgende onderwerpen (de lijst is niet volledig): negenpuntscirkel,
rechte van WALLACE, de raakproblemen, het punt van NAGEL, isogo-
naal verwanten, symmedianen, het punt van LEMOINE, de cirkels
van APoLLONIUS, de punten van BROCARD, orthogonaal en
diametraal snijden, harmonisch viertal, cirkelbundels, volledige
vierhoek; inversie; zelfs naar cirkelnetten werd gevraagd. Enige
van deze onderwerpen zocht men in de vorige druk tevergeefs.



Bij een eerste bestudering zal men goed doen de theorie in kleine
letter over te slaan. Aan oplelders wordt de raad gegeven vooraf
de stof en de vraagstukken na te gaan, opdat ze weten, wat ze van
hun leerhngen zo_geheel verschillend in aanleg, kunnen eisen; of
ze een of ander zullen overslaan of dat ze hun bij de eerste keer reeds
de volle maat kunnen geven; wij voor ons vinden het laatste niet
wensehjk De opleider stelle zich tot taak enige schifting te maken
in de vraagstukken van dit boek; aan de hand van de oplossingen:
zal hem dat niet moeilijk vallen. We hebben niet de meer moeilijke
op een of andere wijze aangegeven; het is nl. al gebeurd, dat vraag-
stukken, die we met een sterretje hadden gemerkt (dat betekende
voor' L.O. overslaan) op het schrlftehlk examen L.O. werden op-

_ gegeven

" Gaarne spreek ik hier mijn dank uit aan mijn medewerkers
-HARLAAR en HERREILERS voor alles en dat is heel veel, wat zij
aan dit boek hebben gedaan. Mén beschouwe het werk als de vrucht
van onze innige samenwerking. Wij alle drie houden ons aanbevolen
Voor op- en aanmerkmgen, die dit werk ten goede kunnen komen,
van alle gebruikers, ook van studerenden dus.

"De historische aantekeningen zijn van de hand van Dr. E. J.
DIJKSTERHUIS, wien we gaarne dank brengen voor zijn steeds weer
betoonde bereldwﬂhgheld mede te werken in het belang van de
Wlskunde i het algemeen en van haar geschiedenis in het lezonder

Amsterdam, Juni 1939. ' P. WIJDENES.
Jap. Obrechtstraat 88.

Met goedkeurmg van Dr. MOLENBROEK wordt het herzienin gs-
recht op dit werk door ondergeteekende uitgeoefend buiten eenige

Verantwoordelljkheld van Dr. MOLENBROEK voor inhoud en vorm.
P. W.



Proefpagina.

§ 192 XXII. Maxima en minima. 557

Hieruit zien we, dat de minimumwaarde van r gelijk is aan h(1/2—1);
de driehoek B A C is dan gelijkbenig.

Opmerking. Uit dezelfde constructie blijkt ook, dat 2r <h
moet zijn, dus 7<<1/,h. Hieruit volgt echter niet, dat!/,h de maximum-
waarde van 7 is, doch in tegendeel, dat r geen maximum heeft. Is
nl. » =1/,h, dan is de drichoek ontaard, daar nu een der hoek-
punten B en C in het oneindige verdwijnt; r kan dus wel van de kleine
kant onbepaald tot !/;h naderen, maar mag de waarde 1/;h zelf niet
aannemen.

We geven ook hiervan nog een minder eenvoudig voorbeeld.

Yoorbeeld 90. Gegeven zijn twee snijdende cirkels (M, R) en (N, r);
P is een van hun snijpunten. Trek de rechte P A B (A4 op cirkel (M, R)

en B op czrkel (N, 7)) =0, dat PA.PBw groot mogelijk is.
(Mond. ex. K1 1936)

Opl. We proberen eerst de rechte P A B zo te bepalen, dat PA PB =a?
is, waarin a een gegeven lijnstuk voorstelt. We inverteren dan cirkel
(N, 7) met P als centrum en a2 als macht, waardoor hij overgaat in een
rechte n. Heeft deze met cirkel (M, R) een punt A gemeen, dan voldoet
P A aan | het gevraagde, want snijdt P A cirkel (N, 7) nog in B, dan zal :

PA. P B = a? zijn.
De maximale waarde k van a, waarvoor de constructie nog uitvoerbaar
is, is blijkbaar die (zie fig. 566), waar-

. bij de rechte n aan cirkel (M, R)
raakt. Heeft deze raaklijn met cirkel
(N, ) het punt C gemeen, dan. is
P C = k. De rechte P B gaat nu door
het raakpunt A van n en cirkel (M, R).

—_— —_—

‘Daar nu M A en N P-evenwijdig zijn,
maar tegengesteld gericht, zal P A
door het inwendige gelijkvormigheids-
punt I van de beide gegeven cirkels
N gaan. '

Fig. 566. P A .P B is maximum. Opmerking. . Gemakkelijk is nu in te

—_— ———

zien, dat P A .'P B minimaal zal zijn,
als P A door het uitwendige gelijkvormigheidspunt van de beide cirkels
gaat.

Een methode, die nauw verband houdt met de vorlge, is dle,
waarbij men bij het opsporen van uiterste-waarden gebruik maakt
van meetkundige plaatsen. Gewoonlijk komt het zelfs hierop neer,

dat de op blz. 556 genoemde constructie met behulp van de methode
" der meetkundige plaatsen (verg. § 65) uitgevoerd wordt. Een mooie
toepassing hiervan vindt men in § 67 nr. 17; we geven hier nog een
andere toepassing.

Gegeven is een cirkel e, benevens twee punten A en B binnen die



Proefpagina.

AANHANGSEL.

HOOFDSTUK XXIIIL

Het axiomastelsel van Van der Waerden.

Maatgetallen. Oppervlakte.

A. Het aa:wmastelsel van Van der Waerden en zijn betekenis voor de
plammetne

§ 199. Het cxiomastelsel van VAN DER WAERDEN!) omvat de
volgende axioma’s 2):

I. Verbindingsaxioma’s.

- 1. 1. Door twee verschillende punten gaat één en slechts één rechte.
L. 2. Door drie verschillende punien, die niet op een rechie liggen, gaat
één en slechts één viak.
I. 8. Als een rechte met een vlak twee verschillende punten gemeen heeft,
ligt de rechte geheel in het vlak.
1. 4. Elke rechte bevat minstens twee verschillende punten.
L. 5.. Elk vlak bevat minstens drie verschillende niet op een rechte liggende
punten
L. 6. Er zijn vier verschillende punten, die niet in een vlak en niet op
: een rezhte liggen.
I. 8. °) Twee verschillende rechten in een vlak, die met een derde rechte
in dat vlak evenwijdig zijn, zijn ook onderling evenwijdig.

II. Ordeningsaxioma’s.

I1. 1. Als het punt B tussen de punten A en C ligt, zijn A, B en C drie
verschillende punten van een rechte.

1) Prof. Dr. B. L. van DER WAERDEN, De logische grondslagen der Euklidische
meetkunde,

2) We raden den lezer aan, eerst de inleiding nog eens door te lezen en ook de
definities op te slaan van de in de axioma’s voorkomende begrippen evenwijdig, halve
rechte, verlengde, enz.

3) Het ontbrekende nr. 7 houdt in, dat, als twee vlakken een punt gemeen hebben,
ze nog minstens een hiervan verschillend punt gemeen hebben. In het volledige axioma-
stelsel is I 7 overbodig, daar het uit de voorafgaande axioma’s in vereniging met die
van groep II kan worden afgeleid. De uitspraak I 7 is in het stelsel van VAN DER
WAERDEN alleen ter afronding van het stel verbindingsaxioma’s meegenummerd.
Voor de planimetrie heeft I 7 trouwens geen betekenis. .
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bovengenoemd leerboek, heeft dit systeem ook als zelfstandige uit-
gave haar volle recht van bestaan voor ieder, die als physicus of
chemicus met atoom-eigenschappen te maken heeft. Vooral denk ik
hier aan studenten in de wis- en natuurkundige faculteit. Bij gebruik
ervan zal heel wat noodeloos zoeken worden voorkomen en een meer
grondige studie van dit periodiek systeem zal het inzicht in de eigen-
schappen van de atomen zeer ten goede komen. Wij juichen deze
handige en practische uitgave ten zeerste toe.

Voor degenen, die deze uitgave naast het Leerboek van Van Arkel
en Snijder gebruiken, lijkt het mij een bezwaar, dat de periodes van
het periodiek systeem in beide een verschillende nummering dragen.
Zoo wordt de -periode H, He in het Leerboek de Voorperiode ge-
noemd en in de hier besproken uitgave Periode I en zoo vervolgens.

Dit bezwaar zal echter een vruchtbaar gebruik niet in den weg
staan. P. H v. Laer.

INGEKOMEN BOEKEN.

Van P. NOORDHOFF N.V., Groningen.

NOORDHOFF’s Tafel in vier decimalen, 4de druk, 16e—20e dui-
zendtal, gebonden. f 1.—. :

Dr. E. ]. DIJKSTERHUIS, Vreemde woorden in de Wtskundef 1,90,
gebonden f 2.40.

Dr. J. C. H. GERRETSEN, Inleiding tot een Topologische behande-
ling van de Meetkunde van het Aantal f4.90, gebonden f5.90.

NQORDHOFF’s Schooltafel - (vijf decimalen) 4de druk, 16e—20e
duizendtal, f 1.50. ,

P. WIJDENES en Dr. H. j E. BETH, Nteuwe Schoolalgebra El
10de onveranderde druk f2.25.

Naamlijst van leerlingen; enkel ex. 40 cent, 100 ex.. f 35.—; dubbel
ex. 60 cent, 100 ex. f 52.50.
Van J. B. WOLTERS, Groningen.

Dr. D. VAN DANTZIG, Vragen en Schijivragen over Ruimte en
Tijd. Een toepassing van den Wiskundigen Denkvorm f0.75



KORREL.

XLII. NAAR AANLEIDING VAN EEN MOEILIJKHEID
OVER EVENREDIGHEDEN. y

In het vorige nummer vah.E_u_clides vermeldde de Heer Schogt
op pag. 28 moeilijkheden, die zich kunnen voordoen ten gevolge
van het niet gelijkwaardig zijn der vergelijkingen

fo (x) +fe (X) =fs (x) @ fa (x)
en '
fr () - fa (%) =f2 (x) . f5 ().

Deze moeilijkheden kunnen omzeild worden door te definieren:
a : b = c : d betekent hetzelfde als ad = bc.

Deze definitie heeft nog meer voordelen boven de gebruikelijke
definitie, die verhouding en quotient 1den’nf1ceert Zo zqn vo]gens
.deze definitie ' : :

y is evenredig met x g
en '
- als y1 en y, aangenomen worden VoOr X = X, OpV. X = Xa, dan
is.steeds y1 : Yo = X1 ! X :
gelukwaardlge uitspraken. De beperkende bepaling, dat daartoe
Xs = 0 ondersteld moet worden, kan nu vervallen.

Verder is de toepassing der evenredlgheden er door soms in meer

algemene vorm mogelijk. Zo geldt nu algemeen, dat"
ax + by = ¢
{ axx + by = ¢
“strijdig’ of afhanke]ijk'zijn, als
a; 1 ay = by : b,
zonder dat hieraan de beperkende voorwaarde a, = 0 en b, == 0
toegevoegd moet worden. T

Ook mag men nu steeds de middelste termen of de uiterste
termen verwisselen, ook in het geval, dat één dezer termen gelijk
aan 0 is. '
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De afleidingen der hoofdeigenschap en der omgekeerde hoofd-
eigenschap kunnen vervallen, hetgeen de theorie vereenvoudigt.
Het enige, dat de theorie daarentegen iets moeilijker ‘maakt, is
het vervallen der transitiviteit der ,,gelijkheid”~van verhoudingen,
-aangezien elke verhouding nu gelijk aan 0 : 0 is.

-P.G..]. Vredenduln

NASCHRIFT.

Het bovenstaande is ongetwijfeld vernuftig gevonden. Maar ik
acht het een groot bezwaar (vooral van didaktisch standpunt be-
zien), dat de beteekenis van het deelteeken gewijzigd wordt. (Dit
_ zelfde bezwaar heb ik tegen de opvatting, dat2 :3 : 5 =20 : 30 50
»sz definitie beteekent 2 : 20.= 3 : 30 = 5 : 50) :
.~ . J.H.S.



DE KARAKTERISERING VAN DE GON IOMETRISCHE
- FUNCTIES DOOR MIDDEL VAN EEN
FUNCTIONAALBETREKKING '

DOOR

'J. C. H. GERRETSEN.

1. In een onlancrs verschenen zeer lezenswaardig leerboek over
dlfferentlaal- en mtegraalrekenmg van O. Haupt?!) wordt een
methode aangegeven om de goniometrische, functies arithmetisch
te definiéren, door van één dezer functies, nl. cos x op te merken,
dat de functie de volgende elgenschappen heeft:

(I) De (reele) functle vo]doet aan de functlonaa]vergelqkmg

f(x;+«y + f(x — y) — 2f(x) f(y) = 0;

(II) f(x) is gedefiniéerd voor alle reéle waarden van x;
(II) - f(x) is" afgeleide van een (contmue) functie: F(x),
(IV) f(x) is geen constante. - :
In het genoemde boek wordt bewezen, dat f(x) ‘een oplossmg
moet zqn van de differentiaalvergelijking:

(X)) = kf(x),
wadrin k een van nul verschillende reéle constante voorstelt. Ver-
der is f(0) = 1 en f/(0) = 0.
Voor k < 0 vinden we als oplossing de functie: '
‘ f(x) = cos A/—k x;
voor k > 0 wordt als oplossing gevonden de functie:
f(x) = cosh V'k x;

Geen andere dan de genoemde functies voldoen dus aan de
voorwaarden (I) tot en met (IV).

1) Haupt, O. Differential- und lntegralrechnung (Berlin 1938),
II, p. 56. .
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" Hoewel dit een belangwekkend resultaat.is, moet 'l}'e;g.:tpch_- als
een bezwaar aangemerkt. worden, dat door de g‘enoe_m:d"g_.\}qoyr-,
waarden de functie cos x niet volledig gekarakteriseerd wordt;
want de uit een elementalr oogpunt geheel verschillende hyper-
bolische cosinus. voldoet. eVeneens Bovendien is de voorwaarde
(II1) wegens het minder elementaire karakter niet bizonder fraai.

We zullen in het volgende laten zien; dat de functies f(x) = cos x
en g(x) = sin x ééh-aui'dig'-"gekara'k'tefiséei;d ‘worden door de voor-
waarden: ‘ - -

(I') De (reele) functies f(x) en g(x) voldoen aan de functxo-
naalvergelijking:

fx—y = f(X) f(y) + g(x) g(y);

(I') f(x) en g(x) zijn .gedefini€erd voor iedere re€le waarde
van x;
(III’)  Voor g(x) geldt:
lim gk) =1
x>0 X
Ten overvloede merken we op, dat dus ten aanzien van continui-
teit en differenti¢erbaarheid 2) niets ondersteld wordt.

2. We gaan uit van de onderstelling, dat er twee functies f(x)
en g(x) bestaan, die aan de voorwaarden (I) tot en met (111)
voldoen.

Het rechterlid van (I’) is symmetrisch in x en y, zodat:

f(y —x) = f(x—1y),
hetgeen dezelfde betekenis heeft als: '
(1) f(—x) = f(x),
voor alle waarden van x.
f(x) is dus een even functie.

. Daar: ’
(2) g(x)g(y) = f(x —y) — f(X)f(y)

volgt, in verband met (1): - .
o (x)g(y) —g(—x)g(—y)
2) We wuzen er op, dat (III) nog niet de- dlfferenheerbaarheld

van g(x) voor x —, 0 uitdrukt. lmmers we zouden dan reeds moeten
weten, dat g(0) = 0 is. : : :
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Op grond van’ (1) mogen we “besluifen “‘tot hef bestaan van
een getal yo met g(——yo) ;& 0 Voor zedere waarde van x is dan
- s . g(J’o)

3) ool —x X
{ ) ( ) = g( ) o= y)

- f -

Voor 1edere van nul verschxllende waarde van -x moet gelden

E=x) g(X) 2(yo)
T—x Tox og(=ye)
Laten we nu hlenn x — 0 gaan, dan vmden we, wederom op
grond van (III’): ' : ‘ : ’

=20
&=y
zodat in de plaats-van (3) geschreven'kan wérden: -~
(4) gl—x) = —g(x),.

voor alle waarden van x,
g(x) is dus een oneven;functté e ,
De gevonden eigenschappen van f(x) en g(x) hebben tot ge-
volg, dat naast (l’) ook de volgende functlonaalbetrekkmg ]UIS'[ 1s

). CfEE ) = 10) — g(x)g0).
De gelijkheid. (4). is. geldjg voor. x = ‘0,-dus: .
(6).; trmnonn it 0 g(()) = 0.

Wanneer we in- (l') nemen_y = 0 wordt op grond van, (6) ge—

vonden: '
1 = ’f(x‘)'f('O‘);'»

of: ' O I SRR
n . f(x), (1 - f(O)) —o

Er is nu stellig een waarde van x, waarvoor -f(x) vanciiul -ver=
schilt. Immers, zou f(x) voor iedere waarde van-x gelijk zijn 2an
nul, dan zou uit (2) volgen ' R

Cg(x)g(y)e=
voor alle waarden van x en y. We verqugeh' evenwel een tegen-
spraak, wanneer we hierin voor x en y het reeds eerder genoemde

getal yo nemen. Op grond van deze opmerkmg is het geoormﬁfd
orn it N te beslulten tot o i

® 1o = e

1
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De vervanging in (I’) van y door x geeft:
(9) - l—ﬁw+guw) | :
Verder is op grond van (5) €n (9) S E _

. x Ll ‘.xf;'s‘. \
w s0-r(g+ 5)-r(5)- <><>

Wegens:

::‘_' g(x)—g( ) xs>1i6 =0
voof X'>0)° I ST e
(1) hm g(x)—O
Uit (10) volgt dan 5
(12) et
Uit (5) vmdt men nu, lettende op (11) en (12)
(13)::> _ hm f(x+y) f(x) SN

f(x) is contmu voor zedere waarde van x.
In (2) nemen we voor y het meermalen genoemde getal y,, waar—
voor g(yo) == O is. Op grond van dé’ bekende rege]s voor contmue _
functies volgt:" RIS SRS A By IR
- g€x)- iscontinu -voor :iedere: waarde vanix.i ooy e
De betrekkmg Cauen

(14) f(x—l— y) ~f(X—y)-—'42g(X)g(y>

wordt uxt (5) en (I') door aftrekkmg gevonden Hlerm vervanoen

we x- door x -’i en .p-door -g— 5 er. komt S '“-ivj‘::j-'. g

1), ﬂbwffmee@@+ )TQ;;}*“

In verband met de contmmtelt van g(x) kan ‘men u1t (15) af—
leiden, Tettende op(Ill): - ' :

oy

| =

" lim f(x‘H')_f(x) llmg( + ;’) Tim . e;.g(i),';‘
h—>0 T 7"0 IR ,%j_)o_é_ VTS o

%) We schrijven f2(x) in pldats van f(x)f(x), énz. =~
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dus: ey -
(16) )= =)
f(x) is differentiéerbaar voor iedere waara‘e van x. .
Door optellmg wordt uit (5) en (l’) gevonden
an 7 fx + y) +f(x=y) = 2f(X)f(y)

Door differentiatie naar y vmden we:
(18) —g(x +y) + glx — y) = ——2f(x)g(y)

Na vervanging van x door X + —eny doorizl-kan voor (18)

worden geschreven:

g0x + h) — g(x) = .2f(x + g):g (%)

Daar f(x) continu is volgt in verband met (III’):

g —
lim X+ ") g(x) hmf(x—}- ) lim———(ﬁ—_)—f(x)
h—>0 —2'—>0 —2-—>0 -E-'
dus: . C ' ‘
(19) gx) = f(x).

. g(x) is differentiéerbaar voor iedere waarde van x.

Zonder moeite blijkt nu verder dat f(x) en g(x) afgelelden be-
zitten van w1llekeung hoge orde.

3. We hebben in het voorgaande gezien, dat door functies, waar-
voor de voorwaarden (I’) tot en met (II’) vervuld zqn voldaan
is aan (6), (8), (16) en (19).

We zullen nu laten zien, dat er inderdaad functies zijn, die-aan.
(I"), (I) en (IIF) voldoen en daardoor éénduidig bepaald zijn.
Daartoe maken we gebruik van het hulpmiddel der successieve
approximaties. - :

Als eerste approximatie voor f(x) nemen we de functie:

20 - ) =1,

die voor 1edere waarde van x de waarde 1 bezit. Als eerste appro-
ximatie voor g(x) nemen we de functie:

(21) gi(x) = x.
Door deze functies is aan (6) en (8) voldaan.
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We. nemen aan, dat de n-de approximaties fr(x) en g,{(&)'

(n = 1), bekend zijn als’ continue functies voor 1edere waarde
van x: We bepalen dan fn+1 (xX) uit:- T

.(22) ‘ . o n+1(x) = — gn(x)!l
mits B
(23) " Jfan(0) =1,

en g,y (x) uitr = '

(24)  &lan(%) = fra(x),
mits o
(25) ) R Zn11(0) = 0.

Blijkbaar is: | B
@) =1 —[gloax
€n
@ = ff,.+1(x>dx

Door volledlge inductie kan gemakkeh]k bewezen worden, dat _
de aldus gedefiniéerde functies f,(x) en gn(x) er aldus uitzien::

n—1

~ . - ' x>
CON . .f,_@(x)=gb(f o )
en ‘ S
n—1 - :
(29) L gn(x) Z( 1y (2x2++;):

- Voor onbepaald toenemende waarden van n convergeren deze
functles opv. naar

@0 | f“")=Z(—'.’?,’”..,(zi:%-='°z°s’x7.'..-“

€n ‘ ) . A
2v+l '

@n - g0= Z( (2"+1), sin x. -

Van deze functies bequt men op de bekende manier, 4) dat ze

) Men raadplege: Landau, E Emfuhrzmg in-die Differential-
rechnung und Integralrechnung (Gronmgen 1934), Kapitel 16,

Schuh, F. Het getalbegrip,-in het bijzonder het onmeetbare getal
(Gronmgen 1927), Hoofdstuk IX.

7
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de in (F), (II') en (11I') genoemde elgenschappen bezitten, zodat
daarmee het existentiebewijs geleverd is. -
~ Er rest ons.nog het bewijs van de eenduldlgheld Laten we
. daartoe -onderstellen, dat F(x) en G(x) eveneens functies zijn,-die
aan dé voorwaarden (I’) tot en met (111) .voldoen. Dan. zijn'ook .
alle in het voorgaande genoemde eigenschappen vdor deze func-
ties geldig. Wegens (1) en (4) 'is het voldoende de overeenstem—
ming van de functies f en F, evenals van g en G, te bewuzen voor
positieve waarden van x;%) dé overéenstemming voor x = 0.wordt
door (6) en (8) uitgedrukt. o
De verzameling Q8 der met—negatieve getallen Xo met de eigen-
schap, dat f en F, evenals g en G, overeenstemmen voor alle waar-
denvan x, dieaan 0 = x = Xo voldoen, is niet leeg; immers Xo =20
* behoort tot de verzameling.
We nemen aan, dat niet voor alle waarden van x geldt:

(32) f(x) = F(x), g(x) = G(x).
Dan is de verzamelmg ® naar boven begrensd 213 & de bovenste
grens.” :

De’ (continue) functie lg— G| heeft in ‘het interval

. mMEx=sé + 1
een niet-negatief maximuim g; hierin is 7 = max (0, £ — }).
Uit: '
@3) I—F=GC—g¢ |
volgt, voor 1edere waarde van x uit het genoemde interval: 6)
GBI f=F|= f(_G—g)dx I éf | G—g | dx<p(x—n)Shp.
" : .

7
Verder volgt uit:

(35) L ,g','_fo":f_F;

voor iedere waarde van x uit het genoemde interval:

36) | g—G | = | [(—E)dx| <[ | f—F | dx < bu(x—n) <hu
7 7

5) We schrijven f in plaats van f(x), enz.

»Tv—mw44ﬁ=M)HnmmmnF@
n
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Hieruit volgt, omdat y een waarde is van de functie |g—G |

~

. r=ip .
hetgeen alleen mogelijk is voor u-= 0. Dit betekent evenwel, dat
gengQG,en Wegens (34). ook f en F, voor alle waarden van x in het’
interval 5 < x° _S_ 5 4+ } overeenstemmen, zodat & 4- } tot de
verzameling @B behoort. We komen daarmee echter in strijd met
het feit, dat & de bovenste grens is van-de verzameling 8.

De tegenspraak toont aan, dat 8 niet naar boven begrensd is,
m.a.w., dat de gelijkheden (32) voor iedere waarde van x gelden.



DE MEETKUNDIGE VAKTAAL
‘ DOOR . .
A. VAN THIJN.

In de 12e en 15e jaargang van Euclides komen artikelen voor
resp. van de h.h. Schogt en Dr. van Wijk onder bovengenoemde
titel. Bij ons onderwijs in de meetkunde, zo ongeveer is de ge-
dachtegang van die artikelen, gebruiken wij heel dikwijls woor-
den, die twee of meer verschillende begrippen aanduiden en in dit
opzicht zouden wij onze terminologie moeten herzien. Ik wil mij
- hier beperken tot het artikel van Dr. van Wijk, dat alleen over het
woord lijn handelt en daarvoor 3 verschillende uitdrukkingen wil
invoeren. ;

lo. lijn, onbepaald verlengd in beide richtingen,

20. halve lijn, onbepaald verlengd in één richting,

3o. lijn-stuk. _

Degenen, die daaraan niet meedoen, zijn dan aansprakelijk voor
een zekere ,,chaos”. En (zo wordt in een naschrift van de redactie
gezegd) ,,men zou geneigd zijn hun tegenstand te zien als een
niting van onberedeneerd conservatisme . . . .”. ;

Nu behoor ik in generlei opzicht tot het conservatieve heir en
heb dit door invoering van verschillende nieuwere denkbeelden
bij het onderwijs in de wiskunde getoond; maar omdat mijn
naam in dat artikel genoemd wordt, wil ik wel een woord van
verweer uiten.

Tegen de term lijnstuk heb ik geen bezwaar en gebruik dat
woord ook wel, zij het slechts bij uitzondering. Zo geef ik o.a.
de volgende definitie: een drichoek is een deel van een plat viak,
begrensd door 3 lijnen; dit had dan moeten zijn ,lijnstukken”.
Maar nooit heb ik daarbij iets van enig misverstand gemerkt. Wil
- men aan een onderscheid tussen lijn en lijnstuk consequent vast-
houden, dan dient men ook te onderscheiden:
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loodlijn en loodlijnstuk
zwaartelijn en zwaartelijnstuk
_ hoogtelijn en hoogtelijnstuk enz.

maar dan ook nog »
zijde en’ zijdelijn of zijlijn. 1)

Ik moet hierbij echter opmerken, dat ook overmaat van duide-
lijkheid schaadt, evengoed als te grote beknoptheid; want er is -
niets dat zozeer verveelt en zozeer de onwil van den: leerling op-
wekt als te bemerken, dat men het peil van zqn mtellect nog lager
taxeert dan het werkelijk is. ’ :

Wel heb ik bezwaar tegen uitdrukkingen als halve lijn of halve
rechte; want ik denk daarbij aan zo iets als een halve meter en
dat is de bedoeling niet; men bedoelt een lijn, die zich vanaf een
.zeker punt in één richting naar het oneindfge uitstrekt.

Ook dit kan echter tot misvatting aanleiding geven, want men
kan toch bezwaarlijk volhouden, dat ieder willekeurig punt van
een lijn, die zich in beide richtingen naar het one1nd1ge uitstrekt,
het midden van die lijn is. '

Daarom gebruiken anderen liever de uitdrukking halflijn of half-
rechte; echter is dit weer in strijd met het néderlands taaleigen;-

~~ want let men op analoge uitdrukkingen, als half-broer, half-duister

enz., dan zou men tot de conclusie komen, dat een halflqn of half-
rechte niet volkomen recht is.

‘Inplaats van half-rechte wil men ook wel het woord °,,straal”
gebruiken; daarbij denkt men blijkbaar  aan een lichtstraal, die
zich ook vanaf het lichtpunt in én richting naar het oneindige
uitstrekt; doch ook hier weer een bezwaar, aange21en de straal
van een cirkel een bepaalde lengte heeft.

Hetis uitermate -moeilijk om nieuwe termen in te voeren en wel
z0, dat ze werkehjk burgerrecht verkrugen de duitsers hebben een

1) Als voorbeeld van de breedsprakwheld waartoe hler aanlei-
ding wordt gegeven, diene het volgende voorbeeld:
ik doorblader een meetkunde-boek, dat nogal strikt vasthoudt aan
het onderscheiden van lijn, halve lijn en lijnstuk. Daarin vind ik: ,een
v1erhoek is een parallelogram als twee zijden gelijk en.evenwijdig
zijn.” Hier is dus in één adem een zijde lijn en lijnstuk tevens beter
ware het hier te spreken van zijde en zijlijn.
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zekere virtuositeit in-het samenflansen van allerlei woord-verbin-
dingen, maar hier neemt men’ dergeluke meuwngheden niet zo
grif over.

Als voorbeeld diene een proef van den zeer verdlenstelqken
schrijver, wijlen J. Versluys, die bijna een halve eeuw het mono-
polie had van wiskundige schoolboeken; hij gebruikte steeds het
woord ,,bepaling” voor het vroeger meer gebruikelijke ,,definitie”.
En toch is het laatste woord bij geletterde niet-wiskundigen nog
altijd meer in zwang, terwijl de ongeletterden noch van het ene
woord, nqch van het andere een zuiver begrip plegen te hebben.

Eindelijk heb ik nog gezocht naar het standpunt, dat van offi-
ciéle zijde tendeze wordt ingenomen en daartoe heb ik de redactie
nagegaan van vele wiskundige opgaven:van het schriftelijk eind-
examen H.B.S. B, voornamelijk van de laatste jaren; waar hier in
Nederland genoeg leerboeken gebruikt worden, waarin uitdruk-
kingen als lijnstuk, halve lijn enz. voorkomen; had men toch kunnen
verwachten, dat die termen in die opgaven niet vermeden zouden
worden. De uitkomst was negatief; alleen het woord lijnstuk kwam
sporadisch voor.

‘Wat de opgaven van Indié betreft: hier vond ik de volgende

opgave van 1937: :
. ,,Gegeven is .~ AOB = 60°; binnen deze hoek.ligt een punt
P_zodanig, dat £ POA = 15° en OP = a cm. Door P trekt men
" een rechte lijn, die de halfrechte OA snijdt in R en de halfrechte
OB in Q . .. .”. Inplaats van halfrechten OA en OB had men
kortweg van de benen OA en OB kunnen spreken.

Ik zie dus niet in, dat dergelijke uitdrukkingen noodzakelijk
zijn en zelfs niet, dat zij wenselijk zijn en zal mij liever aan het
gewone spraakgebruik houden. Ondertussen, wanneer een com-
missie van competente deskundigen benoemd wordt (zoals Dr.
van Wijk wenst) en een gedocumenteerde beslissing te dezer zake
neemt, dan zal ik daarvan zeker goede nota nemen.

Amsterdam, Sept. 1939.

NASCHRIFET.

Bij het artikel van Dr. Van Thijn zou ik de volgende opmerkin-
gen willen maken.
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lo. Wanneer men den term .lijnstuk gebruikt, is het noodig,
dat men evenwijdigheid van lijnstukken definieert (twee lijnstuk-
ken zijn evenwijdig, als de lijnen, waarvan zij deel uitmaken, even-
wijdig zijn). Laat men dit na, dan komt men tot breédsprakig-
heden; als.in de voetnoot aangeduid. . _

20. De inzender doet mij een argument ten gunste van den
naam ,,halve lijn” aan de hand, waaraan ik nog niet, gedacht had.
Men kan nl. wel degelijk ieder punt eener lijn als haar midden be-
schouwen, indien men onder ,,midden’” verstaat een punt, dat aan
de algemeene middelpuntsdefinitie voldoet.

3o. Dat het woord ,,bepaling” ‘het woord ,,definitie” niet heeft
kunnen verdringen, is misschien een ‘gevolg van de dubbelzinnig-
heid van den eersten term.. Deze wordt namelijk ook gebruikt in
de beteekenis van meting of berekening. Uitdrukkingen als ,,be-
paling der oppervlakte van een veelhoek”, ,bepaling van. den line-
airen uitzettingscoéfficiént” kunnen twee -beteekenissen hebben. -

40. ‘Omtrent de wenschelijkheid van exactheid en consequentie’
in het taalgebruik bij het onderwijs zullen de meeningen - wel
steeds uiteen blij'ven loopen. ' J. H. S0



HOOFDSTUK IX.

EVENWICHTEN VAN VLAKKE FIGUREN
: of '
"ZWAARTEPUNTEN VAN VLAKKE FIGUREN.

BOEK 1.

1. Het geschrift over de evenwichten van vlakke figuren neemt
in het werk van Archimedes een zeer bijzondere plaats in. Terwijl
hij nl. in al zijn wiskundige verhandelingen voortbouwt op reeds
lang bevestigde fundamenten, houdt hij zich in dit werk bezig met
grondslagen-onderzoek; bovendien verlaat hij hier het terrein der
zuivere mathesis voor dat der mathematische natuurwetenschap:
~ hij geeft een axiomatischen opbouw van een hoofdstuk uit de leer
van het evenwicht en hij legt daardoor als eerste het nauwe ver-
band tusschen wiskunde en mechanica, dat voor de ontwikkeling
van physica en mathesis beide van zoo verstrekkende beteekenis
zou worden.

Door deze uitbreiding van het terrein zijner werkzaamheden
komt Archimedes onmiddellijk in aanraking met de principieele
moeilijkheden, die aan de axiomatische fundeering der mechanica
eigen zijn. De wijze, waarop hij die moeilijkheden, voorzoover ze
in zijn onderwerp tot uiting komen, oplost, vormt tot op den hui-
digen dag een punt van meeningsverschil tusschen zijn commenta-
toren en beoordeelaars: eenzelfde, voor den verderen opbouw, niet
alleen van het werk zelf, maar ook van twee der nog te bespreken
zuiver mathematische verhandelingen, fundamenteele redeneering -
(in Prop. 6) wordt door sommigen als paralogisch verworpen, door
anderen als correct aanvaard. We zullen in het volgende ons stand-
punt ten aanzien van deze quaestie hebben te bepalen; daar de
discussie echter niet alleen over het verloop der omstreden rede-
neering zelf loopt, maar-ook over de structuur van het ten grond-
slag 'gelegde axioma-systeem, zullen we den lezer, eerst zonder
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onderbrekirig in kennis brengen met alle axiomata en met die propo-
sities, die aan de bedoelde stelling voorafgaan.

Axiomata,

L

I

II.

AR

VI

VIL

Wij postuleeren, dat gelijke gewichten aan gelijke lengten in
evenwicht zijn en dat gelijke gewichten aan ongelijke lengten
niet in evenwicht zijn, maar doorslaan naar het gewicht aan
de grootste lengte.

dat wanneer, als gewichten aan zekere lengten in evenw:cht
zijn, aan een der gewichten iets wordt toegevoegd, zij niet in
evenwicht zijn, maar doorslaan naar dat gewicht, waaraan
iets is toegevoegd.

evenzoo ook, dat wanneer van een der gewichten iets wordt
afgenomen, zij niet in evenwicht zijn, maar doorslaan naar dat -
gewicht, waarvan niets is afgenomen.

wanneer gelijke-en gelijkvormige figuren op -elkaar worden
gepast, passen ook de centra der zwaarten') op elkaar.

van ongelijke, maar gelijkvormige figuren zullen de .centra
der zwaarten gelijkelijk gelegen zijn?).

indien grootheden aan zekere lengten in evenwicht zijn, zullen
ook de daaraan gelijke [grootheden] aan dezelfde lengten in
evenwicht zijn. 4

van elke figuur, waarvan de omtrek hol naar denzelfden kant
is, moet het cenfrum der zwaarte binnen de figuur liggen.

Dit ondersteld zijnde:

Propositie 1.

Gewichten, die aan gelijke lengten in evenwicht zijn, zijn gelijk.

Waren ze nl. ongelijk, dan zou men, door van het grootste het
bedrag af te nemen, waarmee het het kleinste overtreft, wegens
axioma III het evenwicht verstoren, terwijl er wegens axioma I
in den nieuwen toestand juist evenwicht zou moeten zijn.

1) . Op de vraag, wat deze term beteekent, komen we straks terug.

2) Hieraan wordt nog toegevoegd; wij zeggen, daf ten opzichte
van de gelijkvormige figuren punten gelijkelijk liggen, waarvan rech-
ten, getrokken naar de gelijke hoeken, gelijke hoeklen maken mef de
homologe zifden.
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Propesitie 2.

Ongelijke gewichten aan gelijke lengten zijn niet in-evenwicht.
maar zullen doorslaan naar het grootste.

Neemt men van het grootste gewicht het bedrag af, waarmee
het het kleinste overtreft, dan zal er evenwicht zijn (axioma I).
Herstelt men dan den-oorspronkelijken toestand, dan blijkt de gel-
digheid der propositie met behulp van axioma 11

Propositie 3.

Ongelijke gewichten zullen [slechis] aan ongelijke lengten in
evenwicht [kunnen] zijn en wel het grootste . [gewicht] aan de
kleinste [lengte].?3)

Laat (fig. 115) de gewichten A

al B| en B (A> B) in evenwicht zijn
I aan de lengten AI'en I'B. Te be-

wijzen: AI' << I'B.
Fig. 115. ' Bewijs: neemt men van A het.

bedrag A—B af, dan moeten de gewichten doorslaan naar de zijde
van B (axioma III). Dit is echter onmogelijk, wanneer AI' = I'B
(axioma I) en eveneens, wanneer AI"> I'B (axioma ). Dus moet
AI' < I'B zijn.

Het is duidelijk, dat ook gewichten, die aan ongelijke lengten in
evenwicht zijn, ongelifk zijn en wel is het grootste [gewicht] dat aan
de kleinste [lengte]. .

Dit wordt niet nader toegelicht. Blijkbaar bevat deze uitspraak
- niets anders dan een contrapositie van het tweede deel van
axioma I%).

Propositie 4.

Indien twee gelijke grootheden niet hetzelfde centrum der zwaarte
hebben, zal het centrum der zwaarte van de uit beide grootheden
samengestelde grootheid het midden van de rechte zijn, dze de
centra der zwaarte der grootheden verbindt.

3) Deze propositie is zeer elliptisch geformuleerd: =za dvioa Bdoca
and Tav aviowy paxéwy icopponncoivte, xai vo peilov dné vob éAdocovog.

4) Axioma I, 2e deel, zegt nl.: is gewicht A; — gewicht A, en
lengte I, == lengte [,, dan is er.geen evenwicht. Contrapositie: is -er
evenwicht en tevens [, == I, dan is A; =%« A, Dat het gewicht aan de
kleinste lengte het grootste van de twee moet zijn, volgt dan uit het
eerste deel van Prop. 3.
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Laat (fig.. 116) A en B opv. de

A : B| centra der zwaarte zijn van de groot-
ra | heden A en B, I' het-midden van. het

: lijnstuk AB. Indien nu I' niet het

Fig. 116. : centrum der zwaarte van de uit A

en B samengestelde grootheid is, moge het een ander punt 4 van
AB zijn. A en B zijn dus in evenwicht wanneer 4 wordt vastge-
houden. Dit is echter onmogelijk’ wegens axioma I. Dus is I' het
centrum der zwaarte.

APropovsitie 5.

Indien van drie grootheden de centra der zwaarte op een rechte
gelegen zijn en de grootheden gelijk gewicht hebben en indien ook
de rechten tusschen de centra gelijk zijn, zal het centrum der
zwaarte van- de uit alle grootheden samengestelde grootheid het
punt zijn, dat ook het centrum der zwaarte van -de-middelste groot-
heid is.

Dit wordt ingezien door op te merken, dat volgens Prop. 4 het
centrum der zwaarte van het stelsel der uiterste grootheden
samenvalt met dat van de middelste.

In een eerste porisma wordt de stelling uitgebreid op een wille-’
keurig oneven aantal grootheden, waarvan de centra der zwaarte
op onderling gelijke afstanden op een rechte liggen, terwijl telkens
twee grootheden, die evenver van het midden van het lijnstuk der
twee uiterste centra afliggen, even zwaar zijn. ' '

In een tweede porisma wordt uitgesproken, dat wanneer uit het
juist beschreven stelsel de -middelste grootheid wordt weggelaten,
het centrum der zwaarte van het stelsel hetzelfde punt blijft als
voorheen. . ,

Hierna volgt de beroemde en veel omstreden propositie, waarin
de z.g. hefboomswet wordt uitgesproken.

‘Propositie 6.

Onderling meetbare grootheden ' zijn ‘in evenwicht aan lengten,
die in verwisselde volgorde dezelfde reden hebben als de gewichten.
Laat de onderling meetbare grootheden A en B zijn, waarvan A
en B de centra, en laat EA een zekere lengte zijn en laat, zooals
A tot B, de lengte AT tot de lengte I'E staan. Te bewijzén. is, dat
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van de uit A en B samengestelde grqotheid het centrum der
zwaarte T is (fig. 117).

Bewijs: Daar A en B onderling meetbaar zijn, zun AT en EP het
ook. Zij N een gemeene maat van deze twee lengten. Maak
4H = AK = ET en EA = AT'. Blijkbaar is ook EH = ATI'. Daar
nuHA = 2. AT en HK = 2. ET is ook ‘

AB AH : HK

Laat nu de orootheld Z evenvaak op A begrepen zijn als de
lengte N op AH, dus ook evenvaak op B als N op HK. Verdeel
nu AH en HK elk in deelen N, A en B elk in deelen Z. Plaats nu op
elk ‘der lijnstukken N ‘een grootheid Z, zoodat telkens het centrum

+ B BEE-BrB -3 E-E

< /.
. R II-Q - ) L,, /

. _ Fig. 1IT.

der zwaarte van Z het midden van N is, dan zal het centrum der
zwaarte van al de grootheden Z, die geplaatst-zijn op de deelen van
AH, het punt E zijn (Prop. 5, Porisma 2) en evenzoo ook het cen-
trum der. zwaarte van al de_grootheden Z, die geplaatst zijn op de
deelen van HK, het punt_ﬁ. Nu zal dus A in E geplaatst zijn en B in
A. Er zullen nu onderling gelijke grootheden op een rechte gelegen
zijn, waarvan de centra der zwaarte evenver van elkaar afliggen en
waarvan het aantal even is. Het is nu duidelijk, dat van de uit alle
samengestelde grootheid ‘het midden van de rechte, die begrensd
wordt door de centra van de middelste grootheden, het centrum der
zwaarte is . ... Zoodat van de uit alle samengestelde grootheid het
centrum der zwaarte het pth_I1 is. Wanneer dus A in E geplaatst
is en.B in A, zullen ze in evenwicht zijn om T. :

. Hiermee is dus bewezen, dat de omgekeerde evenredigheid van
kracht en arm een voldoende voorwaarde is voor het evenwicht vari
een in zijn zwaartepunt ondérsteunden hefboom onder invlioed van
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twee gewichten aan weerskanten van het steunpunt. Dat deze voor-
waarde ook noodig is, wordt door Archimedes niet bewezen; het
bewijs had -als volgt geleverd kunnen worden: =

Laat gewichten A en B aan lengten I’A en- I'B evenwicht maken
Was nu niet ‘ '

'A:B=TIB:TI'4

dan zou er een gewicht A moeten bestaan, verschillend van B,
zoodat o S :
A:4=TB:TIA

Dit gewicht A zou met A in evenwicht zijn wegens de bewezen
Propositie 6. Herstelt men dan den oorspronkelijken toestand, dari
wordt wegens de axiomata II en IIl het evenwicht verstoord
strijd met het onderstelde, dat A en B in evenwicht zijn.

Men moet het als een leemte in het werk over de evenwichten
beschouwen, dat Archimedes verzuimt, dit bewijs te geven; later
(zie Hoofdstuk X) past hij nl.-de voorwaarde der omgekeerde even-
redigheid herhaaldelijk als noodige voorwaarde voor evenwicht toe.

2. Beschouwen we thans het bewijs van Prop. 6 wat nauw-
keuriger. De eigenlijke kern ervan bestaat blijkbaar in de wijze,
waarop de grootheden A en B in de punten E en A worden ge-
plaatst; dit geschiedt nl. door ze elk in deelen Z te u\;erdee]en; die
zoo aan de stukken van de rechte AK worden gehangen, dat de
zwaartepunten der beide stelsels opv. in E en 4 komen te liggen.
Aan den hefboom hangen nu dus niet de oorspronkelijk gegeven
grootheden A en B, maar twee stelsels van grootheden, die -opv.
~ even zwaar zijn als A en B en welker zwaartepunten in de punten
E en A liggen, die opv. als plaatsen van A en B worden beschouwd.
Dit beduidt m.a.w., dat de invloed, dien een aan een hetboom opge-
hangen lichaam op het evenwicht heeft, uitsluitend beoordeeld
wordt naar de zwaarte van het lichaarh en de plaats’ van zqn
zwaartepunt en dat de vorm niet ter zake doet.

De vraag is nu: is Archimedes zich ervan bewust, dat de con-
clusie, die hij trekt, op deze praemissé steunt? Zoo ja, heeft hij
die praemisse uitdrukkelijk als zoodanig’ geformuleerd’) En 200 op-
nieuw ‘ja, motiveert hij haar nog nader?
~ Op deze drieledige vraag (die ten onrechte vaak niet in.drie
leden gesplitst wordt) zijn verschillende antwoorden gégeven, die
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. onderling groot verschil in waardeermg voor het betooo van Archi-
medes toonen. S ‘ Do

Hooren wij in 'de eerste plaats -de ‘meening van een bekenden

schrijver over de.geschiedenis der Mechanica, Ernst-Mach %), aan
_ wiens historische uiteenzettingen velen vertrouwen plegen te schen-
ken. We geven zijn woorden in extenso weer:
»S0 iiberraschend uns nun auf den ersten Blick die Leistung von
Archimedes . . . . erscheint, so steigen uns bei genauer Betrachfung
doch Zweifel an der Richtigkeit derselben auf. Aus der bloBen
Annahme des Gleichgewichts gleicher Gewichte in gleichen Ab-
stinden wird die verkehrte Proportion zwischen Gewicht und
Hebelarm abgeleitet! Wie ist das moglich? ‘

Wenn -wir schon die bloBe Abhingigkeit des G]e1chgew1chts
vom Gewicht und Abstand iiberhaupt nicht aus uns herausphi-
losophieren konnten, sondern aus der Erfahrung holen muf3ten,
um vieviel weniger werden wir.die Form dieser Abhingigkeit, die
Proportionalitdt, auf spekulativem Wege finden ké&nnen.

Wirklich wird von Archimedes und allen Nachfolgern die Voraus-
setzung, daB die (gleichgewichtstorende) Wirkung eines Gewichts '
P im Abstand L von der Achse durch das Produkt P . L (das soge-
nannte statische Moment) gemessen sei, mehr oder weniger ver-
steckt oder stillschweigend eingefiihrt. Zundchst ist klar, daB bei
vollkommen symmetrischer Anordnung das Gleichgewicht unter
Voraussetzung ir g e n d-ein e r beliebigen Abhdngigkeit des gleich-
gewichtstorenden Moments von L, also P. f(L), besteht; demnach
kann .aus diesem Gleichgewicht unmoglich die bestimmte Form
P .L abgeleitet werden. Der Fehler der Ableitung muB -also in der
vorgenommenen Transformation liegen, und liegt hier auch. Archi-
medes setzt die Wirkung zweier gleicher Gewichte unter allen Um-
stinden gleich der Wirkung des doppelten Gewichts mit dem
Angriffspunkt in der Mitte. Da er aber einen EinfluB der Entfer-
nung vom Drehpunkt kennt und voraussetzt, so darf dies nicht von
vornherein angenommen werden, wenn die beiden Gewichte unglei-
che Entfernung vom Drehpunkt haben. Wenn nun ein’ Gewicht, das
seitwdrts vom Drehpunkt liegt, in zwei gleiche Teile geteilt wird,
welche symmetrisch zu dem urspriinglichen Angriffspunkt verscho-

5)  Ernst Mach, Die Mechanik in ihrer Entwicklung historisch-kri-
tisch dargestellt. Te Auflage (Leipzig 1912). p. 14.



111

ben werden, so ni hert sich das eine Gewicht dem Drehpunkt so
viel, als sich das :andere vom dem selben en tfernt. Nimmt man
nun an, daB die Wirkung-hierbéi dieselbe bleibt, so-ist hiermit
schon iiber die. Form der Abhingigkeit des Morments von L ent-
schieden,-denn dies 1st nur moglich bei der Form P.L, bei P ro-
portlonalltat zit L. Dann ist aber- jede weitere Ableitung
iiberfliissig. Die ganze Ableitung enthilt den zu beweisenden Satz,
wenn auch ‘nicht -ausdriicklich-ausgesprochen und in anderer Form,
schon als Voraussetzung.” '
Volgens het oordeel van Mach is dus ten eerste Archimedes
. zich er niet van bewust geweest, dat zijn redeneering steunt op-de
praemisse, dat een.hefboomevenwicht niet verstoord wordt, wan-
neer men een der opgehangen grootheden met behoud van gewicht
en zwaartepunt van vorm laat veranderen en wordt ten tweede het
geheelé bewijs overbodig, zoodra men deze praemisse bewust aan-
vaardt, 'omdat zij de te-bewijzen stelling (dat omgekeerde even-
redigheid van twee gewichten met de lengten der ‘armen, waaraan
ozij hangen, een voldoende voorwaarde voor.evenwicht van een
hefboom is) reeds insluit. Het tweede deel der. tegenwerping is in
meer moderne inkleeding ook-als volgt te formuleeren: wanneer men
eenmaal ~aanvaarﬁt, dat de functie P . f(L) voldoet aan de functio-
naalvergelijking °) G '

}P.fL+W+3P.f(L—k)=P.f(L)

is het overbodig, nog te bewijzen, dat P . f(L) de gedaante P.L.
heeft, want de bedoelde functlonaalvergelukmg bestaat slechts
wanneer f(L) de gedaante L heeft. o

De hiermee samengevatte tegenwerpmgen van Mach h]ken ons
geen van beide steekhoudend. We hoorden immers Archimedes
uitdrukkelijk verklaren, dat door de plaatsing der deelen Z op de
lijnstukken N het gemeenschappelijk zwaartepunt van de deelen van
A in E en dat van de deelen van B in A ligt en dat hierdoor dus
de grootheid A in E en de grootheid B i in A geplaatst is, terwijl toch
in feite noch A noch B in den oorspronkelijken vorm aanwezig zijn.

8) Deze vergelijking drukt nl uit, dat,de invloed van het evenwicht
van een gew1cht P op afstand geluk staat met ‘de gezamenlijke in-
* vlceden van gew1chten L P in punten, die symmetrisch Ilggen ten
opzichte van het punt, waar P eerst hing. Tevens berust zij natuurlijk
gp de onderstelling, dat de -bedoelde invioeden addmef te verbin-

en zijn.
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'Hierdoor ‘blijkt reeds duidelijk, dat hij den invloed van een groot-
heid alléé’n’beoprdeelt naar het gewicht en de plaats van het.
Zwaartepunt. Maar hovendien heeft hij in axioma VI uitgesproken; '
dat, wanneer grootheden aan zekere lengten in evenwicht zijn,
grootheden, die daaraan gelijk zijn, aan dezelfde lengten in even-
wicht zullen zijn. Dit kan bij eerste beschouwing een volmaakt
overbodige tautologie. lijken. Zoodra men echter aanneemt, dat hij
met ,,grootheden aan dezelfde lengte” bedoelt ,,grootheden, waar-
van- de zwaartepunten op dezelfde afstanden van het steunpunt
liggen”, heeft men én aan dit axioma een redelijken zin verleend én
tegelijkertijd de naar de meening van Mach ontbrekende expliciete
formuleering van de in Prop. 6 toegepaste praemisse gevonden.
Het eerste van zijn bezwaren kan hiermee als weerlegd worden
beschouwd 7).

En wat het tweede aangaat: hiervan springt de onhoudbaarheid
in het cog, zoodra men op de mathematische formuleering let, die
wij er boven van gaven. Immers, als het niet noodig is, in dit geval
de optredende functionaalvergelijking op te lossen, wanneer heeft,
het dan wel zin, het te doen? En wanneer in het algemeen het trek-
ken van een conclusie Q uit een praemisse-groep P overbodig mag -
heeten, wanneer P slechts geldt, wanneer Q juist.is, kan men alle
wiskundige bewijzen wel als overbodig verwerpen, want als Q
" niet juist is, geldt P zeker niet! . .

Nu zagen we Mach zich echter ook nog beroepen op het alge-
meene argument, dat men uit het bestaan van evenwicht bij sym-
metrische belasting nooit een conclusie kan trekken omtrent den
aard der functie f(L), omdat dat evenwicht bij iederen vorm van - = .-
deze functie zou bestaan. Hierop kan men alleen maar antwoorden, .
dat Archimedes zijn conclusie ook niet trekt uit het bestaan van dat
evenwicht alleen, maar dat dit slechts een der praemissen is, waarop
zijn redeneering steunt. Men kan die redeneering alleen beoor-
deelen, wanneer men het geheele stelsel van axiomata, definities en

7) De hier ontwikkelde opvatting van het axioma VI is afkomstig
van O. Toeplitz, wien ik voor mondelinge en schriftelijke toelichting
van zijn standpunt dank verschuldigd ben. De denkbeelden van
Toeplitz - zijn verder uitgewerkt in een zeer zorgvuldige studie van
W. Stein, Der Begriff der Schwerpunktes bei Archimedes. Quellen und
Studien zur Geschichte der Mathematik, Physik und Astronomie. Abt.
B: Quellen..1 (1930), 221—244.
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