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DE PSYCHOLOGISCHE ARGUMENTEN EN RICHT- 
LIJNEN VOOR DE VERNIEUWING VAN HET 

ONDERWIJS IN. DE WISKUNDE 
DOOR 

E. W. BETH. 

Rapport, betreffende een onderzoek, uitgevoerd in opdracht van de 
Wiskunde-Werkgroep der' W. V. 0. 

De uitgangspunten van de pogingen om te komen tot een min of 
meer radicale hervorming van het onderwijs in de wiskunde zijn 
drie in getal: 

De heersende ontevredenheid, over de resultaten van dat 
onderwijs. 
De nieuwere inzichten omtrent de wiskunde zelf. 	- 
De nieuwere psychologische, gegevens betreffende het wis-
kundig denken, de psychische functies, die daarbij tot uiting 
komen, en de ontwikkeling daarvan bij het kind.. 

Het derde uitgangspunt is het eigenlijk thema van dit.Rapport. 
Volledigheidshalve wijd ik echter ook aan de beide eerstgenoemde 
een korte bespreking. 

1. Wij kunnen het er naar mijn mening wel over eens zijn, dat 
in de ongetwijfeld heersende ontevredenheid over de resultaten 
van ons wiskunde-onderwijs' geen betrouwbare gegevens voor de 
hervorming daarvan te vinden zijn; hetzelfde geldt trouwens voor 
âlle klachten, die men over ons onderwijs kan horen. Ten eerste 
schijnt de ontevredenheid over de, onderwijsresultaten in de meeste 
gevallen te berusten op een miskenning van de verwachtingen, die 
men daaromtrent redelijkerwijs mag koesteren. Ten tweedeis die 
ontevredenheid van tegengestelden oorsprong; sommigen menen, 
dat de school aan haar leerlingen te hoge eisen stelt; het betreurens-. 
waardig feit, dat jaarlijks zovele leerlingen niet bevorderd kunnen 
worden, pleit echter niet tegen ons onderwijs (hpogstens tegen. de 
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regeling van de toelating tot onze scholen); bij testonderzoek is 
nI. gebleken, dat in 7 van de 8 gevallen de oorzaak van niet-
bevorderen ligt in een meestal aangeboren gebrek aan verstande-
lijken aanleg (Terman, Burt, Koenen, LuningPrak; 
zie van den laatste een art. in Tijdschr. v. d. Nat. Ver. v. Handels-
onderwijs en het Nat. Bureau v. Ond. op Econ. Grondslag, Jaarg. 
6; weliswaar is men het over de waarde van het testonderzoek 
voor de bepaling van de intelligentie nog niet eens; maar in dit 
geval is toch de overeenstemming tussen de resultaten van dit 
onderzoek en de in de schoolwereld heersende overtuiging zô 
duidelijk, dat aan de betekenis van deze cijfers moeilijk kan wor-
den getwijfeld); anderen klagen er omgekeerd over, dat te veel 
leerlingen van geringen aanleg en onvoldoende ontwikkeling ge-
lukkig worden gemaakt met einddiploma's, waaraan belangrijke 
studierechten verbonden zijn. De onmogelijkheid, deze beide groe-
pen klagers tot zwijgen te brengen, kan ten overvloede blijken uit 
de omstandigheid - waarop reeds vaker is gewezen -, dat hun 
klachten reeds zeer oud zijn, dat ze van tijd tot tijd tot hervorming 
van het onderwijs hebben geleid, maar nimmer zijn verstomd. Dit 
brengt ons tot het vermoeden, dat de bedoelde klachten hun oor-
spong niet hebben in incidentele tekdrtkomingen van het -huidige 
onderwijs, maar eerder zijn te beschouwen als inhaerent aan het 
onderwijs als zoodanig. Men kan bv. opmerken, dat het onderwijs 
bepaald wordt enerzijds door de eisen van hen, die het genieten, 
anderzijds doör de eisen van de maatschappij. Daar nu deze eisen 
in het algemeen geenszins samenvallen, is een bevredigende op-
lossing van de onderwijsproblemen reeds op gronden van beginsel 
onmogelijk; men is gedwongen tot een compromis. - 

2. Nieuwe inzichten omtrent de leerstof dwingen het onderwijs 
op gezette tijden tot herziening ijan zijn programma. Een dergelijke 
herziening is in het algemeen niet z6 ingrijpend, of ze laat zich 
binnen het kader van de bestaande onderwijsorganisatie wel ten 
uitvoer leggen. Zoals genoegzaam bekend mag worden geacht, 
heeft, kort geleden, een dergelijke herziening van het leerplan.voor 
wiskunde plaats gehad; bij deze herziening is dit leerplan, wat de 
keuze van de leerstof betreft en mede dodr de reeds door die keuze 
min of meer aangewezen wijze van behandeling, aan moderne in-
zichten op wetenschappelijk gebied aangepast. Ook dit tweede 
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gezichtspunt komt derhalve voor de activiteit van onze werkgroep 
niet in de eerste plaats in aanmerking. Ik merk nog op dat, zoals 
uit een enquête gebleken is, onze werkgroep instemt met de grond-
gedachte van de ontwerpers van het nieuwe leerplan, dat nl. het 
wiskunde-onderwijs aan scholen van algemeen-vormend-karakter 
in de eerste plaats tot doel heeft de bevordering van de verstande-
lijke ontwikkeling van de schooljeugd. 

3. Nieuwe inzichten op het gebied van de psychologie, in het 
bijzonder met betrekking tot de psychische ontwikkeling van de 
schooljeugd. Ik noem allereerst, zonder er diep 'op in te gaan, 
inzichten van algemenen aard; als voorbeeld geef ik het beginsel 
der activiteit: het is van het grootste belang, den leerling niet in 
een passieve, receptieve, zg. ,,belangstellende", maar in een actieve 
verhouding tot het leerproces te brengen, omdat eerst dan zijn 
geestelijke mogelijkheden (ik vermijd opzettelijk den, thans door 
velen zozeer verfoeiden term ,,vermogens") volledig tot ontplooiing 
zullen komen en hij eerst dan van het 'onderwijs het volle profijt zal 
kunnen trekken. Dit beginsel is thans wel gemeen goed, niet alleen 
onder de voorstanders van een min of meer radicale onderwijsher-
vorming, maar ook onder hen, die: aan de ,,gewone" scholen het 
Onderwijs dienen. Onbewust en daardoor wellicht niet altijd stelsel-
matig en doeltreffend zullen goede docenten altijd wel hebben 
getracht, hun leerlingen tot zelfstandige activiteit te prikkelen. Met 
geen ander doel is indertijd het oplossen van vraagstukken in het 
Onderwijs ingevoerd; oorspronkelijk 'zal de leraar zich hebben be-
paald tot het bespreken van de theorie en zal het oplossen van een-
voudige vraagstukken den leerlingen ter zelfstandige oefening zijn 
opgedragen. Terwille van de meest begaafdén werden in de 
verzamelingen ook moeilijker vraagstukken opgenomen. Op den 
duur echter werd het oplossen daarvan van alle leerlingen geëist, 
wat ertoe leidde, dat de leraar vraagstukken ging vôôrmaken. Dit 
heeft tenslotte de ontaarding van ons onderwijs teweeggebracht, 
waarbij de leraar niet langer hoofdzakelijk de theorie, maar in 
plaats daarvan de methoden ter oplossing van allerlei soorten 
vraagstukken behandelt. Ik geef dit als voorbeeld vn de nood-
lottige gevolgen, waartoe onoordeelkundige toepassing van een 
op zichzelf voortreffelijk en psychologisch volkomen gefundeerd 
beginsel kan leiden.. Hetzelfde geldt voor de beruchte ,,denksom- 
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men"; ook deze zijn oorspronkelijk met uitstekende bedoelingen 
ingevoerd. 

Het is duidelijk, dat de aanpassing van het onderwijs aan psy-
èhologische inzichten van algemenen aard geen zaak is, die in het 
bijzonder onze werkgroep aangaat. Ze komt eerder in aanmerking 
voor behandeling door onze Werkgemeenschap in' haar geheel. Ook 
dit punt heb ik daarom alleen volledigheidshalve besproken. Ik 
merk nog op, dat een aanpassing van het wiskunde-onderwijs aan 
dergelijke psychologische gegevens van algemeen karakter voor-
onderstelt, dat ook 'met betrekking tot het wiskundig denken zelf 
zuivere psychologische gegevens ter beschikking staan; groot is bij 
ontstentenis daarvan het gevaar voor onjuiste generalisatie. 

Zo kom ik dan tot mijn eigenlijk thema: welke gegevens levert 
ons de wetenschappelijke psychologie met betrekking tot de struc-
tuur van het wiskundig denken en de ontwikkeling daarvan bij onze 
leerlingen en welke argumenten en richtlijnen verschaffen ons die 
gegevens voor ons streven naar vernieuwing van hét wiskunde-
on'derwij S? 

Dat er dergelijke gegevens zijn, wordt blijkbaar in de kringen 
van hen, die naar zulk een vernieuwing streven, algemeen als vast-
staand aangenomen. Ik citeer bv. het programma van een der on-
langs door onze werkgroep ingestelde commissies: ,,een commissie 
ter uitwerking van een cursus, die aangrijpt bij wat het kind kan 
en die zich bewust is tot de ontwikkeling van welke denkfuncties 
hij bijdraagt". Dit vooronderstelt blijkbaar, dat men overtuigd is, 
te dien aanzien over betrouwbaarder gegevens te beschikken, dan 
de ontwerpers der thans gevolgde leermethoden, en ,  ik kan niet 
zien, waar men deze gegevens anders zou kunnen vinden, dan in de 
moderne psychologie. Buiten onzen kring noem ik Dr H. T u rk-
s t r a, die in zijn brochure ,,Psychologisch-Didactische Problemen 
bij'het onderwijs in de Wiskunde aan de Middelbare School" (waar-
van reeds de ondertitel ,,Wat heeft de Psychologie voor de Wis-
kunde té zeggen" veelzeggend mag heten) schrijft: ,,Die metho-
des moeten worden gebezigd en die stof moet worden behandeld, 
dié op zekeren leeftijd resonantie vertonen met, het psychische 
niveau . . ." Zal dit iets meer zijn dan een gemeenplaats, daii zal 
de psychologie ons natuurlijk bovendien moeten leren, wèlke nu 
die methodes, die stof wel zijn. DM ze ons te dien aanzien iets kan 
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leren, is ook inderdaad de overtuiging van Dr T u r k s t r a en hij 
verzuimt niet, die overtuiging te staven door een bespreking van 
onderzoekingen van S c h 1 üs s 1 e r en anderen, waarover later 
meer. 

Het is met het oog op dit vertrouwen in den van de psychologie 
onzen vernieuwingsarbeid reeds thans te verwachten steun, 

dat ik enigen tijd geleden in onze werkgroep heb voorgesteld, 
een systematisch onderzoek naar de aanwezige gegevens in te 
stellen. Ik achtte deze zaak van zoveel belang, dat ik op mij heb 
genomen, dit onderzoek zelf ten uitvoer te leggen. Niet echter, dan 
na enige aarzeling: wie wel eens dergelijken documentatie-arbeid 
heeft verricht, zal begrijpen waarom. Bijzonder verheugde het mij 
dan ook, dat Prof. Dr F. R 0 e 1 s mij op de meest tegemoetkomende 
wijze toestond, van de op het Psychologisch Laboratorium der 
Rijksuniversiteit te Utrecht aanwezige litteratuur gebruik te maken. 
Ook Dr H. T u r k s t r a was zo vriendelijk, mij met inlichtingen 
van dienst te zijn. Ik spreek wel uit naam van onze werkgroep, 
wanneer ik beiden Heren voor de zo vriendelijk betoonde hulp bij 
deze gelegenheid hartelijk dank zeg. Ook aan onze verschillende 
bibliotheken komt een woord van dank toe. 

Ik zocht nu allereerst in de ons gebied betreffende rubrieken der 
bibliographie van de 15 laatste jaargangen van het ,tijdschrift 
,,L'Année Psychologique". Deze leverde een tiental titels van' publi-
caties, die enigszins met het ons nu interesserende probleemgebied 
verband hielden. Mijn bezorgdheid, bedolven te worden onder een 
berg litteratuur, bleek dus wel heel weinig in overeenstemming met 
de feiten! Bij deze titels kon ik op grond van andere gegevens nog 
een ongeveer gelijk aantal voegen, die meest van ouderen datum 
waren. Ik wijs er met nadruk op, dat ik hier alleen het oog heb 
op ptiblicaties van wetenschappelijk psychologisch karakter; publi-
caties op het gebied van paedagogiek, didactiek en methodiek 
bleven buiten beschouwing, tenzij als vindplaats voor titels als 
door mij werden gezocht. ' 

Het aantal titels, dat ik op deze wijze bijeenkreeg, een twintigtal, is 
wel opvallend gering, vooral in vergelijking met het buitengewoon 
groot 'aantal publicaties, dat over andere psychologische vragen 
verschijnt. Z6 opvallend, dat ik wil trachten, den geringen omvang 
van de ôns interesserende psychologische literatuur te verklaren, 
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v5Ôr ik overga tot een korte bespreking van enkele publicaties in 
het bijzonder. 

Die geringe omvang wordt begrijpelijk, als men rekening houdt 
met de omstandigheid, dat in de tegenwoordige wetenschappelijke 
psychologie onderscheiden stromingen en richtingen bestaan. Onder 
deze, stromingen kunnen we onderscheiden een zg. natuurweten-
schappelijken vleugel, waartoe als extremistische repraesentanten 
de reflexologen en behaviouristen behoren, en een zg. geestesweten-
schappelijken vleugel, die bv. door den structuurpsycholoog 
S p r a n g e r wordt vertegenwoordigd. De psychologen van de 
natuurwetenschappelijke richting oriënteren zich aan de methoden 
van de natuurwetenschap, de geesteswetenschappelijke psychologen 
zijn van opvatting, dat deze voor den opbouw van de psychologie 
niet voldoende zijn, en menen, dat de laatste het voor de zg. gees-
teswetenschappen karakteristieke ,,Verstehen" niet zal kunnen ont-
beren. Het is intussen, gezien het gebrek aan eenheid van termino-
logie op psychologisch gebied, zeer moeilijk, tussen de verschillende 
opvattingen de juiste methodologische betrekkingen te bepalen. 
Ter nadere karakterisering evenwel het volgende: de natuurweten-
schappelijke psychologie •kiest haar uitgangspunt bij voorkeur in 
het onderzoek van de ,,eenvoudigste" psychische processen (,,dier -
psychologie"!), de geesteswetenschappelijke psychologie omge-
keerd in de analyse van de meest gecompliceerde, die in het cul-
tuurleven hun uitdrukking vinden. 

Nu is het eigenlijk wiskundig denken voor de methoden van de 
natuurwetenschappelij ke psychologie vooralsnog moeilijk toegan-
kelijk. Men kan nu eenmaal juist de meest essentiële psychische 
processen, die zich bij het wiskundig denken voordoen, niet naar 
willekeur en nog minder onder vereenvoudigende (schemati-
serende) proefvoorwaarden te voorschijn roepen. Hiermee is zeer 
in het kort verklaard, waarom de natuurwetenschappelijke psycho-
logie zich zo weinig intensief met het wiskundig denken heeft 
beziggehouden. 

Het is wel duidelijk, dat de geesteswetenschappelijke methode 
zich voor de analyse van het wiskundig denken veel beter zou 
lenen. Nu doet zich echter de omstandigheid voor, dat de karak-
teristieke vertegenwoordigers van deze methode zich tot. de wis-
kunde gewoonlijk minder voelen aangetrokken. Hun antagonisrne 
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ten opzichte van de natuurwetenschappelijke methode houdt 
blijkbaar verband met een zekere. aversie tegenover de natuur-
wetenschappen zelf, die dan, op grond van een elementair 
hoewel zeer verspreid - misverstand, op de wiskunde wordt over-
gedragen. 	. 	 . 	. 	 . 

Toch zijn wel psychologische onderzoekingen over het wiskundig 
denken verricht met methoden, die sterk aan de. geestesweten-
schappelijke herinneren. Ik denk hier aan algemeen bekende onder-
zoekingen als die van H e 1 mh o 1 tz, P o i n c a r é en M a n-
n o u r y. In deze onderzoekingen is ongetwijfeld veel, dat voor het 
onderwijs in de wiskunde van veel belang kan zijn. Het zijn echter 
niet in de eerste plaats .déze onderzoekingen, waarop men zin-
speelt, wanneer men spreekt over de psychologische gegevens voor 
de vernieuwing van het onderwijs in de wiskunde. Bovendien staai 
deze onderzoekingen tamelijk los van het werk, dat door, de eigen-
lijke vakpsychologen wordt verricht, doordat ze meestal gepubli-
ceerd zijn in samenhang met zuiver wiskundige beschouwingen, 
die. den vakpsycholoog nu eenmaal minder zullen interesseren, en 
doordat de gebruikte terminologie en de gevolgde methode nogal 
afwijken van de door vakpsychologen toegepaste. Tenslotte bezit-
ten deze beschouwingen uiteraard een enigszins persoonlijk, om 
niet te zeggen subjectief, karakter, dat hen onderscheidt van het 
streven naar onpersoonlijke objectiviteit, dat het werk van de vak-
psychologen kenmerkt. Om al deze redenen bepaal ik me ertoe, 
deze onderzoekingen met nadruk in Uw aandacht aan te bevelen. 

Ik kan .dus overgaan tot een bespreking van enkele der vak-. 
psychologische, publicaties, die ik bij mijn nasporingen heb gevon-
den. In de eerste plaats noem ik 

Ph. C h a s Ii n, ,,Essai sur le mécanisme psychologique des 
opérations de la mathématique pure", Paris 1926. C h a s 1 i n was 
wellicht als weinigen gequalificeerd tot het schrijven van een der-
gelijk werk: psychiater van professie, leerling van R i b o t en 
bovendien in de wiskunde een zeer vergevorderd amateur, bespreekt 
hij onderwerpen als de theorie van 0 a 1 o i s, de vergelijking, van 
F r e d h o 1 m, de paradox van R i c h a r d. In zijn werk ontbreekt 
echter elke diepere psychologische analyse! Zelf spreekt hij dan 
ook (blz. 271) van een ,,étude bien insuffisante" en na een korte 
uitweiding over den wiskundigen aanleg merkt hij op, dat zijn be- 



schouwingen het raadsel daarvan niet, oplossen: ,,C'est malheu-
reusement ce qui arrivetoujours si rapidement en psychologie, qui, 
dès que cela commencerait â devenir intéressant, est obligée de 
faire appel â 'l'inconscient, donc â la physiolôgie. Et celle-ci n'est 
pas près d'aborder Ja question." 

E. L. T h o r n d i k e, ,,The Psychology of Arithmetic", N.Y. 
1922. Dit werk kon ik niet inzien, ik heb echter reden te onder-
stellen, dat het, evena'l andere publicaties van dezen schrijver, uit-
sluitend op liet elementair rekenen betrekking heeft. 

A.S. Ed w a r d s (Journ. of ed. Psych. XXVII, 1936) vergeleek 
de kennis van de arithmetische termen bij eerstejaarsstudenten met 
hun studieresultaat en vond 0,59-0,64 correlatie. 

,,En daarmee hebt U een algemenen indruk, van wat er op dit 
gebied is gedaan. Over enquêtes naar de belangstelling vor Wis-
kunde en andere leervakken heb ik niet gesproken; over correlatie-
onderzoek zal ik nog een en ander zeggen. Maar geen van beidé 
geeft ons het dieper inzicht in de structuur van het mathématisch 
denken, dat wij voor een wetenschappelijk-psychologische funde-
ring van de vernieuwing' van het wiskunde-onderwijs zouden 
behoëven." 

Z5 schreef ik, tQen ik dit Rapport ontwierp! Ik acht mij gelukkig, 
dat ik toch een publicatie van groter gewicht kan bespreken, die 
verscheen, toen ik reeds met de definitieve formulering was be-
gonnen. Het is' 

E. R. J a e n S c h u. F r i t z A It h o f f, ,,Mathematisches Dën-
ken und' Seelenform", Leipzig 1939. J a e n s c h is ook ten onzent 
zeer bekend door zijn onderzoekingen over de z.g. ,,Eidetik" 'en 
door zijn typologie. Deze typologiè wordt hier toegepast op liet 
mathematisch denken. Verschillende duitsche wiskundigén en een 
aantal jeugdige proefpersonen worden op deze wijzë in verschillen-
de typen ondergebracht. Uit de verkregen resultatén worden dan 
verschillende conclusies met betrekking tot het wiskunde-onderwijs 
getrokken. Voor ik hieruit enkele citaten geef, mèrk ik op, dat men 
ook in deze publicatie gegevens over de ontwikkeling van het wis-' 
kundig denken vergeefs zoekt (iie echter blz. 160). 

J aè n s c h bespreekt' de voorstellen van P e t é r m a n n en 
H a g ge (,,Gewachsene Raumlehre", Freiburg, 1935), die het 
meetkundeônderwijs iri'de richting vali'een',,produktives Ko'nstrük- 
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tionsspiél" willen hérvotmen. Hij voert daartegen ,,zwei wesent-
liche Einwânde" aan (die ook op andere hervormingsvoorstellen 
van toepassing zijn): ,,1. Gerade auch ein psychologischer Vorzug 
des üblichen Lehrsystems würde hierbei preisgegeben werden. 
Eben weil dieses System nur auf den sachlichen Zusammenhang 
der mathematischen Gegenstnde untereinander begründet ist und 
darum keine ganz bestimnite innere Haltung voraussetzt, eben da-
durch gibt es den allervèrschiedensten inneren Haltungen und Erleb-
nisweisen der Mathematik eine Möglichkeit der Bettigung. Die 
Arbeit von F. Al t h o f f zeigt sehr deutlich, dass bei dem üblichen 
Lehrsystem die allerverschiedensten dieser Haltungen und Erleb-
nisformen ihr Betitigungsfeld finden. Hier dagegen wird eine ganz 
bestimmte innere Haltung und Erlebnisform zum Leitgesichtspuiikt 
dës ganzën Aufbaus, erhoben. Jtinge Menschen von anderem Typus 
und anderer innerer Haltung werdén darum nicht erfasst werden 
und leer ausgehen. Die Haltung des experimentiérenden Konstruk-
teurs, wie angemessen sie vièlen Jugendlichèn auch sein mag, ist 
doch immerhinnur eine tinter anderen. 2. Gerade âuch in der streng 
logischen und eindeutigen Gebundenheit  des bisherigen Systèms, 
im Unterschied zu der freien Ungebundènheit des neu vorgeschla-
genen, sehen wir einen grossen erzieherischen Vorzug, der nicht 
ohne weiterès preisgegeben werden darf. Gerade der logisch-exakte 
und eindeutige Aufbau des mathematischen Lehrsystems ist em 
Hauptmittel, um in dem jugendlichen Geiste den Sinn für das unaus-
weichlich Zwingende und Bindende der Wahrheit zu érwecken." 
Toch wil J a e n s ch het bestaande systeem in den zin van die 
voorstellen aanvullen, en wel door toepassing van het in Italië 
gangbare ,,spôntane inderwijs". ,,In einer Stunde in der Woche 
dürfen dort die Schüler alles vorbringen, was sie wissen wIlen 
odér auf dem Herzen haben . . . Könnte nin nicht im Mathematik-
Unterricht, zusiitzlich zu seinem logisch-sytematischen Aufbau, 
gelegentlich eine Stunde emnfügen es brauchte ja durchaus nicht 
jede Woche zu séin -, in der dieses freie, produktive Konstruk-
tionsspiel geübt und in Gang gebracht wird?" Uit het laatste blijkt 
wel, hoezeer degenen oiielijk hebbén, die menen, dat het buiten-
land ons bp onderwijsgebied in alle opzichten vôôr is; ten onzent 
is het al lang niet méer nodig, bijzondêre lesuien met de dor 

ae n s c h aangegèven bestemming op het lesrooster uit te trekken 
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daar het algemeen- als. een elementaire didacische waarheid geldt, 
dat geen enkel lesuur volkomen aan zijn bestemming heeft beant-
woord, wanneer niet van de zijde der leerlingen vragen of opmer-
kingen van enige betekenis in het midden. zijn gebracht; verder, 
dat dergelijke vragen en opmerkingen met de grootst mogelijke 
zorg dienen te worden behandeld, en dat zulk een behandeling tot 
de meest waardevolle didactische hulpmiddelen. moet worden ge-
rekend. En nu nog een laatste citaat: ,,Die bisherigen Versuche, 
den mathematischen Unterricht psychologisch' zu unterbauen, ziel-
ten vor -allem auf diê Bedürfnisse der Volksschule ab. Der Haupt-
grund wird der sein, dass bei dem bisherigen Stande der Psycho-
logie lediglich eine psychologische Erforschung elementarer Auf-
fassungsvorgnge möglich war, auf deren Pflege es in der Volks-
schule vor allem ankommt." Hier wordt dus zo nadrukkelijk 
mogelijk de conclusie bevestigd, waartoe ik zelf reeds v6ér de 
lezing van de publicatie van J a en s c h en A It h o f f was geko-
men: gegevens voor de psychologische fundering van -  de didactiek 
der wiskunde voor scholen van voortgezet onderwijs bestonden er 
voor deze publicatie niet en a fortiori bestonden er geen gegevens 
voor de hervorming van het wiskunde-onderwijs aan die scholen 
op psychologischen grondslag; verder blijkt: de in de genoemde 
publicatie vervatte gegevens pleiten voor behoud van het ten onzent 
bestaande; deze gegevens hebben echter geen betrekking op de 
ontwikkeling van het wiskundig denken. 
- Ik zou hier kunnen eindigen; ik geef er echter den voorkeur aan, 
aan dit Rapport het karakter van een afgerond geheel te verlenen, 
hoewel de mij ten dienste staande tijdruimte en middelen natuurlijk 
niet -toestaan, naar volledigheid te streven. Hoewel ik over de ont-
wikkeling van het wiskundig den-ken bij onze schooljeugd geen 
gegevens van enige betekenis aantrof, is het toch wel mogelijk, 
enkele conclusies te trekken uit de onderzoekingen over het. abstract 
denken meer in het algemeen. 

- Ten onzent zijn door K o h n s t a m m en diens medewerkers 
aan het Nutsseminarium vooral de denkps'ychologische onderzoe-
kingen van de school van K ü 1 p e bekend geworden. Veel van wat 
deze onderzoekers (vooral S e 1 z) hebben gevonden, is op het 
wiskun-dig denken onmiddellijk van toepassing. Alleen - den aan 
zelfwaarneming gewenden wiskundige (en zonder zelfwaarneming 
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kan men geen wiskunde - beoefenen en nog minder wiskunde onder-
wijzen) leren de bedoelde onderzoekingen weinig nieuws. En over 
de ontwikkeling van de - denkprocessen over kinderen kômen wij 
hier ook niet -  veel te weten, al schijnt men -over- te hellen tot de 
opvatting, dat deze processen in hoge mate door blote mededeling 
leerbaar zijn (Gertrud B a u er, K i n d 1-er, S a n d). 

Bijzonder veel -belangstelling heeft men steeds gehad voor het 
logisch denken, waaronder men veelal in de eerste plaats het rede-
neren volgens de zg. Aristotelische sluitredens verstaat. S t ö rr i n g 
o.a. heeft daarover veel gepubliceerd; voor de ons in het bijzonder 
interesserende vraag naar de ontwikkeling van het logisch rede-
neren bij kinderen moeten wij ons echter tot anderen wenden. Het 
verschil van inzicht ten aanzien van deze vraag bewijst wel de 
moeilijkheid, op dit gebied tot definitieve resultaten te komen. 

P r e y e r (,,Die Seele des Kindes", 4. Aufl. Leipzig 1895) nam 
al logisch denken aan bij kinderen, die nog niet konden spreken. 
Daartegen verzette M e u m a n n. zich: in zijn: studie ,,Die Entste-
hung der ersten Wortbedeutungen beim Kin-de" (Festschrift Wil.-. 
helm W u n d t II. Bd, ook Philosophische Studien Bd XX, ook afz. 
Leipzig 1902) voert hij tegen P re y e r aan, dat- bv. 8-jarige kin-
deren nog slechts zeer onbeholpen zouden concluderen, en dat het 
hanteren van de syllogistische figuren zich eerst onder invloed van 
het onderwijs, en wel mede onder invlôed van het onderwijs in 
de wiskunde, zou ontwikkelen. - 

In zijn ,,Vorlesungen zur Einführung in die experimentelle Pâda-
gogik" ging M e u-ma n n nog verder en beweerde, daf kinderen 
in het algemeen véÔr hun 14de jaar niet zouden kunnen conclu-
deren (is dat wellicht één der ,,psychologische gegevens", waarop 
men zich bij zijn kritiek op het bestaande onderwijs zo gaarne 
beroept?); de juistheid van die bewering heeft S c h ii s s 1 e r nader. 
onderzocht (Zeitschr. f. angew. Psych. Bde XI, XIII, XV en -XVII). 
Hij gaf daartoe aan kinderen van verséhillenden leeftijd praernissen; 
waaruit dan volgens een der zg. ,,logische figuren" een conclusie 
moest worden verkregen; ik geef voor elke figuur, een stel prae-
missen als voorbeeld. . 
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1. Allè Menschen sind sterb- 
lich. 

Ich bin ein Mensch. 

III. Die Adler fressen Fleisch. 
Die Adler sind Vögel. 

II. Kein Kraut hat einen hol- 
zigen Stamm. 

Jede Pappel hat einen 
holzigen Stamm. 

'IV. Alle Eidechse sind 
Kriechtiere. 

Alle Kriechtiere sind 
Wirbeltiere. 

Ruw gezegd, presteerden 13-14 jarigen 50 % van wat ont-
wikkelde volwassenen bleken te kunnen; ook de prestaties van de 
laatsten waren lang niet feilloos! Voor nadere gegevens raadplege 
men Turks tra, l.c. 

K o h n s t a m m merkt op (Med. Nutsseminarium No. 26, Paed. 
Stud. 1934), dat deze resultaten uit denkpsychologisch oogpunt 
(niet zozeer, dunkt me, als globale maatstaf voor den groei van de 
algemene intelligentie) grotendeels waardeloos zijn. S ch II s s-
1 e r verzuimde namelijk, zijn proefpersonen in te lichten over een 
eis van zuiver conventioneel karakter, die de formele logica aan de 
conclusies pleegt te stellen. Ook de resultaten van R o 1 o f f en 
0 r m i a n verliezen op grond van K o h n s t a m m 's kritiek een 
groot déel van hun betekenis. 

Dit gaf K o h n s t a m m aanleiding, een geheel nieuw onderzoek 
te ondernemen, dat ook betrekking had op kinderen van veel jeug-
diger leeftijd. Om begrijpélijke redenen werden de praemissen nu 
niet in wöorden geformuleerd, maar op een bepaalde manier door 
figuren weergegeven. Het bleek, dat de kinderen deels reeds op 
zeer jeugdigen leeftijd in staat waren, de juiste conclûsies te trek-
ken. Terecht merkt Ko h n s t a m m dan ook op; ,,dat wij dè 
gangbare meningeii over de onlogischheid van den kinderlijken 
geest aanmerkelijk moeten wijzigen" . . . ,,Kinderen van zes en 
zeven, zeker die van acht jaren zijn tot redeneringen in staat, die 
nog maar heel weinig aanschouwelijken inhoud hebben." 

Toch zou men zich ernstig vergissen, 'wanneer men hieruit tot 
het bestaan van echt formeel-logisch redeneren bij kinderen van 
6-8 jaar zou concluderen; dât wordt door deze onderzoekingen 
niet bewezen, zoals K o h n s t a m m zelf (l.c. blz. 19) opmerkt, 
en zoals uit de volgende analyse nader moge blijken. De vervan- 
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ging van de in woorden geformuleerde praemissen door figuren 
berust op een gedeeltelijk formeel paralielisme tussen de onderlinge 
betrekkingen van begripsomvangen (waarvan de theorie voor velen 
blijkbaar nog altijd de logica is) en die van vlakke gebieden. Zo 

kan bv. de praemisse: ,,alle 
Duitsers zijn Europeanen" 

E 	door nevenstaande figuur 
worden weergegeven. Hoe 

	

0 	wil men nu echter de prae- 
misse: ,,als alle Duitsers 
Europeanen zijn, dan zijn 

	

1 	 alle Pruissen Europeanen" 
in tekening brengen? Om. 
het anders uit te drukken: 

	

- 	 het bedoelde parallelisme 
betreft slechts een deel van 
de logica. Het is dus duide-

lijk, dat de voorstelling van bepaalde logische betrekkingen door 
figuren de eerste van hun eigenlij ken zin beroof t. Dat de kinderen 
de hun gestelde vragen goed konden beantwoorden, bewijst dus 
nog niet, dat zij in den eigenlijken zin des woords formeel-logisch 
redeneerden, wel echter, dat zij beschikten-over een vrij aanzienlijk 
vermogen tot abstractie; 'het is zonder twijfel een bijzonder be-
langrijk en verrassend resultaat, dat dit vermogen bij 6-8-jarigen 
reeds in zulk een omvang aanwezig blijkt. 

Dat van dergelijke vermogens in den regel zo weinig blijkt, 
vindt zijn oorzaak in de gebrekkige taalbeheersing van het jonge 
kind; door een fraaien kunstgreep moest K o h n s t a m m het 
aanwezige vermogen tot abstractie als het ware zichtbaar, maken. 
Eigenlijk logisch redeneren is echter minder aan ruimtebeelden, 
dan aan woord- en klankbeelden georiënteerd. Men zou dus in 
beginsel de leerlingen, die .K o h n s t a m m 's vragen juist beant-
woordden, tot het uitvoeren van bepaalde logische redeneringen in 
staat kunnen stellen, .door.:hen  te brengen tot beheersing van be- 
paalde taalmiddelen. - - - 

Men zij in het algemeen zeer voorzichtig met het trekken van 
conclusies uit proeven met syllogismen, ook al worden fouten-, 
bronnen, als bij S,c'h üs sl er voorkwamen, vermeden. Men weet 
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immers niet, hôe een bepaalde conclusie tot stand komt, en daarop 
komt het hier juist aan. Wanneer •ik -als praemissen geef: ,,alle 
roofdieren eten vlees" en ,,de wolf is een roofdier", dan zal de 
juiste conclusie ,,de wolf eet vlees" wel gemakkelijk te voorschijn 
komen, maar wordt ze nu inderdaad getrokken op grond van in-
zicht in de formele betrekkingen tussen de praemissen? Dat derge-
lijk inzicht -bij -den leerling aanwezig is, wordt ondersteld bij de 
behandeling van de •bewijzen uit het ongerijmde, die berusten op 
het trekken van onjuiste conclusies uit onjuisté praemissen; de 
leerling moet dus kunnen onderscheiden tussen de materiële juist-
heid van praemissen en conclusie en de formele juistheid van de 
redenering (dat hieraan nog wel eens iets hapert, blijkt bv. hieruit, 
dat de leerlingen zich, wanneer men hen attent maakt op een rede-
neerfout, gaarne beroepen op de juistheid van 'hun conclusie). In 
mijn dissertatie ,,Rede en Aanschouwing in de Wiskunde" (Gro-
ningen - 1935) heb ik daarom gewezen op de noodzakelijkheid, 
vragen uit de formele logica bij intelligentie-onderzoek (ik onder-
stelde toen stilzwijgend, dat deze vragen zoals toch -vanzelf 
spreekt -- werden opgegeven ter toetsing van het vermogen tot 
formeel-logisch redeneren) te kiezen buiten de gewone gedachten-

-'sfeer van den proefpe,soon. Dit is door L a n g e v e 1 d in• diens 
,,lnleiding - tot de Studie der Paedagogische Psychologie" (Gro-
ningen 1937) bestreden; hij meent, dat bij een dergelijke keuze van 
de opgaven de proefpersoon niet voldoende zal worden geactiveer-d, 
om hem te brengen tot die prestaties, waartoe hij overigens in staat 
zou-zijn. Dit bezwaar blijkt -m.i. geen steek te houden, wanneer ik 
mijn bedoeling nog in dien zin preciseer, dat niet de vorm, maar 
wel de inhoud van de praemissen buiten de gedachtenwereld van 
den proefpersoon d,ienen te worden gekozen; nu ja maar dan 
wordt de bewering triviaal: want de bedoeling is juist, te onder-
zoeken, of-de proefpersoon in staat is, den logischen vorm afzonder-
lijk te beschouwen, m.a.w., of-die logische -vorm als zodanig tot 
zijn gedachtenwereldbehort! -Op de hier aangeduide moeilijkheid 
blijkt vroeger reeds een autoriteit als W. S. t e r n (,,Die IntelIl-
genz der Kinder und jugendlichen", Leipzig 1920, S. 110) te heb-
ben gewezen, zij het in enigszins andere bewoordingen: ,,Ferner 
ware es interessant festzustellen, ob, bzw. wann die. Prüflinge zwi-
schen der blossen Tatsöchlichkeit des Schlussergebnisses und seiner 
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logischen Notwendigkeit zu unterscheiden wissen. Doch sehe ich 
noch keine geeignete Methode für -diese Feststellung." 

In het voorgaande werd gewezen op den samenhang tussen het 
vermogen tot formeel-logisch redeneren en de taalbehèersing. 
Nadere gegevens over de beheersing van logische termen vond ik 
bij 0. L i p p m a n n: ,,Die Entwicklung der grammatisch-logischen 
Funktionen" (Zeitschr. f. ang. Psych. XII, 1917); uit resultaten 
met invul-tests bleek, dat voor de termen ,,denn", ,,oder", ,,nicht-
und" (in de betekenis van ,,noch-noch"), ,,nachdem", ,,aber", het 
aantal ,,richtige Ausfüllungen".van het derde tot het achtste school-
jaar van ± 20 % tot ± .90 % steeg. 

Uit het bovenstaande zal gebleken zijn, dat de denkpsychologie 
nog maar in het beginstadium van haar ontwikkeling verkeert (ook 
L a n gevel d schrijft, l.c. blz. 156: ,,Onderzoekingen, welke ex-
akte en goed geïnterpreteerde gegevens aan het licht brachten over 
de intellektuele ontwikkeling van de middelbare schooljeugd be-
staan er bij mijn weten niet"). Het is niet zo heel moeilijk, langs 
experimentelen weg gegevens op dit gebied te verkrijgen; de grote 
moeilijkheid is, als in elke.experimentele?etenschap, gelegen in de 
interpretatie van deze gegevens. Ik wil dit aan -de hand- van een 
voorbeeld nader toelichten; bepaalt men, bv. op grond van 
rapportcijfers, de correlatie tussen de prestaties van leerlingen in 
verschillende leer-vakken of groepen van leervakken, bv. voor wis-
kunde en moderne talen, dan vindt men in- de lagere klassen een 
duidelijk positieve correlatie, die in de hogere klassen verdwijnt 
-(W 0 1 d.e n do r p, Paed. Stud. VIII,- 1927, V a n D a 1f s e n,-
Paed. Stud. X, 1929, XIII,- 1932; eigen onderzoek met- betrekking 

- tot het Kerstrapport 1934135. van 373 -leerlingen der R.H.B.S. te 
Amersfoort); de voor de hand liggende verklaring van dit enigs-
zins verrassend verschijnsel is deze: de aangeboren algemene intel-
ligentie zou zich in den loop van de schoolloopbaan langzamerhand 
differentiëren. Dat deze verklaring onjuist is,- -volgt onder- meer 
hieruit, dat van een- -school als de H.B.S: de leerlingen met een- - - 
zijdige prestaties na korter of langer tijd naar andere onderwijs-
inrichtingen (M.T.S., handelsschool) plegen over te gaan. V a n 
D a 1f s e n zoekt de oplossing dan ook, m.i. geheel terecht, in tegen-
gestelde richting: doordat in de hogere klassen de leerlingen, wat 
den omvang en de geaardheid.-van hun -verstandelij ken aanleg be- 
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treft, steeds méér een homogene groep vormen, worden de verschil-
len in hun prestaties hoe langer hoe minç1r door de verschil-
len in hun intelligentie en dus hoe langer, hoe meer door,ander-
soortige, grotendeels ,,toevallige" factoren (toekomstplannen e.d.) 
veroorzaakt; deze doen de oorspronkelijke correlatie ver.dwijnen. 
Men ziet dit als volgt gemakkelijk in: stel, dat men door voortge-
zette selectie gekomen was tot een schooiklasse, waarbinnen geen 
verschillen in verstandelijken aanleg (noçh wat, grootte, noch wat 
richting betreft) meer zouden bestaan. De rapportcijfers zouden 
dan geheel door het toeval bepaald worden en correlatie tussen de 
cijfers voor verschillende vakken zou er niet kunnen zijn. Selectie; 
die de homogeniteit. verhoogt, heeft dus de tendenz, de corre-
latie tussen de rapportcijfers voor verschillende leervakken te 
verlagen. 

Zal men dus misschien (zoals Prof. G. R ë.v é s z, ,,De onge-, 
deeldheid der begaafdheidsvormen", Alg. Ned. Tijdschr. v. Wijsb. 
en Psych. XXXII 1938139, meent) het verzamelen van, gegevens, 
aan psychologen zonder speciaal, psychologisch inzicht kûnnen 
overlaten (al schuilen m.i. ook hier niet te onderschatten gevaren!), 
de interpretatie daarvan worde steeds overgelaten aan hen, die wel 
over een behoorlijke psychologisçh invoelingsvermogen beschikken; 
voor onderzoekingen op het gebied, dat ons interesseert, is boven-
dien enige diepere,kennis van wiskunde en logica gewenst. 

En dan nog moet er ernstig worden gwaarschuwd voor over-
ijide gevolgtrekkingen uit de 'verkregen resultaten. Dat deze waar-
schuwing niet overbodig is, moge blijken uit wat een jaar of 20 
geleden is voorgevallen naar aanleiding van ht probleem van de 
,,tiansfer of training" (zie: W. R e i n d e r.s m a, ,,Over het inlei-
dend pnderwijs in de meetkunde", Losse P,aed. Stud., Groningen,. 
den Haag 1926, waaraan ik ook een tweetal citaten on.tleen naar 
J. W. A. Y o u n g, ,,Concerning Experiments to test the Transfer 
of .  Training", Sçhool Science and Mathematics, XVIII, 1918). 

,,Within the last decade or two, a,more or less definite impres-
sion has  gained currency to the general effect that psychologists 
have been making. laboratory investigations of the process of men-
tal training, whose .results have proved that mental.,power, gained 
in the study ofsome one, subject cannot be applied in another; that 
old ,,doçtrines',' have Ieen ,,exploded", that the, day of educational 
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theorizing is past; that henceforth, educational problems will be 
taken into the psychological laboratory and solved." 

(Is hier niet zeer juist de geestestoestand gekarakteriseerd, die 
mij aanleiding gaf tot .dit onderzoek?) 

Re in d er s ma wijst erop, .dat er onafhankelijk van het expe-
rimenteel onderzoek vele aanwijzingen voor de waarschijnlijkheid 
van ,,transfer of training" bestaan, en dat het dus reeds op dien 
grond onwaarschijnlijk mag heten, dat langs experimenteel psycho-
logischen weg het vertrouwen in de mogelijkheid van zulk een 
,,transfer" zou kunnen worden ontzenuwd. Hij deelt mede, dat 
Y o u n g een onderzoek heeft ingesteld naar de op dit gebied voor-
handen experimenteel psychologische gegevens. Inderdaad bleken 
inzake het probleem van de ,,transfer" experimenteel psychologi-
sche onderzoekingen te zijn verricht, het eerst door W. J a m e s 
inl 1890; er was echter niets gevonden, dat de onmogelijkheid van 
,,transfer" zou kunnen bewijzen; de werkelijk verkregen resultaten 
bleken onduidelijk: ze wezen echter, eerder op het bestaan van 
,,transfer", dan op de onmogelijkheid daarvan; de kwestie van de 
,,trans ter" van het logisch denken was zelfs in het geheel niet on-
derzocht; de onderzoekers zelf hadden trouwens uit hun resultaten 
helemaal geen sensationelç conclusies getrokken, als door Y o u n g 
geschetst! 

,,I found, that the explosions which were to overturn the entire 
educational edifice were taking place chiefly in the regions of 
rumor and misconception . . . . Danger lies in the accretions and. 
distortions, that the descriptions of these results undergo when 
handed. down the line from science to rhetoric, from first to tenth 
hand." 

Laat ons de in deze woorden vervatte -waarschuwing niet in den 
wind slaan! Ook tgenwoordig en ten onzent zijn ze er, de ,,regions 
of rumor and misconception", de dierbare periodieken, die telkens 
weer colporterèn met het. ,,schrijnend kinderleed", waaraan in het 
bijzonder debet zou zijn het wiskund&-onderwijs (dat menin dit 
•verband bij voorkeur als ,,alleen-zaligmakend" bettelt), gegeven 
.aan kinderen, die nog tot geen abstract denkenof logisch redeneren. 
:in staat zouden zijn. . 

Niet alléén, dat deze beweringen geen steun vinden in experi-
menteel psychologische gegevens, . voorzover dergelijke gegevens 
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aanwezig zijn, wijzen ze in tegengestelde richting; de besproken 
onderzoekingen van •K oh n s ta m m bewijzen, dat reeds zeèr 
jeügdige kindéren een verrassend vermogen tit abstractie bezitten; 
bij S c h ii s s 1 e r 's onderzoek is in elk geval gebleken, dat 13 tot 
14 jarigen, tuw  gezegd, 50 % presteerden, van wat volwassenen 
konden. De prestaties nemen tot het 20ste levensjaar snel toe, m.i. 
vooral onder invlbed van de toenemende taalbeheersing. Ik weet 
wel, dat er velen zijn, die nu als volgt zouden redeneren: wanneer:1 
het vérmogen t&t'foreel redéneren na het dertiende jaar nog zo 
sterk toeneemt, waarom dan met het onderwijs in de wiskunde nkt. 
liever enkele jaren gewacht? 
• Mij hërinïiert die redenering aan de bekende geschiedenis van 
de dame, ciie wou leren paardrijden; vôôrzij evenwel met de rij-
lessenbegön, informeerde zij, of daaraan géen gevaren verbonden 
waren. Dé instructeur vértelde haar toen, dat bèginners inderdaad 
wel eens vielen; maar dat dergelijke onaangenaamheden na de. 
eerstedrie, vkr lessen niet meer voorkwamen; de dame in kwestie. 
bèsloot toen, de èerste vijf lessen door haar echtgenoot te laten: 
nemen en zkh lii afwachting van de zesde lestöt de wandelsport 
te bépalen. . 

U zult begrijpen, wat ikwil betogen: de sterke stijging in de 
prestaties op het gebied van het logisch concluderen zou wel eens 
het gevolg kunnen zijn van de mede in de wiskunde-les verkregen 
öefening!Of .dit werkelijk zo is, is niet zo gemakkelijk uit te maken; 
ômdat men moeilijk als contrôle aan een groep kinderen van een 
intelligentiegraad, als voor het volgen van V.H.O. vereist is, opzet- ,  
telijkalleintellectuele vorming zal kiinnen onthouden. Wij zijn dus 
gedwongen een beroep te doen op. indirecte gegevens. Ik vind deze: 
in een door M. S chef f er uitgevoerd onderzoek (zie Bi go t-
K o h n s t a m m, ,,Hoofdstukken uit de Psychologie", Groningen-
Den Haag-Batavia 1934), waarbij bleek, dat in de 4 opeenvolgende' 
klassen van enkele kweekscholen de intelligentie (naar den door 
hem aangelégden maatstaf) toenam van 1.20 tot 1.50, in de 3 
hoogste klassen van enkele H.B.S.en slechts van 1.40 tot 1.50, 
hoewel op Iaatstgénoemde scifôlen meer leerlingen wegens onvol-
doenden aanleg plegen af te vallen. De meest bevredigënde verkla-
ring lijkt mij wel deze, dat wij op kweekschool en H.B.S. in den 
grond te maken hebben met leerlingen van denzélfden gemiddelden 



.19 

aanleg, maar dat.de  aanwezige: aanleg bij: de le.erlin.gen van de iste 
klase der ,kweekschool door minder intensief, voorbereidend onder-
wijs minder is ontwikkeld dan die van leerlingen van, le derde 
klasse. ener . . ........'. 

Oçk'deze: gegevens leveren blijkbaar geen voldoenden,grondslag 
voor vèrstrekkende conclusies;, maar wil men er een conclusie uit 
-trekken, dan moet het, toch weL'deze zijn: 66k de leerlingen met 
goede capaciteiten (beter wellicht: juist deze!) behoeven voor de 
volledige ontplooiing, van hun verstandelijken aanleg intensief on-
derwijs, zoals dit op onze scholen voor V.H.O. wOrdt gegeven. De 
ontwikkeling van het.intellect is 'blijkbaar (ook K o h n s t al m m wijst 
hierop l.c. b,lzl 27).. niet maar alleen een biologisch rijpingsproc,es, 
dat zich spontaan, ,,van-binnen-uit'.' voltrekt, ze is integendeel vat-
baat Voor opzettelijke, beïnvloeding,. bv.' door middel van onderwijs. 

In dit verband nog een' opmerking: de vôôrstellen, het systema 
..tisch wiskunde-onderwijs op minder, jeugdigen' leeftijd te doen 
'aanvangen, dan thans gebruikelijk is, berusten veelal' op,.de mening, 
.dat de moeilijkheden, die men bij het aanvankelijk onderwij,s in de 
îiieetkunde ontmoet, 'wortelen in bepaalde éigenaardigheden van 
het kinderlijke denken, die bij individ'uen van rij,peren leeftij.d niet 
meer, zouden yoorkomen. Men 'leidt, dit blijkbaar af uit de omstan-
digheid, dat kinderen moeite hebben met allerlei dingen,, die, voor 
ons vanzelf spreken. Voor de meest essentiële moeilijkheden. is deze 
mening vrij zeker onjuist; zelf heb ik opgemerkt,. 'dat ik bij de 
studie van onderdelen van de wiskunde, die van ,de ,,gewone" sterk 
afweken, fouten maakte van dezelfde soort als ons bij. onze leer-
lingen zo kunnen verrassen; alleen zijn dergelijke fouten zeldzamer 
en kan men ze gemakkelijker elfstandig opsporen' en overwinnen. 
Op.dit verschijnsel ,berust het voordeel, dat :Wij van eigen. beoefe-
ning van de wiskunde kunnen hebben: het nut daarvan is niet, ge-
legen', in de verrijking, der wetenschap, noch in de, mogelijkheid, 
tegenover. de leerlingen ,,den geleerde uit te,hangen",,maar dârin, 
dat men zelf telkens met soortgelijke moeilijkheden heeft te, wör-
stelen; daardoor zal men ook de door de leerlingen bereikte resul-
.taten gemakkelijker met de nodige clementie beoordelen. 
-' Wanneer. ik nu uit het, bovenstaande een slotsom, nag, trekken, 
dan'wil ik erop wijzen, dat de verwachting, in de res,qltaien.van;de 
'experimentele psychologie positieve. richtlijnen te vinden. voore 
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vernieuwing van het wiskunde-onderwijs, niet woidt vervUld; bij 
ons-streven, naar vernieuwing beschikken wij-in Wezen over geen 
andere gegevens, dan onze voorgangers: onze vakkennis en.onze 
door eigen ondervinding opgedane kennis van de behoeften en ver-
mogens van onze leerlingen. Dit moge ons stemmen tot bescheiden-
heid, tot matiging van onze kritiek .op het bestaande en tot het 
vermijden van . al te revolutionaire hervormingsplannen. Veel im-
mers, van wat wij thans wensen, zal ook door anderen véér ons 
zijn nagestreefd, en zal vaak, aangepast aan de voorhanden.moge-
lijkheden, practische uitvoering hebben gevonden. 

Wat hier omtrent de psychologische gegevens voor de vernieu-
wing van het onderwijs in de wiskunde werd gezegd, geldt mutatis 
mutandis ook voor de telkens weer opduikende voorstellen, de aan 
de wiskunde in ons onderwijssysteem toegewezen plaats te wijzigen. 
Ook deze voorstellen steunen niet op betrouwbaar psychologische 
gegevens. Ik wijs er in dit verband op, dat K oh n s-t a mm 's be-
wering, dat er andere dan wiskundige denkvormen zijn, beruSt op 
een zuiver willekeurige beperking van het begrip ,,wiskunde" tot 
de op onze scholen onderwezen onderdelen van dat vak (Verslag 
van het 4de Ned. Congres. van Leraren in de Wiskunde en. de 

'Natuurwetenschappen,. Groningen-Batavia 1939), zoals K ohn-
s t a m m trouwens t.a.p. toegeeft. 

Ik wees reeds op de moeilijkheid, omtrent de werkelijke be-
hoeften en. mogelijkheden van onze leerlingen betrouwbare gegevens 
te verkrijgen. De meningsverschillen op onderwijsgebied laten zich 
dan ook grotendeels uit meningsverschillen betreffende die behoef-
ten en mogelijkheden verklaren. - . . 
-. Dit geeft mij. aanleiding, te trachten, een bestaande legende uit 
de wereld te helpen; in afwijking van vele andere legenden, die op 
onderwijsgebied in omloop .zijn, en waarvan het ontstaan zich in 
den grijzen voortijd verliest, kan deze zich -  op een aanwiJsbaren 
oorsprong beroemen: ze is afkomstig van R e i n d e r s m a, -die 'op 
blz. 25 van zijn eerder geciteerde brochure (zonder nadere bron-
vermelding) schreef:  

,,Als ik nu goed zie, kunnen we in 't algemeen onder de didac-
tici twee stromingen onderscheiden, die men het best kan -karakte-
riseren als de logische richting en de psychologische richting. - 
De eerste legt bij het onderwijs .in de wiskunde den nadruk --  op 
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de. streng logische ontwikkeling .van detof. Zij. meent, ,dat aan 
de. logische scholing te kort wordt gedaan, wanneer de :gestreng- .. ........ 
heid te wensen ôverlaat. 

De tweede richting meent, dat bij de aanbieding van de leerstof, 
de eis der gestrengheid niet. de enige, zelfs niet de eerste eis is. 
Wt en hôe er onderwezen zal worden, wordt in de eerste plaats 
bepaald door het ontwikkelingsstadium van het kind. Het, logische 
is voor haar niet bijkomstig, maar zij is overtuigd, dat een logische 
scholing, alleen mogelijk is bij een gestrengheid,.die past:bij de ont-
wikkeling van het. kind. Mèt het kind groeien de bewijsmethoden. 
Een logische scholing is alleen mogelijk, wanneer aan de psycholo-
gische eisen is voldaan." ; 

Schr. heeft natuurlijk .niet bedoeld, .hiermee te insinueren, dat de 
aanhangers van de ,,logische" richting zich. bij hun onderwijs, niet. 
in dë eerste plaats door. de ontwikkeling ..van het' kindzouden laten 
leiden. Ernstiger aantijging aan .het. adres van een:  practischschol-
man zou ook nauwelijks denkbaar. zijn! In werkelijkheid zullen 
natuurlijk ook de aanhangers van de zg. ,,logische" richting zich 
.bij hun onderwijs in de eerste plaats, zo niet uitsluitend, laten 
leiden door de :ontwikkeling, de behoeften, de mogelijkheden, van 
hun leerlingen; evenwel: zij hebben over die ontwikkeling, die be-
hoeften, die mogelijkheden een andere mening. 

Niet alléén; dat de .onderscheiding van een logische en een psy-
chologische richting in 'de' didactiek der wiskunde . een verkeerden 
indruk vestigt ten aanzien. van.-de bestaande meningsverschillen, 
deze. onderscheiding laat zich ook practisch niet doorvoeren. Ik 
onderstel, dat men Prof. Mannou.ry.wel algemeenzal beschou-
wen als een typisch vertegenwoordiger van .de psychologische 
richting; toch stelt hij blijkens zijn artikel ,,Over de bestaanbaar-
heid van i" (Euclides X, 1933134) even hoge eisen aan het abstrac-
tievermogen, als de meest. verwoede.. ,,logici". En omgekeerd:..ik 
vermoed, dat het 'Leerplan, dat indertijd door de Commissie-
B e t h werd ontworpen, wel zal worden bèschouwd als een karak-
teristiek voortbrengsel van de logische richting; toch schreef deze 
commissie over het meetkunde-onderwijs in klasse 1: ,,Het spreekt 
echter vanzelf, dat men de strengheid der redenering niet te hoog 
'mag opvoeren; om de daardoor veroorzaakte leemten aan te vul-
len, stelt zij: een herziening van de grondbeginselen' der vlakke 
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:rneetkiinde.in.:klâsse. IV. voor. .. .", waarbij dus uitdrukkelijk de 
•-eisen van de logica ondergeschikt wordengemaakt aan: dé moge- 
lijkheden van de leerlingen. 	 ...-. 	 . 

::Ook: de .heerRèind.ersma:zal.:diegenen,..die elke, verande-
ring in de bestaande leerstof, die aan. de eactheid ten goede komt 

• (ik denkhier aan dé onderscheiding. van .,,lijn", ,,straal", en ,,Iijrl-
stuk"; aan de.uitschakeling van .de schijnbewijzea inzake de be-

:trekkelijke liggirig.'van'.tweé cirkels .en van een lijnen een cirkel 
.door invoering van een: of tweé axioma's; aan de behandeling van 
.de gelijkVormigheid met behulp. van de vermenigvuldiging van 
figuren; aan de ter.m.: ';,congrüentie van. lijnstukken" resp. ,,hoeken"; 
aan de affiniteit), stelselmatig als ,,te moeilijk" verwerpen, toch 

'niet als medestanders. willen erkennen. Daarom is de door D ij k-
'ste rhu - i s ingevoerde onderschèiding vn aanhangers. en tegen-
standers van ,,epistemisch wiskunde-ondérwijs" van zoveel. waarde. 

..Binnen den kring van de aanhangers van dit onderwijs bestaat dan 
inderdaad'nog,wel een meningsverschil ten aanzien van devraag, 
welke. de behoeften en mogelijkheden der leerlingen nu eigenlijk 
zijn. Belangrijker echter is, dat de aanhangérs 'van de ,,logisclïe 
richting"— om nog eenmaal .deze aanduiding te .gebrüiken 
méér dan hun tegenstanders het onderwijs in de wiskunde als één 
geheel beschouwen;. bij het onderwijs aan 12. en 13-jarigen houden 
..zij sterkerrekening met de behoeften, die op iets rijperen leeftijd 
.zullen ontstaan. Omgekeerd verwachten zij dan ook, wat éen deel 
van hun -  bemoeiingen betreft, slechts. op langer termijn een merk-
baar resultaat. De. gemoedstoestand van eenieraar mag nu eenmaal 
niet zijn die van een speculant, die enkele dagen_ na een beurs-
Ôperatie het resültaat daaïvan in klinkende munt wil opstrijken, 

.-hij moet: eer zijn dié van een landman, die welgemoed zijn moei:-

.zamen arbeid verricht, in het onzeker vooruitzicht, dat hij daarvan 
ééns, zij het ook pas na jaren, de vruchten zal kunnen plukken. 

LITTERATUUR. 

Ik vestig er nogmaals de aandacht op, dat mijn onderzoek alleen 
psychologische onderzoekingen betrof, en geen paedagogische of 
didactisclie publicaties; de lâatste vôôronderstellen immers, in den 
gedachtengang, waarin 'dit onderzoek zijn oorsprong vindt, de eerste. 
Behalve de in den.tekst genoemde publicaties vond ik nog: 
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OVER INGEKLEEDE VRAAGSTUKKEN EN 
VERGELIJKINGEN 

	

- 	'DOOR 

J. H. SCHOOT. 

In het volgende worden een paar opmerkingen gemaakt omtrent 
ingekleede vraagstukken. Deze opmerkingen zijn weliswaar hoogst 
eenvoudig, 'maar men, vindt ze, voor zoover ik weet, zelfs in uit-
gebreide leërboeken der algebra' niet.: 

1. 

Wanneer men eén vraagstuk in vergelijking brengt, kiest men voor 
eene onbekende grootheid een teeken, ,,onbekende", en stelt eene 
betrekking 'op, waaraan die onbekende voldoet; deze betrekking is 
dan de vergelijking. Hiruit'volgt dadelijk, dat de vergelijking eene 
noodzakelijke voorwaarde bevat, opdat de onbekende eene oplos-
sing van het vraagstuk is, maar eene voldoende voorwaarde is zij 
natuurlijk geenszins. Vandaar dat men steeds moet nagaan, of de 
wortels der vergelijking oplossingen van het vraagstuk zijn. 

Deze samenhang wordt zelden duidelijk belicht; het best nog 
bij de toepassingen op meetkundige werkstukken, waar hij zich 
uit in het min of meer bekende feit, dat eene analyse het bewijs 
niet overbodig maakt. 1) - - 

Toch liggen ook onder de toepassingen der algebra op vraag -
stukken, ontleend aan het dagelijksch leven, de voorbeelden voor 
het grijpen van vergelijkingen, die, niet voldoende voorwaarden 
bevatten; men denke slechts aan vraagstukken, waarbij een aantal 
personen wordt gevraagd. 

Wil men bij de behandeling van ingekleede vraagstukken deii 
-nadruk leggen op het bovenstaande, dan doet men m. i. goed, de 

1) Zie de voortreffelijke behandeling in Dr. B. P. Haalmeijer's 
Leerboek 'der Vlakke Meetkunde, II, § 164—'167. 
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formuleering eenigsiins te wijzigëri t.o. v. de gebruikelijke; ik geef 
hier een zeer eenvoudig voorbeeld, waarbij de afwijkingen gecur-
siveerd zijn. 

Van een getal van twee cijfers is het cijfer der tientallen 4; ver-
wisselt men de cijfers, dan wordt hèt getal 27 grooter. Welk is 
dat getal? 

Noem het cijfer der eenheden 
x, dan is het getal 40 + x, het 
gewijzigde getal 

lOx+4, 
dus is 

lOx+ 4 = 40 + x  + 27 
waaruit 

x = 7. 
Dus is het gevraagde ge-

tal 47. 

Indien er een getal is, dat 
aan de vraag voldoet, en men 
het cijfer der eenheden door x 
voorstelt, is het getal 40 + x, 
het gewijzigde getal lOx + 4, 
en dan voldoet x aan. de ver-
gelijking 
lOx + 4 40 + x  + 27. 
Hieruit lost men op 

x = 7. 
Indien er een getal Js, dat 

aan de vraag voldoet, hïoet dit 
dus het getal 47 zijn; dit getal 
blijkt aan de vraag te voldoen. 

Een voorbeeld, waarbij het niet voldoende zijn der voorwaarde; 
die door de vergelijking wordt uitgedrukt, duidelijker tot de leer--
lingen spreekt, is het volgende. 

En getal a zoodanig in twee deelen te verdeelen, dat twee maal 
het verschil der deelen, vermeerderd met. de helft van het grOotste-
en eenderde van het - kleinste, gelijk is aan het getal b. 

Indien er eene verdeeling mogelijk is, die aan de eischen van 
het vraagstuk voldoet, en wij noemen het grootste deel x, dan is 
het kleinste a - x, het verschil der deelen x - (a - x) 2x - a, 
en dan voldoet x aan de vergelijking 

2x — a+fa++(a — x)= b 
Men lost deze vergelijking als volgt op: 

2*x_*arb 
Vx*a+b 

- 	- 	 4a+6b 
- 13. 	- 
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- 	4a+.6b Wanneer het vraagstuk .mogelijk is, is het grootste deel 	
13 

en het kleinste dus a - 6b Hieruit volgt, dat, opdat het vraag-13 
stuk mogelijk zij, de betrekking moet bestaan 

4a+6b>9a-6b 
12b>5a 

b> -a. 
Is hieraan niet voldaan, dan is het vraagstuk onmogelijk; is er 

wel aan voldaan, dan blijkt, als men de proef maakt, dat de deelen 
96b• Het komt mij voor, dat ook de leerlingen 

der lagere klassen deze redeneering wel kunnen volgen, maar dat 
het hun moeilijk zl vallen, haar zelf toe te passen. 

II. 

Zooeven is gezegd, dat de vergelijking aan de onbekende eene 
voorwaarde oplegt, die noodzakelijk is opdat zij zal voldoen aan 
het vraagstuk; er zijn gevallen, waarin men met omzichtigheid te 
werk nioet gaan om dit te bereiken. 

Als voorbeeld moge dienen het derde eindexamenvraagstuk der 
gymnasia in 1935: De eerste, de derde en de elfde term eener 
rekenkundige reeks zijn opv. gelijk aan den eersten, den tweeden 
en den derden term eener meetkundige reeks. De som van de eerste 
zes termen der meetkundige reeks is 2730. Welke zijn deze reeksen? 

Duidt men den gemeenschappelijken eersten term der reeksen 
aan door t1 , het verschil der rekenkundige reeks door v, de reden 
der meetkundige reeks door r, dan komt men tot deze verge-
lijkingen: 

t1 + 2vzrt1r........ • . 	(1) 
t1  + lOt' zr  t1r2 	....... (2) 

(3) 

Men vindt voor r de waarde 4; de waarde 1, die bij de oplossing 
optreedt, voldoet ten duidelijkste niet aan de laatste vergelijking. 
Maar, gecömbineerd met v = 0 en t1  = 455 voldoet zij wèl aan 
het vraagstuk. Het voldoen aan de vergelijkingen is in dit geval 
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blijkbaar niet noodzakelijk voor :het voldoen aan het vraagstuk De 
oorzaak hiervan is, dat de functie 

S. 	
- 1 

= 1  r - 1 
slechts de som der eerste n termen voorstelt van meetkundige 
reeksen, waarvoor r =# 1. 1)  Men zou de vergelijking (3) moeten 
vervangen door 

• 	t. 	== 2730 voor r 	1 	......(3a) 

• 	 6t, 	2730 voor r= 1 	. . . 	(3b) 
Ook kan men fouten vermijden door voor de vergelijking (3) 

te schrijven: 
• 	t1  (1 + r + r2  + t3  +• t4  + r) 	2730, 

maar het lijkt mij te veel geëischt, dit van leerlingen of eindexamen-
candidatn te verlangen. Daarom is het het beste, te vermijden, 
dat deze quaestie verwerkt wordt in een eindexamenvraagstuk. 

III. 

• In een humoristisch tijdschrift heb ik een plaatje gezien, voor-
stellende een straatkoopman, die zijn waar aanbiedt met den uit-
roep: ,,Vijf cent per stuk, twaalf voor twee kwartjes!", waarop 
een voorbijganger, een verstrooide schoolmeester, zegt: ,,Fout; 
ga maar zitten.". Telken jare vertel ik deze geschiedenis in de 
klasse, om dan te. betoogen, .dat de voorbijganger ongelijk had. 
Het is namelijk niet mogelijk, met behulp van wiskunde alleen, uit 
de prijs per stuk van een artikel de prijs van een dozijn af te leiden. 

Het is opmerkelijk, hoe vaak aan de wiskunde opgaven worden 
gesteld, die zij niet vermag op te lossen, en van de wiskunde be-
oordeelingen worden gev.raagd, die zij niet vermag te geven. Ik her-
inner in dit verband aan de verschillende wijzen van rentebereke-
ning over gedeelten van een termijn, welke men vroeger in de-leer-
boeken als ,,wiskundig juist" en ,,niet •wiskundig juist" onder-
scheidde. Hoe harde noten de wiskunde te kraken krijgt, moge 
blijken uit het volgende voorbeeld, ontleend aan een leerboek: Een 

1) Vgl. ,,Euclides" VI, blâdzijde 155, regel 6 v. 0. 
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gezelschapbestond .uit'drie maal zoo veel mannçn als 'vrouwen. 
Nadat vier mannen met hun vrouwen vertrokkèn waren, was' het 
aantal der mannen vier maal zoö groot als dat der vrouwen. Hoe-
veel mannen en hoeveel vrouwen waren er? 

IV. 

Tot 'slot eene opmerking, die niet uitsluitend voor ingekleede 
vraagstukken geldt, maar ook voor vergelijkingen. Somtijds losi 
men vergelijkingen op door toepassing van eigenschappen der even-
redigheden, een enkelen keer wordt dit in de leerboeken aange-
prezen of voorgeschreven. Het is echter ongeoorloofd, w'ant als men 
op eene vergelijking, die den vorm eener evenredigheid heeft, 
eigenschappen der evenredigheden toepast, is de vergelijking, die 
ontstaat, niet 'steeds gelijkwaardig met. de oorspronkelijke. Gaat 
men b. v. van 

f() :f2() rf3() :f4() 
over op 

	

f1() .f() 	f2() .f3(), 
dan voldoet eene waarde van , die 12  of ƒ4  nul maakt, wel aan de 
tweede, maar niet aan de eerste vergelijking. Bij toepassing der 
som- en verschileigenscliappen vindt men iets dergelijks. 

Ter illustratie 'diene dit voorbeeld. Vier getallen verhouden zich 
als 4, 5, 7 en 9; vermeerdert men ze opvolgend met 8, 10, - 37 
en - 47, dan ontstaat eene evenredigheid. Welke zijn die getallen? 

Lost men de vergelijking 

	

(4x + 8): (5x + 10) 	(7x - 37): (9x - 47) 	(1) 
op, door er voor te schrijven 	 - 

(4x + 8) (9x - 47) (5x + 10) (7x - 37), 
dan komt men tot 

(x + 2) (x —3) 0 
met x1  = — 2, x2  = 3. 

Lost men (1) op door te schrijven 
4x+ 8 7x-37 rr 0. 5x+ 10 9x-47 
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dan komt men tot 
(x+2)(x-3) 

5(x -I- 2)(9x_47)T 
waaruit men vindt 

x = 3. 
Past men de toetsing toe die op grond van bovenstaande opmer-

king 1 noodzakelijk is, dan ziet men natuurlijk, dat 3 eene oplossing 
van het vraagstuk is, en - 2 niet. Maar als het opgegeven vraag-
stuk bestaan had in de niet ingekleede vergelijking (1), zou de 
toetsing niet noodig geweest zijn; had men haar nagelaten, dan 
had men de fout van de eerste oplossing niet ontdekt. 



DE FUNCTIES 
- ax2 + bx  + c• en - ax2 + bx  + c 

y— px2qxr 	 pxq 
• 	 DOOR 

- 	. 	 C. J. ALDERS. 

Het ,,nieuwe" programma voor de H.B.S. schrijft het onderzoek 
van de bovengenoemde functies voor. Blijkens de leerboeken be-
tekent dit: 

Het aangeven van de iqtervallen, waarin die functies positief 
en negatief zijn. 
Het bepalen van de snijpunten met een rechte lijn; in het bij-
zonder de snijpunten met de coördinaat-assen. 
Het bepalen van de asymptoten. 
Het berekenen van de eventuele extreme waarden, en de bij-
behorende waarden van x. 

Het ligt voor de hand om na te gaan, welke nieuwe gezichts-
punten het bovenvermelde onderzoek opent voor de leerlingen, 
die de voorafgaande schoolstof gehad hebben. Dan blijkt: 

Ad a. Dit onderzoek is meestal reeds besproken bij of onmid-
dellijk na de kwadratische functie. 

Ad b. Het bepalen van die snijpunten geeft geen wezenlijk 
verschil met het analoog behandelde bij de functies y=ax2  + bx-J--c 

ax + b 
cx en - + d 

b Ad c. Dit is ook al gedaan bij de functies y = ax+ 
+ d' 

een 

uitzondering wordt gevormd door het bepalen van de scheve 

asymptoot bij y ax2+bx+c 
px+q 

Ad d. De berekening van de extreme waarden kan, nu de leer-
lingen de beginselen van de differentiaal-rekening leren, m.i. beter 
gebeuren door differentiëren, dan door een minder exacte ,,elemen-
taire" behandeling. Het minder exacte van die elmentaire behan- 
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deling zit in het feit, dat de functie misschien helemaal geen 
extreme waarde heeft, maar wel buigpunten. Ik keet natuurlijk, 
dat men over de redelijkheid van dit bezwaar kan twisten; ook is 
een exacte .elemeiitaire behandeling mogelijk, maar die is bewer-
kelijk, of gelunsteld, of allbei. Bovendien kan men het nut van 
die elementaire behandeling ernstig in twijfel trekken. 

Alles bij elkaar genomen, kan ik in het onderzoek van de be-
doelde functies weinig vormende of practische waarde zien. Nu 
kan men hetzelfde zeggen van meer onderwerpen uit de school-
wiskunde; op zich zelf zou dat ook misschien geen voldoende 
reden zijn om ertegen te ageren. Het merkwaardige is echter, dat 
men uit het oude programma (m.i. terecht) verschillende onder-. 
werpen geschrapt of besnoeid heeft, omdat ze zo weinig vormende• 
waarde bezitten, o.a. onderdelen bij de ,,herleiding" van wortel-
vormen; exponentiële en logarithmische vergelijkingen; weder-
kerige vergelijkingen; de samengestelde intrestrékening. Het 
lijkt mij nu in strijd met de geest van het nieuwe programma, dat 
het onderzoek van de functies 

ax2 -Fbx+c 	ax2 ±bx+c 
.Y=px2+qx+renY=. px+ 

imperatief is voorgeschreven. Als de winst nu alleen moet zitten 
in die beruchte scheve asymptoot (waarvan de afleiding boVendien 
nog vrij bedenkelijk en allesbehalve elegant is), dan vind ik het 
resultaat vrij pover. Ook het motief, dat de grafiek van 

ax2+bx+c 	 i y = 	 een hyperbool is, kan k niet steekhoudend vin- 
px+q 	 . 

den. De jongens zullen het best geloven (bewèzen wordt het nI. 
niet), maar wat hebben ze daar nu aan? Het lijkt me dan.nog beter 
om te vertellen, dat de grafiek van 

ax2 -j- 2bxy + cy 2  + 2dx  + 2ey  + f=O.  
een kegelsnede is; dan ,,weten" ze ineens alles! In het gebied van 
apodictische beweringen zijn toch alle leerlingen critiekloos. En 
men zal toch niet de wenselijkheid willen betoen van een onder-
zoek van vergelijking (1) met de gebrekkige methoden van de 
,,grafische voorstellingen". En dat ene geval van de hyperbool 
met een verticale asymptoot is dai ook m.i. te onbelangrijk om er 
één woord aan te besteden. 
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Vèrder heb ik de functie y =a 	 (ji 	0) nog in geen 

andere onderdelen van de wiskiinde ontmoet; ik heb de ,,merk-
waardigheden" van deze functie pas leren kennen toen ik onderwijs 
moest gaan geven. 

Nog eens: ik zie in het bedoelde opderzoek geen voordelen. Wel 
een groot nadeel, het kost ni. teveel. tijd.. Ik weet niet, hoe mijn 
collega's erover denken, maar mijn ervaring is, dat het nieuwe 
programma voor de wiskunde ons geen overvloed aan tijd laat. 
Men moet dit niet verkeerd verstaan; ik kom best toe met de toe-
gemeten tijd, er moet m.i. geen uur bijkomen. Maar ik moet vijf 
lessen besteden aan het bovenvermelde onderwerp, en die tijd kan 
ik beter gebruiken. Bovendien is het voor de leerlingen weer een 
extra onderwerp; binnen niet al te lange tijd moet het mogelijk 
voor het eindexamen ,,gekend'.' worden. En we weten allemaal wat 
daaraan vastzit. 

Conclusie: bij het wiskunde-onderwijs op de O.B.S. is het onder-
zoek van de functies 

ax2 +bx±c 	ax2 +bx+c 
Ypx2 +.qx+r 1 Y 	x + q 

van weinig waarde;. in verband met de beschikbare tijd is het 
daarom gewenst, dat het imperatieve voorschrift om deze functies 
te behandelen, ingetrokken wordt. 

Voor de B-afdeling van het gymnasium geldt hetzelfde a fortiori, 
omdat op die afdeling de beginselen van de analytische meetkunde 
gegeven worden. Op de A-afdeling van een gymnasium vind ik de 
indeling van deze functies bij de eindexamenstof eenvoudig 
dwaasheid; bij •navraag bleek mij trouwens, dat vele leraren het 
niet doen, of ze doen het met een of twee getallenvoorbeeldjes, 
omdat je nooit kunt weten, wat een.gecommitteerde zal zeggen! 

Ik wil besluiten met de woorden van Dr. Dijksterhuis op blz. 36 
van deze jaargang: ,,We moeten er zorg voor dragen, dat het met. 
de grafische voorstellingen niet juist zo gaat als met zovele anderè 
wiskundige onderwerpen, nl. dat ze van hulpmiddel tot doel op 
zich zelf worden, en dat men çlus grafieken gaat tekenen, niet 
omdat men ze nodig heeft, maar omdat men ze nu eenmaal 
tekenen kan". 

/ 



ITS UIT DE DIDACTIEK VAN DE WISKUNDE. 
• 	 - 	 DOOR 

• 	Dr. H. JE; BETI-L 

-: De volgende beschouwing schrijf ik naar aanleidingv.an •ëen 
opmerking, die ik onlangs in een bijeenkomst heb .hooren maken: 
De spreker beweerde, dat het een kenmerk van de wiskundige 
didactiek is, dat de docent de .formuleering van zijn begrippen 
v5ropstelt. Als voorbeeld noemde hij de behandeling van de loga-
-rithmen, waarbij de docent de beruchte definitie van de •logarithme 
uit de lucht. doet vallen, om vervolgéns een aantal:stellingen af. té 
leiden omtrent de logarithmen, en ten  slotte tot :de becijferingèn 
over te gaan. .. S  

Ik geloof, dat de dcent, die aldus handelt, verkeerd doet; Ook 
in de wiskundeles behoort hij het nieuwe begrip te doen ôntstaan. in 
aansluiting aan de reeds-aanwezige begrippen, en hij voere het be-
grip eerst in, nadat hij de leerlingen de behoefte er aan heéft doén 
gevoelen. Dit is volstrekt niet in strijd met het nastreven van exact-
héid in onze formuleeringen; deze exacte forniuleeringen moeten• 
niet kant en klaar voor de leerlingen neergeiet worden,. :iiiaar ze 
nioeten door jhen onder onze leiding tot stand gebracht worden 
Wat het leerboek geeft, is het resultaat van de werkzaamheden in 
de klasse, niet het begin. • • . - -- - 

Als voorbeeld neem ik het onderwerp, dat de bovèn bédoelde 
spreker zelf aanroerde; ik geef een vluchtige schets van -een eerste 
les over de Iogarithmen. Ik begin daar met te wijzen op -deveçl 
grootere moeite, die het vermenigvuldigen van twee -getaIIén, be-
staande .uit b.v. 5 cijfers, - kost; dan het optellen : van -  ;twee zulke 
getallen. Er bestaat echter een uitzondering: 332  en 357:zijn getallen 
van veel meer dan 5, cijfers, maar hun vermenigvuldiging - kan uit 
het hoofd plaats hebben. De leerlingen zien, dat deze:vereenvou-
diging zich voordoet, omdat de beide getallen als machten van. -éen 
en hetzèlfde grondtal geschreven zijn. - Dit leidt :van. 2elf- tot .de 

3 
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vraag, of niet elke twee getallen als machten van een zelfde grond-
tal te schrijven zijn; een vraag, die de leerling geneigd is, ontken-
nend te beantwoorden. Hierdoor komen we- tot de vraag, welke 
getallen dan wèl als machten van een voorgeschreven grondtal te 
schrijven zijn. We zijn hier weer aangekomen bij het hoofdstuk, 
dat we juist verlaten hebben, als we tot de logarithmen overgaan: 
het hoofdstuk van de machten met negatieve en met gebroken ex-
ponenten. Bekend is al, dat niet alleen 3, 9, 27, 81, enz. als machten 
van 3 te schrijven zijn, maar dat dit ook mogelijk is voor -in-, +, 
V3, 3V3, /3, .- /27 enz. Aan oefening in deze herleidingen zal 
het in de voorafgaande lessen wel iniet ontbroken hebben. Hierna 
kunnen we dan de vraag aan de orde stellen, of een willekeurig 
getal, b.v. 35, als een macht van 3 te schrijven is. Het kost geen 
moeite aan te toonen, dat dit niet mogelijk is, als we voor den 
exponent alleen de keuze hebben- tusschen de geheele en de gebro-
ken getallen. De leerlingen zijn echter, sinds ze met wortelvormen 
zijn gaan werken, vertrouwd met het denkbeeld,. dat met die 
gebroken getallen het laatste woord nog niet gesproken is, en ze 
twijfelen niet.aan :de  mogelijkhèid, dat, aan de ogv ,,bépal k. 
uit 3x = 3511, zij .het dan .oôk bij benadering, voldaan, kan worden. 
Immers is voor hen.deze opgave.van denzeifden aar.dr.a-ls de-opgave: 
,,bepaal x uit x2  = 19", die gesteld werd, nadat.aangetoond was, 
dat geen geheel of. gebroken getal aan de vergelijking voldoet. 

Het zou nu hier de plaats zijn om, zooals L e y d s , dat in 
Korrel XXXV liet zien, een benaderende berekening uit te voeren 
van x uit een vergelijking van den vorm ax = b. Hierdoor. krij-
gen de leerlingen de zekerheid, dat men elk positief getal, en wel 
zoo nauwkeurig als gewenscht wordt, kan schrijven als een macht 
van elk ander .positief getal.  

Hiermee is dan ook de vraag, of de vermenigvuldiging van twe 
getallen altijd tot een optelling terug te brengen is, tegen de aan-
vankelijke verwachting in, bevestigend beantwoord, mits men met 
een benaderde uitkomst genoegen wil nemen. .De - vraag is nu 
slechts, welk- getal men zal kiezen als grndtal. Een eéiivoüdige 
beschouwing- overtuigt er. de leerlingen van, dat het getal 10, het 
grondtal van het talstelsel, een groot voordeel - heeft: het: aanfal 
geheelen van den exponent is dadelijk aan te geven. Het eenie 
werk, dat nog te -doen blijft,' is: alle getallen te schrijven als mach- 



35 

ten van 10. Hier kan de docent de verrassende mededeeling doen, 
dat, dit werk al gedaan is; hij kan de tafel doen ter hand,nemen, 
en uitleggén, dat achter elk getal de gevraagde exponent staat 
opgegèven; hçt aantal geheelen van den exponent is weggelaten, -' - 
omdat dit aantal immers dadelijk bekend is. Hij laat zien, dat de 
exponent voor 4 het dubbele is van dien voor 2, die voor 8 het drie-
voud van dien voor 2; dat de som van de exponenten voor 2 en 
voor 3 gelijk is aan den exponent voor 6; dat de somvan de 
exponenten voor 2 en voor 5 juist gelijk aan 1 is;' en vraagt van' 
een en ander de verklaring. . -- 

We zijn nu zoo ver, dat  we van twee getallen als 5247 en 4381 
het product met- behulp van de tafel kunnen bepalen, -en eerst 

-hierna wordt het m.L.tijd, tot de eigenlijke invoering van het begrip 
logarithme over te gaan. Dit beteekent nu slechts de invoering van 
een term, waarvan de leerling den zin al kent; logarithme is slechts 

,een ander woord voor exponent. Op de stellingen, die b.v. het ver-
band aangeven tusschen log a, log b en log ab is hij door het inzien - 
van de tafél al voorbereid en- het zijn dus' geen zaken, die voor 
hem uit de lucht komen vallen. .- - 

Ik schetste hier-de inleiding tot - de, gebruikelijke behandeling 
der logarithmen, waarbij dus de logarithmische functie als de 
inverse van de exponentieele functie beschouwd wordt. Dit begrip 
wordt spoedig verdrongen, ook als het mét zorg aangebracht is; 
naar aanleiding van dit ervaringsfeit gaf- ik op blz. 240 al een andere 
oplossing van het vraagstuk aan. Hier keerde ik echter tot de ge-. 
wone behandelingswijze terug, zulks in verband met de -  opmer-
king, die ik in het begin aanhaalde.  

Ik geef nu nog een ander voorbeela om te doen zien, hoe we ook 
in de wiskundeles opbou'end te werk gaan, en ons ervoor hoedén, 
den leerlingen iets in handen te- gevén, 'wanneer we nog niet de 
behoefte- daaraan opgewekt hebben. - - - - - 

1-let onderwerp van twee vierkantsvergelijkingen, die een wortel 
gemeen hebben, kan op verschillende manieren - behandeld worden. 
Ik denknu -aan de methode, waarbij we uit de vierkantsvergelij-
kingén een lineairevergelijking-afleiden, die den gemeenschappe-
lijken wortel als wortel heeft. Het schijnt me weer geheel onjuist de 
stelling, die hierop- betrekking heeft, met haar bewijs voorop te 
stellén. We zullen -beginnen met- een aantal voorbeelden te geven 



36. 

en hieruit eerst.een vermoeden ;te dQen ontstaan. We geven»b.v;. 

	

3x2+5x - 8=0 Wortels 1, - * 	x2— 3x+ 2=0 Wortels 1, 2 

	

2x2+ x-6=O' » -2; 14-. 	"x2 _7x+l2=0' "» 	3';4 
+... 	" 

x 2±4x— 2=0' 	- 2±\/6 . 	2x2—lOx±14=Oüèenwortels. 
x2 3x±2'O. Wottels 1';'2''''' 

' x25x+'4= i '' 
+. 	. 

.2x2 — 8x + 	t... 1 

	

x2  - 3x+ 2=0 Wortels 1; 2 	x2 3x J- 2=0' Wortels ï, 2' 
x2- 7x+12=0 	3, 4 	x2-5x+4=0 	,, 	1,4 

4x-10=0 Wortel 24- 	 2x - 2=0 Wortel 1 

Uit een aandachtige beschouwing van de yoorbeelden zien de 
leerlingen, dat alléén in.het geval, waarin degegeven vçrgelij.kingen 
een wortel ge,nieen' hebben,. zi'ch iets opvallends voordoet. Men 

- brengt hen er, toe, het..opvailende en. h'et vermoeden, dat bij hen 
ijst, behoorlijk te formuleeren. Het eerste antwoord,, dat men 

krijgt, zal in het algemeen wel.ongev.eer als; volgt luiden:, ,,Men 
mag van twee vierkantsyegeljkin'gen,- die een. worte,l gemeen, heb-
ben, de overeenkomstige leden., optellen, of, aftrekken" -(het. ,,men 
mag" is ook na jarenlangen strijd niet gehéél ui't te roein), maar 
na .de eerste mislukte, poging komt toch het juiste antwoo,ççl wel 
voor den. dag. Eerst n,u is. de. beteekenis., van de. bewering vol-
coende tot. de leerlingen doorgedrongen,, en,k,an men .tot het bewijs 
van de stelling overgaan. , . ...... 

Onze manier van, doen verschilt in. geen enkeÏ opzicht van ,wat 
de leeraar in een taal doet; ook hij v,er'arnelt .yoorbeelden, waar-
door bij de leerlingen het vermoeden opgewekt :wordt yan een 
regelmaat, die vervolgens in woorden gebracht  wordt, om. ten slotte 
toegepast te worden.  

De onjuiste voorstellingen, die blijken te bestaan in. zake het 
wiskunde-onderwijs, zullen wel 'haar, oo.sprong viijden in een 
bèschouwing van de leerboeken. Men, meent ten onrechte in het 
schoolboek een, reproductie te moeten zien ,van de les. Het school-
bôek ,kan slechts het resultaat toonen,van wat in de les gedaan is. 
Als het werkélijk den gang, van het onderwijs weérgaf,. dan zo.0 het 
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afmetingen hebben, die de grenzen van het toelaatbare verre over-
schrijden. Indien in een schdolboek i)  het begrip differentiaalquotient 
door een uitvoerige. iieenzefting ingeleid wordt, dan is dat, een 
uitzondering, die verklaard wordt door de omstandigheid, dat deze 
leerstof voor onze:school geheel nieuw is. Ikstel me voor; dat na 
enkele jaren . die inleiding bij een herdruk geschrapt wordt en de 
invoering van Met; begrip Qngeveer. als volgt plaats . vindt: 

Onder het differentiaalquotient van een functie f(x) van xvoor 
en gegeven waarde van x verstaat men.het 'rsultat van. de vol-

gende.. vijfdeelige bewerking: :. . . 
lo. Bepaal de waarde van. de functie voor. de gegeven waarde 

vanx.. 	... 	 . 	 •, 	 . , 	 . 	 . 	 ,. 

2o. Bepaal de waarde van de functie voor een andere waarde 
van x. 

3o. Bepaal het verschil van de onder lo. en 2o..genoemde 
functiewaarden. . 

4o. Bepaal het quotieiit 'van hèt ondêr 3o. genoemde verschil 
van de .fundtiewaarden en het verschil van de 'waarden van x,waar-
bij z& behooreii. .. ,. ... ;... . 

.50. . Bepaal'de 'limiet, van dat quotient,' als men 'deondér2o. 
genoemde waarde van x onbepââld; ôt.de gegeven aardè van'. 
1aat.naderen ': .. .........,,,. '1 . •. 

Echtér zal, indien het leerboek aldus begint, 'e leëraar 'erkeérd 
handelen, die deze definitie als uitgangspunt neemt op de les; hij 
zal stellig geen contact met .de leerlingen hebben. 

1) Nieuwe Schoolalgebra, dl. III. 

................................. 



VRAAGSTUKKEN. 

• In Jg. 15 hebben we voor het eerst een vraagstuk opgegeven en 
wel het werkstuk van C as t iii o n; de oplossingen zijn tot een 
artikel verwerkt door G. R. Veld k a m p in :afl..  VI van Jg. 15 
De lezing daarvan wordt den lezers ten zeerste aanbevolen. 

We schreven: ,,het blijkt, dat menigeen zijn krachten beproef t op 
een pittig vraagstuk als aangename afwisseling van de dagelijkse 
schoolzaken. We stellen ons daarom voor, zo nu èn dan een vraag -
stuk op te geven en we verzoeken de lezers hun oplossingén in te 
zenden. Bij voorkeur zullen we een van hen uitnodigen, alle op-
lossingen na te gaan, te rangschikken en ze te verwerken tot een 
artikel." 

Hier volgt nu 
VRAAGSTUK II. 

In een driehoek ABC drie cirkels y, 2 en 3  te beschrijven, 
waarvan 	raakt aan de benen van 	A,?2 aan die°van Z B en 

aan die van .. C, terwijl elk der cirkels de beide andere uitwendig 
raakt. (Werkstuk van M a 1f a t t i). 

Inzending voor 1 Maart 1940 aan P. Wij denes, Jac. Obrecht-
straat 88, Amsterdam Zuid. 

ENQUÊTE OVER LOGARITHME.NTAFELS. 

Nu ik een jaar gewerkt heb met logarithmen in vier decimalen, 
kan ik niet anders zeggen, dan dat deze mij. slecht voldoen, voor-
namelijk bij trigonometrische berekeningen. De uitkomsten zijn 
zelden in minuten nauwkeurig, de onzekerheid is veelal groot. De 
interpolatie geraakt op den achtergrond; leerlingen, die een tafel met 
4 decimalen hebben gebruikt, kunnen met een tafel met 5 decimalen 
waarschijnlijk niet overweg. 1) 

Gaarne zâl de redactie vernemen, hoe de lezers over deze 
quaestie denken. 	 J. H. S. 

') Zie het artikel van deh heer Eilander op bldz. 14 van jaar-
gang XV. 



INGEKOMEN BOEKEN. 

Van den schrijver. 
Dr JOH. H. WANSINK, Reken- en Sfetkunde voor liet M. en V. H. 0., 

deel 1, 205 blz., geb.............. f 2.40 

Van P. NOORDHOFF, Groningen. 
Dr P. MOLENBROEK, Leerbcek der Vlakke Meetkunde, 8e druk, be-

werkt door P. Wijdenes. 640 blz, 590 fig. geb.. . . . f 11.50 
voor intekenaars op Noordhoff's Wiskundige tijdschriften 
tijdelijk ................... f 10 .- 

P. WIJDENES, Oplossingen van de vraagstukken uit de 8e druk van 
Dr P.Molenbroek Leerboek der Vlakke Meetkunde, 2e druk, 
64 blz, 7 fig ... ................ f 2.50 

COMPOSITIO MATHEMATICA, vol. 6 fasc. 3 (11, IV, 1939). 
Lndex vandezeaflevering (blz. 305-478): 
STEFAN BERGMANN, Über mreromorphe Funktionen von 
zwei k6mplexen Vernderlichen. 
A : ERflËLVI, Transformation einer gewissen nach P.odukten 
kon fluenter hypergeornetrischer Funktionen fortschreitenden 
ReUze. 
C. S. MEIJER, Integraidarstellungen für Struvesche und Bes-
seische Funktionen. 
E. MAKAL, Ober eine Eigenwertabschdtzung bei gewissen homo- 
genen tin earen Differentialgleichun gen zweiter Ordnung. 
EINAR HILLE, Remarks concerning group spaèes and vector 
spacs, 
REINHOLD BAER, Almost hamiltonian groups. 

• 	ERN ST JACOB STHAL, Zakten theoretische Eigenschaften ganz- 
zahiiger Polynome. 
SAMUEL EILENBERG, Oénéraiisation du théorème de M. H. 
Hopƒ sur les classes des transforrnations en surfaces sphériques. 
B. KAUFMANN, .Limit..groups and spaces in regions and open 
manif aids. 

• 	L. FEJES, Ober die Approximation konvexer - Kurven durch 
Polygonfolgen. 
ERNST SAS, Übér eine Extremumeigenschaf t der Ellipsen. 
GEORGES ALEXITS, La torsion des espaces distanciés. 

• 	H. S: THURSTON, A Correction. 



BOEKBESPREKING. « 

P. H o e n e n, Philo'sophie der :anorganische, natuur. 
460,blz., prijsf 3,. Dekker.en Van de Vegt, 
Nijmegen—Utrecht. 1938. 

In de bouwstoffén' der leven1ooe natuur treden ''elerlei verande-
ringen op, die voor een'groot gedeelte behooren tot het onderzoekings-
gebied. der natuur- en scheikun-digen. Men kan zich tevreden stellen 
met het beschrijven van dez,e veranderingen, zooals ze zich aân ons 
voordoen. Men kan ze groepeeren en er regels voor opstellen. Men 
kan ook verder gaan en die veranderingen trachten te verklaren uit de 
naaste oorzaken, waarbij men dân gewoonlijk uitgaat van hypotheses 
over den vermoedelijken bouw' der stof. Zoo 'werd de hypothese opge-
steld, ,cat ,de stof is opgebouwd uit moleculen en atonien. (atoom-
theorie van Dalton). Deze theorie heêft in 'haar verdere uitwerking 
vele successen beleefd enheeft düs zeker, wanneer z' ontdaan wordt 

an v 	de oe'tbo'dige' elementen, hâar grond in de 'werkelijkheid. 
Maar ook met dezè theorieëi heeft men nog"geen verklaring van 

de veranderingen in haar diepste wezen. Het probleem van 'de veran-
derlijkheid in de natuur, het probleem van worden en 'vergaan grijpt 
dieper. Wat is het wezen der stof, 'dat zij deze veranderingen toelaat; 
hoe ontstaat een molecuul'van een verbinding uit zijn atomen; hoe 
ontstaan de atomen wanneer een molecuul wordt ontieed? Dit zijn 
vragen, die niet meer behooren tot het gebied van de natuurweten-
schappen, maar tot' het gebied der natuurphilosophie. Gaat men de 
philosophische systemen na, 'dan zijn er in hoofdzaak twéè, die, ieder 
op zijn wijze, een oplossing 'willen geveh.vatf'het p'rôbleeiii der ver-
anderlijkheid: 10. het mechanicisme (met als voornaamste 'vertegen-
woordiger het atomisme), dat aanneemt, dat de stof is opgebouwd 
uit innerlijk-onveranderlijke deeltjes - (atomen) ,en alle veranderingen 
in de natuur wil verklaren lotter do plaatselijke bewëgingvan deze 
deeltjes (een molecuul zou dan zijn een'bep'aalde g'roepeering 'van de 
samenstellende aftrnen, die döör onderlinge krachten samengehouden, 
een nieuwe uiterlijke eenheid vormen); 2o. de leer van Aristoteles, 
die naast deze zuiver uiterlijke, verandering door plaatselijke bewe-
ging ook een innerlijke verandering kent en kan' verklaren, en niet 
alleen een,. qualitatieve maar ook een..substantieele verandering. Vol-
gens deze: leer kan een molecuul 'een nieuw ding zijn, een nieuwe 
zelfstandighéid,' waarin de ât?rnien geen individueel' bestaan meer 
hebben, maar waarin zij gedeeltèlijk te. gronde zijn gegaan.' Het mole-. 
cuul is dan een nieuwe innerlijke eenheid, die geheel nieuwe eigen-
schappen kan hebben, totaal 'verschillend van de eigenschappen 'van 
de atonien, waaruit het is ontstaan. 
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.W,elk van beide theorieën de juiste verklajing geeft, .moetde eryaii.ijg 
leeren. Hiervoor is noodig een diepgaand studie van de philosophi:-
sche stelsels eenerzijds en van de gegevens der .physica en chemie 
anderzijds. De schrijver van het hjer aangekondigde boek heeft dit 
onderzoek met volkomen meesterschap over de stof verricht en hij 
komt tot de conclusie, dat de laatste verMaring van de anorganische 
natuur niet kan gegeven worden door het mechanicisme, maar- alleen 
door de Aristotelische philosophie. In zijn boek geeft hij in het eerste 
hoofdstuk een interessante uiteenzetting van beide. stelsels. De vol-
gende hoofdstukken brengen ze in verband, met. de gegevens der 
érvarig. .,, .• .,.. . . 

De inhoud van het biek is te rijk, dan dato ik< ook maar een eenigs-
zins volledige bespreking van de behandelde onderwerpen .zou kun.nen 
geven Ik zal volstaan met een kort overzicht Het tweede hoofdstuk 
behandelt o a de leer der kleinste deeltjes, atomen wier bestaan 
logisch volgt uit de Aristotelische opvatting over den bouw der stof 
De drie volgende hoofdstukken drageii achtereenvolgens. de opschrif -
ten Plaats en ruimte, Qualiteiten Beweging en tijd De opschriften 
dekken slechts zeer onvolledig den rijken inhoud Deze hoofdstukken 
zijn vooral voor den natuurkundige interessant Laat ik slechts enkele 
onderwerpen noemen, die er een uitgebreide behandeling in vinden 
de aether van Lorentz, het traagheidsbeginsel, de ruimte, electromag-
netische velden, zwaartekracht gelijktijdigheid en relativiteitstheorie, 
etc Verder wordt hier een principe besproken dat bij het opstellen 
Van nâtuurwetenséhiçpélijke theôrieën van het grootste belang is, ni. 
het principe der eliminatie van overbodige elementen eener theorie. 

Vöorscheikudigenishét zesde en laatste hoofdstuk wel het inte-
ressantste Het behandelt.'de substantieele veranderingen. Na een uit-
eènzetting van de problemen, die> zich hierbij voordoen, onderwerpt 
de schrijverde atoomtheorie' aan een diepgaand onderzoek. Zij Wordt 
er. besprokèn als verklaring van de stoèchiometrische wetten en in 
verband mét de kinetische moleculairtheo'rieE Vervolgens kome.ii aan 
de beurt de inwendige structuur der, kristallen, de chemische en stereo-
chemische structu[ittheorie, de additieve én constitutieve eigenschap-
pen, het behoud der atoomeigenschappen in het molecuu:l en ten slotte 
de moderne theorie van het atoom. In dit hoofdstuk valt de beslissing 
tusschen het mechanicinie:en 'dë]eei van 'Aristoteles; zooals deze met 
behuJp. van de ervaring in .de lateré :èeuwen nader werd uitgewerkt en 
gesècificeerd; mde vori'ge hoo.fdstukkén .was rèeds' gebleken j  dat het 
mechanicisme' nergens de" voorkeur verdient en meestal in gebrek 
blijft, maar hier leidt het tot dûidelijke .tegénsraak. De. aandachtige 
lezer van het boek zal hetimet deze éonclusie wèl eens zijn. Het 
mechanicisnie wordt trouwens wel reeds algemeen •door physici en 
chemici verworpn, waar he'geldt de' eigenschappen van atomen en 
moleculen' te vèrklarèn.. Hier wordt'..een ander stelsel er voor in de 
plaats gégevén;' een: stelsel, dat: de:;eeuwen getrotséérd !lieeift, maar 
dikwijls, vooral door beoefenaars van de natuurwetenschappen;' werd 
miskend of als onvruëhtbaar verworpen,. ten onrechte echter 06als 
den lezer vân dit boék zal blijken. . . :, ....... 

We hebben, hier een boek, eenig-'in zijn.'soort, dat zeker ëen ruime 
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belangstelling verdient in de kringen van natuur_ en scheikundigen. 
Dat niemand, die een diepere verklaring van de natuurverschijnselen 
zoekt, zich latë weerhouden van dit meesterwerk kennis te nemen. 
Als laatste aanbeveling kan dienen, dat het prettig -te lezen is, ook 
voor philosophisch ongeschoolde lezers, terwijl de prijs voor niemand 
èen bezwaar kan zijn. 

Roermond. 	 P. H. v a n L a e r. 

L o u i s L o cli e'r—Er n•.s t.. Geometrisieren im Be-
reiche wichtigster Kurvenformen. Zürich-Leipzig, 
Orell—Füssli Verlag, 1939, 64 bladzijden, prijs 
Fr. 4,80. 

Dit boekje behandelt op uiterst aanschouwelijke wijze de manier 
waarop verschillende kromme lijnen als banen vanbewegende puntén 
kunnen ontstaan. Wanneer ik het goed begrepen heb, is de bedoeling 
des schrijvers niet mde eerste plaats de lezers kennis te laten maken 
met de resultaten, maar vooral, hun bepaalde oefeningen in het den-
ken te geven, in verband met de anthroposophische opvattingen. Van-
daar ook de lange citaten uit het werk van Rudolf Steiner. 

Het kômtmij voor, dat wie zich niet speciaal voor deze opvattingen 
interesseert, niet veel aan het boekje heeft. J. H. S. 

Dr. P. M o t e n b r o e k, Leerboek der vlakke meet-
kunde. Achtste druk. P. Noordhoff N.V. 1939, Gro-. 
ningen, Batavia. 637 blz. 

De titel moest eigenlijk anders luiden: Wijdenes, Harlaar en Her-
reilers, Hand- en leerboek der vlakke m'eetkunde. Eerste Druk (als het 
gewoonte was, dat er bij te zetten). Want waarlijk, van een herdruk, 
zelfs van een verbeterden èn aanzienlijk veriieerderden, heeft dit 
nieuwe, boek niets; het bezit al de encyclopaedische waarde, waaraan 
men bij het woord handboek denkt, zonder dat daardoor de leerboek-
qualiteiten, di er aan eigen zijn, ook maar eenigs7Jns in het gedrang 
komen; en 'de verdiensle, het te hebben samengesteld, komt geheel aan 
de drie wiskundigen toe, waarvan de namen nu juist niet op den 
omslag staan'. 

Het is inderdaad - het voorbericht zegt het met nadruk - de 
vrucht van hun innige samenwerking. Ingewijden weten, dat 'dit be-
duidt: product van de veree.niging van mathematische begaafdheid, 
didactische erYaring, onvermoeid streven naar volledigheid en ver-
zorgdhëid. en onuitputtelijke werkkracht. 

Een imposant boek dus, dat het niveau van de studie der vlakke 
meetkunde in ons land ineens weer een heel eind omhoog -brengt, een 
betrouwbare leidraad voor allen, die .zich op de examens Wiskunde 
L'.O. en K 1 voorbereiden, maar tevens een onmisbaar hulpmiddel voor 
studenten in wiskunde aan een universiteit en een sterke steun voor 
leera ren. 

De inhoud van het werk kan kort aldus worden sam'engevat: in de 
hoofdstukken I—XVIII de traditioneele planimetrie, die haar bekro-
ning vindt in de 'bepaling van lengte en oppervlakte van den cirkel; 
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daarna hoofdstukken over Harrnonische ligging, Cirkelbundels en 
-netten, Inversie, Maxima en Minima; ten slotte een Aanhangsel, be-
vattende een strengen oi5bouw van de -fundamenteele onderwerpen der 
planirnetrie op grond van het axiomastelseLvar Van derWaérden. 

Dat de behandeling van de gewone vlakke meetkunde op een veel 
hooger peil zou staan dan in de meeste schoolboeken, was, gezierl den 
lezerskring (het werk is voor volwassenen bestemd), te verwachten; 
ook wanneer het voorbericht er niet op attent maakte, zou reeds de 
oppervlakkige lezer het beseffen. Het getuigt echter van gevoel voor 
didactische realiteit bij de schrijvers, dat zij dit peilverschil toch ook 
weer niet te groot hebben geniiaakt. Een waarlijk strenge behandeling 
zou vooral in de eerste hoofdstukken ongetwijfeld vele lezers, die, 
hoezeer •dan ook volwassen, toch menigmaal op mathematisch ge-
bied een on- of kwalijk beschreven blad zijn, slechts afschrikken. De 
schrijvers, hoewel zelf blijkbaar volkomen op de hoogte met de résul-
taten der moderne axiomatica, hebben daarom, met opmerkelijk gevoel 
voor het practisch mogelijke,opzettelijk niet de volle maat der streng-
heid gegeven; zij konden dit zonder schade voor het weténschappelijk 
gehalte van het boek doen, omdat in het Aanhangsel toch vele leemten 
van het begin worden aangevuld. B 8vendien vonden zij gelegenheid te 
over om in zaken, dieniet- direct met- de- axiomatische fundeering sa-
menhangen, die talrijke verbeteringen in de-traditioneele behandelings-
wijze aan te brengen, die de aandachtige lezer welhaast op iedere 
bladzijde opmerkt en waarvan we hier, met het oog op de plaats-
ruimte, -de opsomming dus wel achterwege moeten laten. 

In de hoofdstukken, die op het 18e volgen, beseft men nog scher-
per dan vQorheen, welk een aanzienlijke verbreeding en verdieping van 
de studie der vlakke meetkunde dit boek teweeg zal brengen. Wat hier 
geboden wordt, gaat de grenzen van wat men vroeger lagere wiskunde 
plachtte noemen, ver te buiten; wie deze stof beheerschf, béhoeft zich 
door de eischen der examens Wiskunde L.O. en K 1, wat de planimetrie 
betreft, niet meer te laten afschrikken; en cle studie zal hem, naast 
examensucces, een mathematische ontwikkeling hebben geschonken, 
die waarlijk niet te versmaden is. - 

Men pleegt aankondigingen van nieuw verschenen boeken veelal- te 
besluiten met een lijstje van op- en aanmerkingen. Ik zal ditmaal van 
deze methode - afwijken: het zou eenvoudig van gemis aan gevoél vöôr 
proportie getuigen, om aan - de bespreking van een zoo monumentaal 
werk een opsomming van bezwaren te verbinden tegen een- Woordkeus 
hier, een onvoll&iigheid ginds, een opvatting elders, om te klagen 
over enkele dingen, die ten onreffte weggelaten lijken en om wenschen 
te formuleeren over eventueele- aanvullingen. Passender is het te be-
sluiten met eenwoord;van hulde aande schrijvers en met een gelûk-
wensch aan de toekomstige gebruikers van dit ook. uiterlijk uitmun-
tend verzorgde werk. -- - E. J. D. 
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HISTORISCHE STEJDIEN XXI 
DOOR 

PROF DR HK DE VRIES 

Motto Historia sapientia ipsa est 
Over kettingbreuken, pro jectieve puntenreeksen en verrekijkeri 

Inleiding 

Deze ,,Historische Studie" heeft opnieuw ten doel den jeugdi-
gen lezer, zoo dit nog noodig mocht zijn, te genezen van den waan 
als zouden de Wiskunde, de theoretische Mechanica, de theoreti-
sche Physica, en de theoretische Astronomie, afzonderlijke Weten-
schappen zijn, die in afzonderlijke laad'jes bewaard moeten wor-
den, een \vaan.:waaraan vooral zi. ten. prooi dreigen.te vallen 
die niet in de gelegenheid zijn aan de Universiteit te studeeren, 
maar zich voorbereiden voor een middelbare akte, in het bijzonder 
voor dezen kan de volgende studie leerrijk zijn 

Niets is nl. schadelijker voôr iemands wetenschappelijk inzicht 
dan dit catalogiseeren, en opbergen van zijn kennis in afzonder -
lijke vakjes, en onze groote voorgangers uit de 18e en 19e eeuw 
deden dit dan ook allerminst. Zij zagen al deze wetenschappen 
als een geheel, strekten hunne onderzoekingen uit over alle, be-
vruchtten de een door de ander, en ontwikkelden bijv nieue wis-
kundige methoden, omdat zij die noodig hadden bij de Mechanica, 
de Physica of de Astronomie. . .. 

D a n i ë 1 B e r n o u Iii, de stadgenööt en persoonlijke vriend 
van E u Ie r, met wien hij verscheidene jaren heeft doorgebracht 
in Petersburg, is zéô de grondlegger geworden der Hydrodynamica; 
E iii e rzelf heeft zich intensief bezig gehouden met thèoretische 
Mechanica, vooral bij het beantwoorden van door de fransche 
Akademie gestelde prijsvragen, een ontzaglijken mechanisch-
astronomischen arbeid verricht, in het bijzonder op het gebied van 
het zoogenaamde drie-lichamenvraagstuk, dus bijv. betreffende den 
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uiterst .ingewikkeden loop.  van . onze maan ten opzichte.'an de 
aarde en de zon, of van een van de manen van de andere planetén. 

L a g r a n g e heeft zich eveneens met deze kwesties bezig ge-
houden, enis door zijne ,,Méçanique -a.nlytique" de grondlegger 
geworden van de thçoretische Mechanica. 

0 a u s s was een even groot physicus, geodeet en astronoom als 
mathematicus, en L a p 1 a c e een even groot mathematicus als 
astronoom; M öb i u s, de astronoom van professie, een groot 
mathematicus, en P o i n c a r e, de mathematicus en filosoof, weer 
een groot theoretisch astronoom Enal is het tegenwoordig zelfs 
voor het genie niet meer mogelijk al deze vakken in hun vollen 
omvang te beheerschen, ieder is,L'op  ziJn eigen bescheiden niveau, 
in staat zich te hoeden voor .enzijdigheid; zijn loon.za1 dan±ijn 
nôg dieper bewondering, nôg grooter..Iiéfde. voor 'onze sèie'ntia 
amabilis. 

1. Laat in Fig. 11 en 1' twee rechten zijn en die elkaar in S 
snijden; wij beschoüweîi.beide.als dragêrs hunner punten, dus als 
puntenreksen, en ille w:'d:xeksJ :uiteen willekeurig.centrum 
o in het vlak ii' op 1' projecteeren. Dan behoort bij ieder punt A 

een projectie Al en omgekeerd De projecti' van R, het verdwijn-
punt, ligt in het oneindige op 1' en het origineel van Q', het vlucht-
punt, in het oneindig verre punt van 1 

Uit de gelijkvormigheid der 	OQ!A'.en ARO volgt: 

-. 	 . 	O'A' : RO= OQ' AR, of:r 
RA = OQ' . 01? = constant = k2 , 

want OQ' en OR zijn onafhankelijk vanA en'A'; hierbij nemen wij 
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dan bijv. de richtingen van Q' naar rechts, en van R naâr beneden, 
als positief.  

Uit de fundamenteele betrekking: 

Q'A'  . RA = k2 	........(1) 
laat zich de plaats van A' berekenen, indien A gegeven is; ter con-
trôle bedenke men dan dat de lijn AA' door 0 moet gaan. Voor 
A in R wordt RR = 0, maar daarvoor Q'R' = co, en voor Al in 
Q' wordt  Q'Q' = 0, RQ =o. 

Is CC' een tweede puntenpaâr (op een lijn do6r 0), dan is, waar 
ook Cl op 1' gelegen moge zijn: 

A'C'= Q'C' - 
mits men bedenke dat C'A' = —.A'C' (vgl. Hist. Studiën, Deel 11, 
p. 59). Wij kunnen dus schrijven: 

• 	k2 	k2 	k2  A'G' 	ÂRc . RA(_RC) = 
k2 	GA 	k2 	

A c RG.RA 	__RC . RA.. 
Is BB' een derde puntenpaar, dan vindt men natuurlijk evenzoo: 

b 2  

	

B'C' = - RC. 	. BG, en dus: 

A'C' RB AC 
B'G' -  RABC 

Voor een vierde puntenpaar DD' eindelijk ial men dus vinden: 
A'D' RB AD = 	• 	, en dus:  10 

A'G' A'D' AC AD 
B'C' B'D' BCBD 

Links en rechts staan verhoudingen van twee verhoudingen, dus 
dubbelverhoudin gen, die wel is waar bij de Grieken reeds bekend 
waren Hist. Stud., Deel 1, p. 26), maar pas door M ö b i u s in 
zijn ,,Barycentrischen Calcul" van 1827 op hunne juiste waarde 
geschat zijn: Schrijven wij e in den vôrm 

(A'B'C'D') = (ABCD), 
dan is door het bovenstaande de, 66k reeds aan de Grieken be-
kende, stelling bewezen (Hist. -Stud., Deel II, p. 7), dat bij centrale 
projectie. de dubbelverhoudingen onveranderd blijven. 
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2. Wij gaan nu Fig. 1 afbreken, en de beide puntenreeksen op 
1 en 1' ergens anders neerleggen,...vQorloopig maar even op twee 

R 

	

Q0 	
A
0 	0 

R.  

Fig. 2. 

evenwijdige lijnen (Fig. 2), om daarna die beide te doen samen- 
vallen. Dan ziet men aldra dat dit samenvallen op 2 manieren kan 

QD 	9' 	R 	A 
R 

	

- 	. 	- 	Fig.3 

geschieden, nI. volgens Fig. -3, of volgens Fig. 4, en dât het onder-
scheid tusschen beide hierin ligt, dat in Fig. 4 de beide bewe- 

A 	R 
ID 1  

- 	Fig. 4. 

gingsrichtingen Q, RA en Q'R',A' dezelfde zijn, ni. beide naar 
links gaan, in Fig. 3 echter tegengesteld. 

Bevonden zich de beide reeksen in Fig. 1 in, perspectivische 
ligging, voor het perspectiefcentrum 0, in de Figg. , 3 en 4, zijn 
zij projectief, en in de Figg. 3-en 4 in het bijzonder collocaal. En 
aangezien bij het verplaatsen de reeksen niet veranderen, zullen 
ook in de projectieve ligging de dubbelverhoudingen van twee cor -
respondeerende puntquadrupels dezelfde zijn........ 

Tusschen de beide Figg. 3 en 4 bestaat een principieel verschil. 
In Fig. 3,. waar de bewegingsrichting tegengesteld is, hebben O'A' 
en RA hetzelfde teeken, en is dus: . . . 

Q'A'.RA=+k2 ; 

in Fig. 4 daarentegen is het juist andersom, en is dus: 

Q'A'.RA=—k2 . 

Wordt dus in Fig. 3 O'A' kleiner, en dus RA grooter, dan loopen 
A en Al naar elkaar toe; in Fig. 4 nu wordt, als O'A'. kleiner wordt, 
RA natuurlijk ôôk wel .grooter, maar dit heeft ten gevolge datde 
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punten lachter elkaar aan loopen. Doorloöpén dus in.-beidèjevallen 
A'en Al de reeksen'. ('door het oneindige heen) volledig, :dan zullen 
zij elkaar in Fig. 3 noodzakelijk ontmoeten, terwijl dit in Fig. 4 
twijfelachtig is. 

3. Over dat eventueele samenvallen van de punten A en Al 
kunnen wij enkele opmerkingen maken, die ons zoo straks in de 
Dipptrica, .d.i. deLeer van. den loop van het licht door lenzenstel: 
sels, van nut zullen zijn. ' .. .. 

Beschouwen wij maar weer eerst Fig. 3, waar A en Al tegen-
gestelde bewegingsrichting hebben. Beweegt zich A naar rechts, 
dan gaat Al naâr litiks, dûs'heft er'èen'ôntmoetiiig plaats tûsschen 
A en Al, d.w.z. rechts van R, of buiten het lijnstuk der tegenpunten 
9' en!?. Inderdaad, noemen wij de ontmoetingsplaats D, dan. moet,: 

zijn, zoodatD nit tusschen Q' en R kan liggen. Na de ontmoeting 
ligt nu A' links-vah.A-'-rna-ar-als d'beweging afgeloopen is, beide 
punten door het oneindige heen de reeksen volledig doorloopen, 
en hunne oude plaatsen weer ingenomen hebben, dan moet Al 
weer rechts van. A liggen; ter moet dus nôg. een, ontmoeting plaats 
hebben, en het punt C, waar dit, geschiedt, 'ligt links van Q'. Im-
mers, komt A, van rechts komendë, in R aan, dan is A" rechts in 
het, oneindige veidwenen,. en komt van links.terug; maar' al's A' 
dan in Q"aankomt, moet A links in het otieindige verdwenen zijn; 
de ontmoeting moet dus.plaats' hebben'.vôérdat Al inQ' aankomt, 
dus links van Q'.. ....... . 

De punten C en D heeten de'dubb,e1punten, 'of dekpunten der 
projectieve reeksen . ,,,,,,., - •. 

In Fig. .4 is, alles natuurlijk juist onigekeerd, behalve dan da.t 
het van de grootte van k afhangt ôf' er ontnioeting plaats vindt. 
Beweegt zich A naar linJsdan doet• Al dit eveneens; maar als 
Al in Q' aankomt, moet' A links in het oneindige aankomen; âls 
er dus ontmoeting plaats vindt, dan 'moet dit geschieden vôôrdat 
Al in Q' aankomt, dat is nuin'dit geval rechts van Q'. En als er 
één ontmoeting plaats heeft, dan' moet er, öm dezelfde reden als 
boven een tweede plaats vinden, die dan eveneens tusschen Q"en 
R ligt.  
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- .4. Er bestaan eenvoudige constructies om de punten C en D, 
zoo zij er zijn, te vinden. Nemen wij eerst hét gevalvan dè reekse'n 
met tegengestelde bew'egingsrichting, dus •het geval van Fig. 3. 
Zetten wij in Fig. 5 het stuk.RA van Q' af in de richting van RA 
uit, zoodat Q'A* = RA;' dan heèf t de raaklijn Q'T aan den halven 

k 2M 
C Q'Â 	R A D 	A' 

Fig. 5. 

cirkel A*Al blijkbaar de lengte k. Richt deze lijn in Q' vertikaal 
op (Q'U = Q'T), en cirkel MU (M is het midden van Q'R) naar 
weerskanten om; dan vindt men links en rechts de punten C en D. 
Immers: 

Q'C.Q'D::=—k2 , dus: 
Q'C.DQ'=+k2, 

maar DQ' is blijkbaar gelijk aan RC. 
Men ziet dat deze constructie nooit kân falen; de dèkpunten zijn 

düs altijd reëel en verschillend. 
In 'het geval van Fig. 4, gelijkheid van bewegingsrichting, gaât 

het eenigszins anders (Fig. 6). Men zette weer RA van Q' uit naar 

rk 

Q'c A' 	A DR 

Fig. 6. 

links (QFA*) af, en beschrijve. -een' halven cirkél op' A*A, dan is 
•de loodlijn in Q' gelijk k. Nu beschrijve men een halven cirkel op 
Q'R, enbrenge k horizontaal daarop over; dan zijn C en D blijk-
baar de dubbelpunten. 

Men ziet hier de môgelijkheid dat zij onbestaanbaar worden, 
maar 55k dat zij samenvallen, nl. in het midden van Q'R. voor 

4 
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ons een belangrijk geval met het oog op onze optische onderzoe-
kingen; k wordt dan '/2 Q'R 

Nu kan men echter de laatste constructie vervangen door een 
andere, en krijgt dan een figuur, die vruchtbaarder is voor de 
theorie der collocale projectieve puntenreeksen dan figuur 6. Zij 
is gevonden door M ö b i u s, in het jaar 1855, en wel, wat merk-
waardig is, in •het minst niet met het oog op projectieve punten- 

C )D '  

T 
 ' 

Q'N. /R A 

Fig. 7. 

reeksen, maar met het oog op lenzenstelsels, wat echter, dank zij 
de onderzoekingen van M ö b i u s zelf, hetzelfde blijkt te zijn. 
Zij spreekt voor zich zelf; de cirkel op de middellijn Q'R is opge-
haald tot op de hoogte k. 

De snijpunten van den cirkel met de lijn Q'R zijn blijkbaar de 
punten C en D; want Q'C . Q'D = k2, maar Q'D CR, dus is 
Q'C. RC = - k 2 . 

Maar meer nog. Verbindt men een willekeurig punt Al met T, 
snijdt den cirkel in X, en verbindt dit punt met S, dan is A het 
toegevoegdé punt van Al. Want de beide A A'Q'T en SRA zijn 
gelijkvormig met den rechthoekigen A'XA, dus ook onderling ge-
lijkv.ormig, en hieruit volgt onmiddellijk: 

O'A' : k'= k : AR. 

Nôg meer. Men noeme in Fig. 8 het punt A' van Fig. 7 B. 
Immers, op de horizontale lijn liggen twee puntenreeksen op elkaar; 
men kan dus ieder punt naar believen tot de eene of tot de andere 
rekenen. Verbindt men nu B met S, en X met T, dan is B' het 
toegevoegde punt van B. Immers, de B'Q'T en SRB zijn weer 
gelijkvorming, en dus staat: 

Q'B':k=k:BR. 

Men kan trouwens met Fig. 5 iets dergelijks doen. De cirkel 
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A*AF snijdt cirkel UT orthogonaal; construeert men dus âlle cirkels 
die dien cirkel loodrecht snijden, en noemt het punt, dat het dichtst 

T-------------  

	

/?X- 	 flk 

	

--- ftC 	D/I 

	

Q'BN 	 R 

Fig. 8. 

bij Q' ligt, steeds A*,  dan heeft men de reeks der punten A*  slechts 
over den afstand Q'R  naar rechts te verschuiven, om de reeks der 
punten A te krijgen. In de snijpunten van den cirkel UT met de 
as vallen Al en A samen, en heeft meii dus 2 punten Al en A 
zô6danig dat A' van Q', en A van R juist den afstand k heeft; en 
bij den doorgang door deze punten verwisselen Al en A*  van plaats. 

De Figg. 7 en 8 bevatten nog meer bijzonderheden, maar hierop 
komen wij pas later te spreken (vgl. § 12, p. 60). 

5. M ö b i u s heeft tot de Dioptrica hoogst belangrijke en 
origineele bijdragen geleverd. Hij heeft aan dit onderwerp 3 uit-
voerige verhandelingen gewijd. De eerste draagt tot titel: ,,Kurze 
Darstellung der Haupteigenschaften eines Systems von Linsen-
glsern", is verschenen in het 5e deel van C r e 11 e, p. 113-132, 
Ges. W. IV, p. 479-501, en stamt uit het jaar 1829. Hij werd er 
toe geïnspireerd door de studie van een verhandeling van 0 a b r i o 
P i o 1 a: ,,Sulla Teorica dei Cannocchiali" (Over de theorie der 
verrekijkers) uit de ,,Ephemeriden" van Milaan van 1822, terwijl 
P i o 1 a zelf tot zijn studie gekomen was door de lectuur van 2 
stukken van L a g r a n g e uit de ,,Mémoires de Berlin" van 1778 
en 1803. 

In het volgende jaar, C r e 11 e VI, p. 215-243, Ges. W. IV, 
p. 505-539, gaf hij een vervolg, onder den titel: ,,Beitrge zu der 
Lehre von den Kettenbrüchen, nebst einem Anhange dioptrischen 
Inhalts", waarin het hem blijkbaar meer om de kettingbreuken dan' 
om de Dioptrica te doen was, want de laatste beslaat slechts 8 blad-
zijden van de 34. Dan verloopen volle 25 jaren. Daarna is hij op 
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het onderwerp terug gekomen, en heeft hij in de ,,Berichte der 
K. Sichs. Gesellsch. d. Wissenschaften", Bd. 7, p. 8-32, 1855, 
Ges. W. IV, p. 543-568, nogmaals een uitvoerige verhandeling 
gepubliceerd. Hier heeft hij zijn beschouwingen van vroeger gege-
neraliseerd, door terug te gaan tot de brekingswet van S n e II i u s 
zelve, en de dikte der lenzen niet meer te verwaarloozen, wat hij 
vroeger wèl gedaan had, en hier heeft hij de ontdekking gedaan 
dat de reeks der lichtende punten op de as, en die van hunne beeld-
punten, twee projectieve reeksen vormen met gelijkheid van bewe-
gingsrichting, een ontdekking die hij in 1830 nog niet gedaan had. 

Wil zullen, natuurlijk steunende op het werk door M ö b i u s 
verricht, in •dè volgende §§ trachten een organisch geheel te ver -
krijgen. - 

6. Laat in Fig. 9 de vertikale lijn door 0 het middenviak voor-
stellen van een biconvexe lens, -waarvan de dikte, vergeleken met 
de andere afmetingen die in de figuur voorkomen, z66 gering is 
dat zij verwaarloosd mag worden, en- laat 0 een van de beide 

	

A J 	

B' 
- 	0 

q 

Fig. 9. 
brandpunten zijn; de lichtstralen die, van links komende, invallen 
evenwijdig aan de horizontale as, en op geringen afstand. van die 
as, convergeeren dan, na gebroken te zijn, naar G toe. Is dus A 
een voorwerp, en wenschen wij het beeld B te vinden, en onder-
stellen wij dat de afstand van A tot de as slechts gering is, dan 
trekken wij door A den lichtstraal evenwijdig aan de as, die ge-
broken wordt naar 0 toe, en den lichtstraal door het optisch middel-
punt 0 van de lens, die ongehinderd doorgaat; het snijpunt is het 
beeld B. 	 - 

• Nu volgt- uit twee paren gelijkvormige AA: 
- 	 - 	a:b=p:q, en 

c:(b—c).=p:q, dus 
- 	• 	 al—ac=bc, of 

- 	 • 	ab=bc+ac. 
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Deelen wij links en rechts door abc, dan vinden we: 

............ . (2) 

En aangezien in deze formule de afstand van A tot de as niet 
voorkomt, zal het beeld van het voorwerp.AA' de lijn BB' zijn, 
omgekeerd en reeel. 

Het kan echter ook anders. De lens kan concaaf zijn. Dan ligt 
het punt G links, en is virtueel, d.w.z. de lichtstralen die, van links 
komende, invallen evenwijdig aan de as (Fig. 10), gaan nü rechts 
verder in de richting van de pijl, en gedragen zich alsèf zij uit G 

Fig. 10. 
kwamen. Het beeld van A ligt dus nu in B, links van de lens, maar 
is viruteel, want de Iichtstraal uit G is er niet in werkelijkheid; 
het beeld van AA' ligt dus nu in BB', is rechtop staand, maar 
virtueel. 

Uit dezelfde gelijkvormige driehoeken volgt nu: 
a : b = p : 

c :(c—b) =p :q, dus: 
ac—abbc, of: 

ab=ac — bc, of: 

c 	ba ,of: 

1 	1 
a 	b 

Dit is een andere formule dan (2), maar wij hebben nu ook no 
niet op de teekens gelet. Brengen wij lijnstukken, die van links 
naar rechts gemeten worden, positief in rekening, van rechts naar 
links negatief, dan is in Fig. 9 de afstand a van A tot de lens posi-
tief, de afstand b van de lens naar B eveneens, en de brandpunts-
afstand c van de lens tot G ôôk weer; maar dan zijn in Fig. 10 

0 
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b en c negatief; beschouwen wij echter in de laatste formule b en 
c als negatief, dan neemt zij den vorm aan: 

1 	1 	1 

waardoor zij identisch wordt met (2). 
Zoo gaat het met al onze formules. Let men behoorlijk op de 

teekens, dan zijn zij algemeen geldig, en juist voor alle mogelijk-
heden. 

• 7. Nemen wij nu een tweede lens erbij, met de eerste behoorlijk 
gecentreerd op dezelfde as, en beide convex. Ligt nu links van de 
eerste lens en buiten den brandpuntsafstand, op de as een punt Al, 
dan heeft dit een reëel beeld B' rechts. Staat nu rechts van B' de 
tweede lens, dan werkt B' als voorwerp, want B' is immers inder-
daad een lichtend punt; en als nu Cl het beeld is van B' ten op-
zichte van de tweede lens alleen, dan is Cl het beeld van A' ten 
opzichte van beide lenzen tegelijk. 

Oök hier echter kunnen complicaties optreden, maar die zijn 
ook nu weer met behulp van virtueele beelden, en dus negatieve 
lijnsegmenten, gemakkelijk te ontwarren (Fig. 11). De lichtstralen 

Fig. 11. 

kunnen immers, v5érdat zij B' bereiken, de .2e lens ontmoeten; 
hoe gaan zij dan verder? Ligt het beeld van B' ten opzichte 
van de 2e lens in C, dan zouden lichtstralen, als zij inderdaad van 
B' uitgingen, in C' samen komen; nu doen zij dus juist het omge-
keerde, d.w.z. zij gedragen zich alsôf zij uit C' kwamen. En als 
nu bijv. rechts van de tweede lens nog een derde staat, dan zal 
het virtueele punt Cl misschien een reëel beeld D' veroorzaken, 
en dit is dan het beeld van Al ten opzichte van de drie lenzen tege-
lijk. En in de formules, die de figuur beheerschen, heeft men 
eenvoudig B'C' als negatief in rekening te brengen. 

8. Gaan wij nu over tot het algemeene geval (Fig. 12). 
P1, P2, P8. .... P zijn de optische middelpunten van de lenzen, 
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en Al, A2,... . A, zijn de opvolgende beeldpunten, zoodat ten 
slotte A hèt beeld is van A. Wij stellen: 

c 
c 	 1 

~Z_ -r-
C2a1 	''Ti 	 --.. 3 	 n 	fl 

A 	
--

-. 	 A 	A 1  
cl 

Fig. 12. 

AP1  = a1 , A 1P2  = a2. ....  A.1P = 

PA1  = b1 , P2A2  = b2. .... PA = b. 

Nu hebben we nog de brandpuntsafstanden der verschillende 
lenzen noodig; de reciproke waarden van deze noemen we 
91, 92.....gn; de afstanden der lenzen onderling echter noemen 
wij h1, h2........ . Formule 2 (§ 6, p. 52) geeft dan: 

b+ci2=h1, a1  

b2+a3= 1i2, 

	

a2 	2 

b3 +a4=h3, a3  

1 	1 	 0 

+ = g b_1  + a = 

.1 	 1 
b1  —=g1-- a1 , dus: b1 = 1 

g1-- a1  

	

1 	1 	 1 
b2= 	 1 = 	1 

	

92--92 	g- 
h 1 

91 - - a1  

	

1 	1 	1 
b3= 	1 	1 = 	1 

	

g3 -- g3 — 	g3— 	1 a3 	2'-'2 	h 

	

2 	 1 
g2 — 

h1 — 

al 
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enz. Hier ziet men de kettingbreuken optreden. Schrijven wij, in 
een notatie die onmiddellijk duidelijk is: 	- 

b1 —_ (gi, a1 ), dan is: 
b2 =(g2, h1, gi, a1 ), 
b3 = (g3, h2, 92, hi, g, a1 ), en dus ten slotte: 
b = (g,,, h,_11 gn_ ..... h, g1, a1).. 

In de uitdrukkingen rechts komen, behalve a1, de afstand van 
het voorwerp tot de eerste lens, slechts de afstanden van de lenzen 
onderling, en hunne brandpuntsafstanden, voor, dus louter con-
stanten; kunnen wij dus b op ietwat beknoptere wijze in a1  uit-
drukken, dan zullen de coëfficienten constanten zijn, slechts afhan-
gendè van het lenzenstelsel; heeft men deze dus één keer 
berekend, dan kan men voor iederen afstand van het voorwerp 
tot de eerste lens den •afstand win de laatste lens tot het beeld 
berekenen. Hoe dit kan geschieden, zullen we nu in de Volgende § 
uiteenzetten. 

9. Wij gaan grootheden beschouwen die in de Wiskunde zijn 
ingevoerd door E u 1 e r in zijn studie, getiteld: ,,Specimen algo-
rithmi sin.gularis", dus: ,,Proeve eener eigenaârdige rekenwijze" in 
,,Nov. Comment. Petropol'.' Tom. IX, en die in nauw verband staan 
met de zoogenaamde ,,naderende breuken" der kettingbreuk (vgl. 
§ 23, p. 82). Denkn wij een willekeurige kettingbreuk: 

(a, b, c. .... i, k), 

dan is de eerste uitdrukking: 
[a,b] =a&-1, de tweede: 

[a, b, cJ = [a, b] c - a, waarvoor we desnoods kun- 
nen schrijven: 

[a,b,c] = [a,b] c— [aj, als we onder. [a] eenvou- 
dig het getal a vërstaan; zoo kunnen wij voor [a, b] zelfs schrijven 
La, bi = [al b - [ ], indien wij voor een hakenuitdrukking zonder 
inhoud maar de eenheid zetten. Verder definieerende stellen wij: 

[a,b,c,d]= [a,&,ci d — [a,b], 
[a,b,c,d,e] = [a,b,c,d] e— [a,b,c], enz. 

Deze uitdrukkingen hebben merkwaardige eigenschappen, die 
eenvoudiger zijn dan die der kettingbreuken, omdat deze laatste 
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quotienten zijn van t w e e van 'die 1,;hakenuitdrukkingen". De 
interessantste is zeker wel deze, dat men de getallen mag om-
keeren, en dus: 

[a,b,c. .... i,k]=[k,i..... 
terwijl verder: 
[a, b, c.....1] . [b, c. .... i, k] - 

[a, b, c. .... i, k.] . [b, c. .... i] = 1. 

Natuurlijk eischen deze eigenschappen bewijzen met volledige 
inductie, waarom E u 1 e r zelf zich niet zoozeer bekommerd heeft, 
en die wij, om begrijpelijke redenen, hier achterwege laten; de 
eenvoudigste gevallen zijn echter onmiddellijk te cohtroleeren. Wij 
willen liever het volgende interessante bijzondere geval meedeelen. 
Men vindt gemakkelijk: 

[2] = 2, [2,2] = 2.2 - 1 = 3, [2,2,2] = [2,2] . 2 - [2] = 3. 2 
—,2:4, [2,2,2,.. . . 2] = m, 

indien het aantal tweeën m - 1 'bedraagt. 

Nu overtuigt men zich door de eenvoudigste gevallen gemak-
kelijk dat de kettingbreuk: 

[b,c.....;, ii] 
[a,b,c, . . . i, k] 

dus is de kettingbreuk met in tweeën: 

(2, 2.....2)= mm+ 1 en dus: 

(2,2,2..... in inf.):1, 

en wel wordt de eenheid benaderd van den kleinen 'kant. 
Nu zal echter ieder, die zich wel eens met de theorie der ketting-

breuken heeft bezig gehouden, de uitdrukking ontmoet hebben:' 

(1;2,2,2. .... in inf.)=V2, 

maar deze uitdrukking stelt de kettingbreuk voor: 

i+1 1 

2+2 + enz. 	 ' 
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terwijl ônze kettingbreuk luidt: 

2 2 

met louter minteekens, wat natuurlijk 'heel iets anders is: 

10. Keeren wij nu terug tot ons lenzenstelsel (§ 8, p. 54). 

b 	1 	- 	 _ -- [a1] 

g1  - 
1 - - 	1 	g1a1  - 1 - [g1, a1]' 

- a 1  
1 	 1 	 1 

1 	= 	[g1 , a1] 	= 	[g1, a1] 
92- 	a1 	92 .[g1, a1] h1-a1 	2-•••[a1,g1,hi] 

'[g1, a1] 
- 	[a1 , g1 , h1J 	- [a1 , g1 , 1i 1] 	[h1 , g1 , cz1] 
- [a1, g1 , h1] 92  - 1911 a] - [a1 , g1 , h1 , 92 1 - [92 , h1 , g1, a1] 

Zoo wordt ten slotte: 
b.= [h_1 , g_1 , h -2'  g_2. .... h1 , g1 , a1] 

[g, n-1'  g_1, . . ... 	, g1 , a 1] 

- [h_1,.. . . h 1 , g1J a1  - 	 h 1] - 
- [g, h_1, .....h1 , g1] a-- [g .....h1] - 

- 191, h1.....g_1, h_1] a1  - [h1..... 
- [g1 , h1. .... h_1, g] a1  - [h1. .... g] 

Nu volgen wij het voorbeeld van L a g r a n ge, en stellen: 

191, h1..........=  II , - [h1 , 92 , h2 . .... .....= L,' 
191 ,  h1..... g_1] = ii4,, '- [hz , 92 ..... gj.11 = 

dan wordt: 

b= Ha1+L. (3) 
m.+lal + 

Men ziet dat b uit a1  wordt afgeleid door een gebroken lineaire 
substitutie, wier coëfficienten slechts afhangen  van het lenzen-
stelsel, en dus constant zijn. Maakt men de breuken weg, dan ont-
staat een vergelijking van den vorm: 

c,a1b + Pal  +yb + â = 0, 
een zoogenaamde bilineaire vergelijking tusschen a 1  en b, en dit 
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bewijst dat de reeks der voorwerpen A...., en die der beeld-
punten A0 . .. . (Fig. 12) twee projectieve puntenreeksen vormen; 
wij komen hierop terug (§ 22, p. 78). 

11. Laat zich vertikaal boven het punt A (Fig. 12) een punt 
C bevinden, op een afstand AC c van A, dan ligt het beeld van 
C in Cl , dat van C1  in C2 , enz. Nu staat, de teekens in aanmerking 
nemende: AC : A 1C1  = AP1  : A 1P 1  

AP1  :—P 1A 1 , dus: 
c : c1 =a1  : —b1, 
c :c2 =a2 :—b2  

1 

, dus: 
a 2  

Nu is echter volgens § 10, p. 58: 
Ha1 ±L 

- M +1a1  + N+1' 
en: 

 

- (hM +1— H)a1+hN+1—L - H +1ci1  +L +1  
aj+j  = - - 

	 -M +1a1  + N +1 	 - M +1a1  + N +1 ' 
nl. volgens de definitie der hakenuitdrukkingen in § 9, p. 56 *). 
Dus is ook: 

Ha1  + L 
Ma1  + Ni

en derhalve- 
=  

ai 	Mi+icii+N_~i waaruit volgt: 
bi 	Mi1 +N 

a1  a2 	a. -  M2a1  + N2  M3a1  + N3 	M+1a1+N+1 
b1 	 M1a + N1 . M2a1  + N2 	Ma1  + N - 

- M +1a1  + N +1  
- M1a1+N1 

Nu is: 
«1  =  M2a1  + N2  

, maar anderzijds = g1a1  - 1 (§ 10, p. 58), 
.1pL 01 	1a1 + LV1 

dus moet M2  = gi, 1V2 = - 1, Mi  = 0, Ni  = 1 zijn. 

*) H +1  = [g1 , 1z1..... gj , h]=[g1 , h1..... g] h —Eg1 , h1 	= 
= M +1 . Ii. - H. 

L +1  = - [Iz ,  g2 , h2 . .... Ii.] = - [Iz, g2 , I2..... g] Iz + [h1  .... 
N +1  . Ii. - L. 
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Inderdaad is (§ 10, p. '58) M2  = g1, maar de 3 andere groot-

heden zijn door hunne hakenuitdrukkingen niet gedefinieerd; want 
M1  zou moeten beginnen met go,  die er niet is, en N2  met g1, ter-
wijl het symbool g2 eischt. Om de formule door te laten gaan, moet 
men dus deze 3 grootheden de waarden geven, die wij hier aan-
gegeven hebben; dan echter vindt men: 

c. _f i\n 	c 
AA' 

 
1 	7tT 2vi+lal r n+1 

en wanneer dus, zooals in Fig. 12, alle grootheden a j  en, bi  posi-
tief zijn,, dan is het beeld c rechtopstaand of omgekeerd, al naar-
mate het aantal lenzen even of oneven is. 

12. Denken wij weer eens (Fig. 13) één biconvexe lens, met 
haar beide brandpunten F enG; het licht komt van links. Stralen, 

.' 	P 

Fig. 13. 

die 'invallen evenwijdig aan de as, worden dan gebroken naar 
G toe, maar als een voorwerp, van links komende, nadert tot F, 
dan moet .het beeld B rechts in het oneindige verdwijnen; 'het 
beeld B van een voorwerp, links- van F gelegen, ligt dus rechts 
van G. 

Laat nu weer AP = a, PB = b, en ditmaal' FP = PG f zijn, 
dan is volgens formule (2), § 6, p. 52: 

1 	.1 	1 of: 

(a+b)fab, of: 
(a—f) (b — f) = f2 

a—fAF, b—f=GB, dus: 
AF.GB.f2' .......(4) 

Stellen wij AF = ot, GB = P, dan is. 
- 	............(4*) 

	

_c(.±t_oc±V'oI9v"o 	 d enb_+/_+/ _/_ fl 	US• 



61 

a:b=/c(:Vf=oc:f=/:fi 	. (5 
of: 	AP:PB—_.fîJF: */ÖT=A.F:FP=pG:GB. 

Schrijven 	in plaats van F eens R;' in plaats van 0 Q' en -in 
plaats van B Al, dan •wordt (4): 

AR.Q'A'r, of: 
RA . Q'A'= _f2, en deze vergelijking 

wordt identisch met de grondformule voor projectieve puntenreek-
sen met gelijkheid van bewegingsrichting uit § 2, voor k = f. De 
reeks der voorwerpen, A....., en die der beelden, B. .... vormen 
dus twee zoodanige reeksen, en de brandpunten F en 0 zijn de 
beide tegenpunten (vgl. § 10, p. 58). 

Wij worden dus teruggevoerd tot de constructie in Fig. 7, § 4, 
p. 49, maar er is een bijzonderheid op te merken, nl. dat k = f = 
den halven afstand der brandpunten of tegenpuntèn is, en dus de 
cirkel de as aanraakt in het midden tusschen F en 0, d.i. in het 
optisch middelpunt P van de lens. .Dit is dus - het eenige puntwaar 
voorwerp en beeld samenvallen, wat physisch duidelijk is. 

13. Nu komt het hoofdresultaat, waartoe zijn studiën 
M ö b i u s geleid hebben: het komt hierop neer dcit een geheel - 
lenzenstelsel zich net eender gedraagt als één enkele lens. Ook nu 
zijn er twee brandpunten F en 0, en is er een afstand f; alleen 
is deze nu niet meer de helft van den afstand der beide brand-
punten. 

Wij gaan terug tot Fig. 12, § 8, p. 54, en stellen: 
ai:=p+, b=q+fi, 

waar oc en p afhangen van de plaatsen van voorwerp en beeld 
en dus veranderlijk, p en q echter uitsluitend van het lenzenstelsel, 
en dus constant zijn. 

Nu nemen wij onze bilineaire betrekking (3), § 10, p. 58: 
M+1a1b - Ha1  + N +1b = L,,, 

en substitueeren hierin voor a 1  en b p + ot en q + P. Dit geeft: 
M +1c.j9 + (M +1q - H) oc + (M+1p  + N +1) = 

= L. -  M f q + Hp - N +1q. 
- Stelt men nu: 

M 1q - H = 0 en M +1p + N +1  = 0, 	- 
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dan wordt: M,1 p = L,, + Bnp, en dus, na eliminatie van p: 
M2 n,lap = LM,,+1 - H,,N,,+1  = 

= (§ 10, P. 58): - [h1 , 92 , h2.....hn_11. 1911 h1 . .... h_1 , g7j 

+ [g1 , 1z1 . .... h_1] . [h1 , g2. .... g,,], 
maar dit is = + 1 volgens § 9, p. 56, en dus: 

indien 	t. 
n+1 	 - 

Bepaalt men dus op de as een punt F zô6danig, dat (Fig. 12) 
FP1  = p, een punt G zôôdanig dat P,,G = q, en verder het lijn-
stuk f, dan kan men met behulp van Fig. 7 bij ieder voorwerp A het 
beeld A,, onmiddellijk vinden. 

Wat de afmétingen van voorwerp en beeld aangaat, vonden wij 
in11,p.59: 

(- 1) c : c = M,,+1a1  + N,, 1  = M +1 (o + p) + N, +1 ; 

maar M,, 1  p + N,, 1  =• 0, dus: 

(- 1) c :C. = M 41c: 1 = 1 = /  
volgens (5), § 12, p. 60, dus:, 

c :c==V'XP:GAn  
Kiest men het punt A zô6danig dat "AF=oc=ƒ wordt, dan 

wordt ook GA,, f, en dus volgens de laatste formule c,, even groot 
als c; deze punten zijn door G a u s s in Zijne ,,Dioptrische Unter-
suchungen" van 1841 ,,Hauptpuncte" genoemd. 

Wat is, bij een lenzenstelsel in den trant van Fig. 12, p. 60, 
de gunstigste plaats voor het oog? Deze vraag is gemakkelijk te 
beantwoorden. Onder alle stralen, die van C uitgaan, is er één, 
die door liet optisch middelpunt P1  van de eerste lens gaat, en de 
praktijk is nu deze dat lichtstralen, die van C uitgaan, en zich 
slechts weinig van dien ,,hoofdstraal" verwijderen, samen komen 
in Cl . Maar zij gaan natuurlijk verder, en de hoofdstraal in het 
bijzonder ontmoet nu de twééde lens, d.w.z.: het punt C moet 
slechts z65 weinig ver van de as liggen, dat dit inderdaad ge-
schiedt, en dat die straal, verder gaande, ook alle andere lenzen 
ontmoet, waaruit men de conclusie kan trekken, dat slechts de, 
omgeving van de as in het beeld tot haar recht komt. De hoofd-
stralen, uitgaande van alle punten van het voorwerp AC, komen 
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nu samen in het beeld Qi,  dat ten slotte door de laatste lens van P 1  
ontworpen wordt, en het is duidelijk dat dit punt de gunstigste 
plaats is voor •het oog; want hier vangt het oog de hoofdstralen 
op van alle punten van AC, en- ziet dus het voorwerp overal even 
duidelijk. Dichter bij of verder af ontvangt het oog niet meer alle 
hoofdstralen,' en vervaagt dus de omgeving van C, of verdwijnt. 

Zijn F en (1 de brandpunten van het gehele lenzenstelsel, dan 
zal in den regel F links van de eerste, G rechts van de laatste lens 
liggen, en aangezien: 

P1F. GQ1 = 12, 

en P1F negatief is, is ook GQ 1  negatief, zoodat Q links van 0 
ligt; het kan dus zelfs links van P. liggen, zoodat het onmogelijk 
is het oog daar te plaatsen; voor practisch gebruik is dus een der-
gelijk samenstel niet aan te bevelen. 

14. Onder een verrekijker verstaat M ö b i u s een stel lenen 
zôôdanig dat lichtstralen die, van links komende, evenwijdig aan 
de as invallen rechts de laatste lens evenwijdig aan de as verlaten. 
De toestand is ni. als volgt. Richten wij het bloote oog, laat ons 
zeggen op een ringgebergte van de maan, dan zijn practisch de 
stralen, die daarvan afkomstig zijn, evenwijdig; deze stralen bren-
gen, na in het oog gebroken te zijn, een prikkeling voort in de 
staafjes en kegeltjes van het netvlies, en dn geschiedt het onver-
klaarde wonder van het zien, d.w.z. van het ons bewust worden 
dat zich daar, op een afstand van 60 aardstralen van ons verwij-
derd, een gebergte bevindt! Waartoe nu een verrekijker? Om de 
stralen evenwijdig te h o u d e n, maar het voorwerp veel dichter 
bij te halen, en matig vergroot, en dus duidelijker, te zien. Wat 
wij daarbij onder vergrooting hebben te verstaan, zullen we onder-
zoeken. 

Wij eischen dus dat het licht, dat links evenwijdig aan de as 
invalt, rechts evenwijdig uittreedt; dit heeft voor het lenzenstelsel 
allerlei belangrijke gevolgen. Het linksche brandpunt F nI., welks 
beeld rechts in het oneiidige ligt, moet nu zelf links in het onein-
dige liggen,en het beeld 0 van het oneindig verre punt links moet 
het oneindig verre punt rechts zijn. De b e i d e brandpunten moe-
ten dus in het oneindige liggen, en hieruit volgt dat ook de groot- 
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heid f oneindig groot is; immers voor twee als voorwerp en beeld 
aan elkaar toegevoegde ptnten 4 en B van de as moet: 

AF.GB=f2  
zijn, maar links zijn nu beide factoren oneindig groot. 

Indien van twee projectieve reeksen de beide oneindig verre 
punteli aan elkaar zijn toegevoegd, dan zijn de reeksen gelijk-
vormig, zoodat tusschen twee toegevoegde lijnstukken AA' en BB' 
ijan de as een constante verhouding bestaat. Dit volgt inderdaad 
onmiddellijk uit onze formules. Tusschen a 1 , den afstand van het 
voorwerp tot de eerste lens, en b, den afstand van het beeld tot 
de laatste, bestaat de betrekking (§ 10, p. 58): 

b = na1+Lfl 
M.+ja, + n+1 

nu moet voor a 1  co ook b = co worden, dus moet: 

M +1  = 0 
zijn: M ~1  = 0 is dus het criterium voor-een verrekijker. 

Ook vonden we in § 13, p.61: 
1 

M, +1 ' 
wordt dus M 1  = 0, dan wordt f= co. 

Wij hebben dus nu: 
N +1b = Ha1  + L, 

d.w.z. de betrekking tusschen a 1  en b is niet meer bilineair, maar 
lineair, en dit is een bewijs, dat de projectiviteit overgaat in aff i-
niteit, wat bij puntenreeksen zeggen wil dat zij gelijkvormig wor-
den. Inderdaad is: 

N +1 .PB=H.AP1 +L, 
N +1 .PB'=H.A'P1 +L, 

dus afgetrokken: 
N +1 .B'B=H.AA', of: 

AA' : BB' = - N +1  : H.  = constant. 
Maar nu is volgens § 13, p. 61: 

L.  M +1  - HN +1  = 1, 
dus voor den verrekijker: - HN +1 . = 1, dus: 

AA' : BB' = N +1 : 1 = 1: H2 . 

L. -=- 
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