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oppervlakte van den kegel. Deze conclusie wordt meegedeeld aan
het slot van Prop. 12.

Propositie 10,

Indien aan den czrkel die basis van den kegel is, raaklijner
worden getrokken, die in hetzelfde viak liggen als de cirkel en die
elkaar ontmoeten, en indien vanuit de raakpunten en vanuit het
smjpum‘ der raaklijnen 7 faar den top van den kegel rechten worden
getrokken, zijn de driehoeken, begrensd door de raaklijnen en de
:verbmdmgslz]nen met den top [samen] grooter dan de oppervlakte
‘van den kegel die door deze [verbindingslijnen] wordt afgesneden..

Laat (fig. 58) E . ABI' de gegeven rechte cxrkelkegel AA en
A" raaklijnen van den-grondcirkel zijn.

Gestelde: A EAA + A ET'A > mantelsegment EAT.
Bewijs: Zij B het midden van bg A, HZ (/] A]’) de raaklijn
van den cirkel in B. Men heeft nu
AT 4 AA = AZ + ZI' + AH + HA >T'Z + ZH + HA
o AEAT + A EA4 > NETZ Y A EZH + A’EHA.
ste
A EAD + AEAA——[A Erz + AEZH—{— A EHA] =
dan is of (I) 6 = raaklijnsector AH B + raaklijnsector BZF
of (Il) O < raaklijnsector AHB - raakh)nsector BZTI'.
Geval 1. Wegens postulaat 1V geldt
trapez.um AHZI' + N EAH + N EHZ —}— N\ EZI >c1rke|segment

ABI' + mantelsegment EAT
7
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dus:

raaklijnsector AHB + raaklijnsector BZI' + A EAH + N\ EHZ +
+ A EZI' > mantelsegment EATL
a fortiori

O + A EAH + A EHZ + A EZI' > mantelsegment EAT
of

N\ EAI' +- N\ EAA > mantelsiégment EATL.

Geval II. Pas op de bogen AB en BI' dichotomie toe, totdat de

som der verkregen r'aaklijnsectoren kleiner wordt dan @ (67y).
" Daarna verloopt de redeneering geheel analoog aan die van Prop.
9, geval II.

Uit de bewezen propositie volgt, dat de zijdelingsche oppervlakte
van een omgeschreven pyramide grooter is dan de ronde opper-
vlakte van den kegel. Deze conclusie wordt meegedeeld aan het
slot van Prop. 12.°

In de proposities 11 en 12 worden de analoge stellingen voor
een cylinder met een in- resp. omgeschreven prisma op analoge
wijze bewezen. Daaruit volgt dan aan het eind van Prop. 12, dat
de ronde oppervlakte van een cylinder grooter is dan de zijdeling-
sche oppervlakte van een ingeschreven en kleiner dan die van een
omgeschreven prisma.

Hierna kunnen thans de hoofdstellingen van deze groep bewezen
worden.

Propositie 13.

" Van elken rechten cylinder is de oppervlakte zonder de bases
gelijk aan die van een cirkel, welks straal middenevenredig is tus-
schen de zijde van den cylinder en den diameter van de basis van
den cylinder.

Zij (fig. 59) de cirkel A de basis van den cylinder, I'A haar
diameter, EZ de zijde (hoogte) van den cylinder, H de midden-
evenredige van I'A en EZ, B de cirkel met straal H. Te bewijzen
is, dat de ronde oppervlakte O van den cylinder gelijk is aan B.

Is dit onjuist, dan is of (I) B < O of (II) B > 0.

Geval I. Wegens Prop. 5 is het mogelijk, in B een gelijkzijdig
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polygoon b, en om B een gelijkzijdig polygoon B, te beschrijven,
zoodat

(Bs, b,._) < (0O, B). (o)

Is n zoo bepaald, beschrijf dan om den cirkel A een gelijkzijdig

Fig. 50.

polygoon met n zijden A, en construeer het omgeschreven prisma
van den cylinder, dat A, tot basis heeft. Zij de zijdelingsche opper-
vlakte hiervan P,. :

Archimedes bewijst nu

Bn = Pn.

:

Daar hij geen algebraische uitdrukkingen voor deze opperviakten
kan gebruiken, moeten ze beide meetkundig worden voorgesteld.
Laat dus KA de omtrek van A, zijn en AT = , AT, dan is

A, = ATAK.

Zij verder AZ = KA en PE = EZ (hoogte van den cylinder),
dan is

P, — A PZA.
| Nu is »
(Aw B.) = [T (T 4), T (H)]
waarin T (H) = O (4I', EZ) = O (T4, PZ).

Hieruit volgt
(Aw B.) = (T4, PZ) = [A TAK, A PZA] = (A Ry).
dus B, = P,.
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Moderne notatie:

Zij I'A = d, EZ = h, dan is de straal van B : H = \/dh.

Nu is . i | ‘
An — a: o 4h . . A“ . _
B, 4dh dus B, = i 4, = h. v h. omtrek‘ van 4,=P,.

De ongelijkheid («) gaat nu over in
- (Pw ba) < (O, B)
' (Ps, 0) < (bu, B)
Daar nu b, < B, is ook P, < O in strijd met Prop. 12.

of

Geval 1I. Bepaal nu n zoo, dat
(Bn b2) < (B, 0) (A)

Beschruf nu in den cirkel A het Geh]kzudw polygoon met n zij-
den a, en construeer het mveschreven prisma van den cylmder
dat a, tot basis heeft. Zij de zijdelingsche opperv]akte hiervan pa.
Men vindt nu, daar het apothema van a, kleiner.is dan AT,

an <A TAK
waarin nu KA .den omtrek van a, voorstelt. Verder is -
. © P : N PZA . .- .
Nu is als boven: "
(aw, b)) = (ANTAK, A PZA)
Daar verder a, < A T4K, is ook b, < A PZA = pu
(Eucl. V, 14).
Uit de ongelijkheid (g) volgt nu
(Bu, pn) < (B, 0).
(Bw, B) < (pu, O).

.Bs >'B, dus p, > O in’strijd met Prop. 12.

of

Nu is

Men lette op het verschil tusschen de beide bewijzen: in geval |
is de oppervlakte van het om B beschreven poly oon gelijk aan de
zijdelingsche opperviakte van het om den cylinder beschreven pris-
ma; in geval I is de oppervlakte van het in B beschreven polygoon
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Meiner dan de zijdelingsche oppervlakte van.het in.den cylmder
beschreven prisma.

Proposxtle 14.°

Van zederen gelzjkbeemgen kegel is de oppervlakte zonder de
baszs gelijk aan-den cirkel, welks straal middenevenredig- is tusschen
de zijde van den kegel en den straal van _den' cirkel, die basis van
den kegel is.

SN

Fig. 60.

-Zij (fig. 60) de cirkel A basis van den kegel, I' zijn straal;
A de zijde (apothema) van den kegel, E de middenevenredige van
I' en A, B de cirkel met straal E. Te bewijzen is, dat de ronde
oppervlakte O van den kegel gelijk is aan B..

s dit onjuist, dan is of.(I) B < O of (II) B > O.

Geval .~ Op dezelfde wijze als in hetueerste deel van Prop. 13
bepaalt men de polygonen B, en b, om en in B en het polygoon
A, ‘om A. Dit laatste is basis van een om’ den kegel beschreven
pyramlde met zudehnosche oppervlakte P,. Nu wordt

(A B) = IT (1), T (B)] = (INd) = (Au. P)
d,usA C o - B, = P,.

De verdere redeneering is geheel dezelfde als in Prop. 13.

Geval II. Te werk gaande als in het tweede deel van Prop. 13
vindt men een ingeschreven polygoon a, van A; dat basis van een
ingeschreven pyramide van den kegel met zijdelingsche oppervlakte’
Dn is. . ) :

Nu is weer (a,, b,) = (11 A) {y)
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Zonder bewijs wordt nu meegedeeld
(I, 4) > (au ps).
De juistheid hiervan blijkt bij beschouwing
4 van de halve meridiaandoorsnede A AM van den

kegel (fig. 61). Is hierin H het midden van een
zijde van a,, dan is als HN // M A :

(I, ) = (AH, HN) > (AH, HA).
Echter is (AH, HA) = (., p.), waaruit de

juistheid der bewering volgt.
Uit de ongelijkheid (y) volgt nu

M H A ’(an; bn) > (an, pn)
Fig. 61. dus

b, < pa.

De verdere redeneering is geheel dezelfde als in het tweede deel
van Prop. 13.

De proposities 15—20 bevatten toepassingen en uitbreidingen
van de gevonden stellingen. We korten hierin ,,oppervlakte van een
kegel zonder de basis” af door R.O.

Propositie 15.

Van elken gelijkbeenigen kegel heeft de opperviakte tot de basis
dezelfde reden als de zijde van den kegel tot den straal van ‘de
basis van den kegel.

[s nl. van een kegel B de straal van de basis, I" het apothema en
E de middenevenredige van B en I, dan is de ronde oppervlakte
gelijk aan den cirkel met straal E. De verhouding van ronde opper-
vlakte tot basis is dus gelijk aan de verhouding van T (E) en T (B), .
dus wegens (I', E) = (E, B) ook gelijk aan de verhouding van
I' tot B.

Propositie 16.

Indien een gelijkbeenige kegel gesneden wordt met een viak
parallel aan de basis, dan is aan de oppervlakte van den kegel
tusschen de parallele vliakken een cirkel gelijk, waarvan de straal
middenevenredig is tusschen de zijde van den kegel tusschen de
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parallele viakken en een rechte, gelijk aan de som van de stralen
van de cirkels in de parallele viakken.

: Zij (fig. 62) ABTI een

B ; asdoorsnede van den kegel,

AE de doorsnede met het

parallel aan de basis aange-

A—LAE brachte snijvlak. Zij @ een

4 cirkel, waarvan de straal ,

A H r middenevenredig is = -tus-
schen AA en (A4Z + AH).
Te bewijzen is, dat de op-
pervlakte van den afgeknotten kegel gelijk is aan O '

Fig. 62.

Construeer
een cirkel K met straal g,, zoodat T(@):O(BA, AZ)
en een cirkel A met straal g., zoodat T (g:) =0(BA, AH)
dan is, wegens Prop. 14 4 = R.O. (BAT)

K = R.0. (BA4E)
Nu 1s
O(BA, AH)=0(BA,AZ)+0 (44, AZ + AH) (1) (zie Opmerking)
of

T (o) = T (&) + T (o).
Hieruit volgt:
A=K+ 0
dus wegens de beteekenis van A en K:
O = R.O. (AAET).

Opmerking. De gelijkheid (1) blijkt uit de beschouwing van
de gnomon-figuur (fig. 63), waarin BA en AH als zijden van een
rechthoek zijn uitgezet. Men heeft nu:

B M ] g

O (BA, AH) = O (BA,AZ) + T'(Z)
terwijl I'(Z) = O (44, AH)+ O (MN), dus (Eucl. 1, 43)

AFHN
— O (44, AH) + O (42)
4 = — O (44, AH) + O (44, AZ)
Fig. 63. — O (44, 4Z + AH).

In een propositie als deze komt duidelijk uit, welk een omslach-
tigheid in de redeneering vaak veroorzaakt wordt door de meet-



104

kundige inkleeding. Algebfais;h kan immers. de geheele afleiding -
als volgt worden samengevat:

Zij HA=R,ZA —=r, BA=S,BA =5,
dan is R:S=r:s of Re=1rS
en dus RS = ars +xa(S—s)(R + r) [(1) op den factor = na. ]
waaruit dadelijk volgt
0= (R + r)(S — s).

Hierna-volgen als lemmata een aantal bekende stellingen betref-
fende de verhoudingen van inhouden van kegels en cylinders. Het
zijn de propo§ities Euclides XI1I, 11, 14, 13, 15, 12, benevens een
consequentie uit Eucl. XII, 10: twee kegels verhouden zich als de
cylinders, die er basis en hoogte mee gemeen hebben.

" Archimedes brengt deze stellingen nu in verband met zijn eigen
resultaten omtrent de oppervlakten van kegels en cylinders.

Propositie 17.

Indien bij twee gelijkbeenige kegels de opperviakte van den eenen -
kegel gelijk is aan de basis van den anderen en de loodlijn uit het
centrum van de basis op de zijde van den (eersten) kegel gelijk is
aan de hoogte (van den tweeden), dan zullen de kegels gelijk zijn.

i

N

Laat (fig. 64) ABI' en AE7 asdoorsneden van de twee kegels
zijn.
Gegeven: K (BI' ) = R.O. (A EZ).

OK | AZ . AH = OK.
Te bewijzen: kegel ABI" = kegel AEZ

Bewijs: De bases der kegels ABI" en AEZ verhouden zich als
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" ronde oppervlakte en basis van AEZ, dus (prop. 15) als.AE tot
OF, d.i. als A0 tot OK of als 40 tot AH. De bases zijn. dus omge-
keerd evenredig met de hoogten dus zijn de mhouden oreh]k
(lemma 4 voor prop. 17 .= Eucl. XII, 15)

Om reeds uiteengezette redenen kan in de Gr1eksche w1skunde
in strengheid niet gesproken worden van het product van een opper—
vlakte en een lengte. Vandaar, dat deze propositie een uitspraak
over verhoudingen geeft, terwijl men haar tegenwoordig aldus zou
formuleeren, dat de inhoud van een. rechten ‘cirkelkegel gelijk is
aan het derde deel van het product van de ronde oppervlakte en den -
afstand van het centrum der basis tot een beschrijvende .rechte.

Propositie 18. _

Aan iederen stereo-rhombos, die uit gelijkbeenige kegels bestaat,
is een kegel gelijk, die een basis heeft, gelijk aan de oppervlakte
van den eenen kegel van die den rhombos omvatten en een hoogte
gelijk aan de loodlijn, uit den top van den anderen kegel loodrecht
op een zijde van den eersten getrokken. ‘

.I“‘if‘g. 65.4 :

De rhombos (flg 65) moge bestaan uit de kegels ABT en ABP
die den cirkel met dlameter BT tot Uemeenschappelljke basis heb—
ben. AZ_]_AB OHK is een kege] waarvan de basis K (HK)
gelijk is aan de ronde oppervlakte van ABT" en de hoogte 04 aan
AZ. Te bewijzen: Kegel OHK — rhombos A (BI') A

p Bewus: Contrueer,\een kegel NM; , zoodat
ME = BI'
NO = AA.
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Nu is
(ABI', ABI') = (AE, AE) (lemma 1 = Eucl. XII, 14)
Componendo (111; 0,41)
[A(BIA, ABI'} = (44, AE)
Ook is
(ABI' NME) = (4E, NO) (lemma 1 = Eucl. XII, 14)
Dus ex aequali (111; 0,45)
[A(BINA4, NME] = (A4, NO) en wegens AA = NO
~A(BIA = NME (o)
Verder is
[K (HK), K (ME)] = [R.O. (ABI'), K (BI')] = (4B, BE) =
' = (44, 4Z) = (NO, 64).
Dus (lemma 4 = Eucl. XII, 15)
OHK = NMZ
en wegens (a) _
OHK = A(BI')A.
Algebraisch: Is BE .= R, Ad = h, AB =5
Inhoud van rhombos A (BI')4 =31a R®h = LaRsp = % p.
Ronde Oppervlakte van kegel ABI".

o
N
!
=
Q.
o
=
7]

Stelt men Rs — 2, dan blijkt de inhoud van den rhombos gelijk
te zijn aan dien van den rechten cirkelkegel met basisstraal , en
hoogte p.

Propositie 19.

Indien een gelijkbeenige kegel gesneden wordt met een vilak
parallel aan de basis, indien op den ontstanen cirkel een kegel
wordi beschreven, die het centrum der basis tot top heeft en indien
de verkregen rhombos van den geheelen kegel wordt afgenomen,
dan zal aan het overblijvende deel een kegel gelijk zijn, die een
basis heeft, gelijk aan de oppervliakte van den kegel tusschen de
parallele viakken en een hoogte, gelijk aan de lijn, uit het centrum
van de basis loodrecht op een zijde van den kegel getrokken.

Zij (fig. 66) BAI' de asdoorsnede van den gegeven kegel, AE
de doorsnede van het snijvlak, ZH | AB, KOA de asdoorsnede
van een kegel, zoodat

K (64) = RO. (AAET) en KX — ZH
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Te bewijzen is
Kegel BAI" — Rhombos B (A4E) Z = Kegel KOA

Bewijs: Construeer een kegel EMN met K (MN) = R.O. '(ABF)
en hoogte = ZH.

en een kegel ITOP met K (OP) = R.O. (BAE)
en hoogte = ZH. '

B

SEY
=

e

P 0O >
Fig. 66.
Dan is (Prop. 17)
EMN = BATI'

en (Prop. 18).
-[IOP = B(4E)Z.
Bovendien is' (Lemma 1 = Euclides XII, 11)
EMN = KOA + IIOP.
Dus is
KOA = EMN — [IOP = BAI' — B(4E)Z.

Algebraisch: Is ZH —= p, dan is

Kegel BA'—RhombosB(4E)Z = }p[R.0.(BAI')—R.O.(B4E)] =
"~ 1p.R.O.(A4ET). '

Propositie 20.

Indien van een rhombos, die uit gelijkbeenige kegels bestaat,
de eene kegel gesneden wordt met een viak parallel aan de basis,
indien op den ontstanen cirkel een kegel wordt beschreven, die den-
zelfden top heeft als de andere kegel en indien de verkregen rhom-
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bos van den geheelen rhombos wordt afgenomen, dan is aan het
over bltjvende deel een kegel gelijk, die een basis heeft, gelijk aan de
oppervlakte van den eersten kegel tusschen de parallele viakken en
een hoogte gelijk aan de lijn, uit den top van den tweeden kegel
Ioodrecht op de zijde van den eersten oetrokken

B

5, L
4 r 47—y

I~ Bé
{x)

M N
0 P
Fig. 67.

Zij (fig. 67) B(ATI')A asdoorsnede van den gegeven rhombos,
EZ de doorsnede van -het snijviak, B(EZ)A asdoorsnede van den
geconstrueerden 1hombos AH 1} BA. Is nu AOK een kegel met
basis K (OK) = . (AEZT) en hoogte = AH, dan is te
bewijzén: :
B (AI''A — B (EZ)4 = AOK.

Bewijs: Construeer een kegel _MN ‘met baS|s K(MZV) R.O.(BAI’)
en hoogte — AH.

en een kegcl 1iorp met basis K(OP) R.O.(BEZ)
" en hoogte = AH.

dan is (Prop. 18)
| EMN = B(AT') 4

IIOP = B(EZ) A

terwijl tevens '

EMN = AGK - TIOP.
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Hieruit volgt: .
"AOK = B(AT") 4 — B(EZ)

Algebraisch: Is AH = p, dan 1s ' .
Rhombos B(AI') 4 — Rhombos B(EZ) A4 = 4 p [R.O. (BAL) —
: - R.O. (BEZ)] = 4 p.R.O. (AEZT"). _

" De proposities: 18—20 zijn-samen aequivalent met de thans in de
elementaire stereometrie gebruikelijke stelling, volgens -welke, de
inhoud van het lichaam, dat . ontstaat, wanneer een driehoek wen-
telt- om-een as in- zijn vlak;door een zijner hoekpunten, gelijk-is -
aan-het derde deel van het product van de oppervlakte, beschreven

door de zijde tegenover het hoekpunt op-de as en: de loodlijn uit
dat hoekpunt op die zijde neergelaten.

6. Oppervlakte en _Al'nhmj:d van den Bol. Proposities 21—34.

- Met Prop. 21 begint een nieuwe groep ‘proposities; die tot de
afleiding van stellingen over oppervlakte (Prop. 33) en ‘inhoud
(Prop. 34) van den bol voeren. De kennismaking met deze groep
wordt. bemoeilijkt door een” onoverzichtelijke' rangschikking. ‘We
zullen daaroin eelst den gang van het betoog in .groote lqnen
schetsen. Lo A

De grondgedachte bestaat hlelm dat de. oppervlakte en de in-
houd van den bol vergeleken worden met de oppervlakten, resp.
de inhouden van de lichamen, die ontstaan, wanneer men regel-
matige veelhoeken, die in een grooten cirkel van den bol beschre-
ven ziji en waarvan het aantal zijden door vier deelbaar is, laat
wentelen om een diagonaal, die mid(iél]ijn van den bol is. Het
door ‘de wenteling van het ingeschreven polygoon /, verkregen
lichaam wordt, zooals in Prop. 23 nader wordt uiteengezet, inge-.
sloten- door deelen. van- kegelmantels, waarvail. de. - begrenzende
cirkels in evenwijdige viakken op het boloppervlak liggen. Bij wen-
teling van het omgeschreven polygoon C, ontstaat, zooals in Prop.
28 wordt betoogd, een dergelijk lichaam, waarvan nu echter de
begrenzende kegelvormige manteldeelen.langs cirkels, in evenwij-
dige vlakken gelegen, aan den bol raken, terwijl het geheele lichaam
-op de wijze van Prop. 23 beschreven is in een bol, die met den
gegeven bol concentrisch is en een grooteren straal heeft dan deze.
We noemen nu verder de oppervlakten van de door /, en C, be-
schreven lichamen resp. E (/,) en E (C,), de oppervlakte van. den
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gegeven bol zelf E, de inhouden van de door /, en C, beschreven
lichamen,alsmede deze lichamen zelf,S (/.) en S(C.), den inhoud
van den bol, evenals den bol zelf, S 3).

We schetsen nu eerst de redeneering, die tot de oppervlakte van
den bol voert.

Op de kegelvormige opperviakken, die door de zijden van /, bij
wenteling beschreven worden, zijn de proposities 14 (grootte van
een kegelmantel) en 16 (grootte van een afgeknotten kegelmantel)
van toepassing. Met behulp van deze stellingen wordt nu in Prop.
24 een uitdrukking voor E (/) afgeleid, die, in Prop. 25 herleid
op grond van een in Prop. 21 gevonden planimetrische hulpstelling,
tot het resultaat voert, dat E (/,) kleiner is dan de oppervlakte van
een cirkel A, die den diameter van den bol tot straal heeft en die dus
vier maal zoo groot is als een groote cirkel van den bol. Daar
verder E (C,) toch ook weer ingeschreven is aan een bol (met
grooteren straal), kan het verkregen resultaat ook hierop toege-
past worden. Dat geschiedt in Prop. 29. In Prop. 30 wordt daaruit
afgeleid, dat E (C,) grooter is dan A.

Intusschen is door toepassing van het vierde postulaat in Prop. 23
ingezien, dat E (/,) kleiner is dan de opperviakte E van den bol,
evenzoo in Prop. 28, dat E (C,) grooter is dan E. De verkregen
resultaten zijn als volgt samen te vatten:

E (I.) < A<E ()
E (I.) < E<E (Ch)

Hierna wordt nu in Prop. 33 volgens de compressiemethode
(redenvorm; 11I; 8,21) door een dubbele reductio ad absurdum
de hoofdstelling

’ E=A

bewezen. Als hulpstelling wordt daarbij het in Prop. 32 afgeleide
resultaat gebruikt, dat de reden van E (/,) en E (C.) de dubbel-
reden is van die der zijden z, en Z, der polygonen /, en C,.

Om tot den inhoud van den bol te komen, wordt als volgt gere-
deneerd: In Prop. 26 wordt met behulp van de proposities 18 en 20
gevonden, dat de inhoud S (/.) gelijk is aan dien van een kegel,
waarvan de basis gelijk is aan E (/,) en de hoogte gelijk aan den
straal R van den bol. Daaruit volgt in Prop. 27 op grond van de

#4)  E van éupdvewa. S van otenedr.
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boven reeds vermelde Prop. 25, dat S (/,) kleiner is dan een
kegel X, waarvan de basis gelijk is aan E en de hoogte aan R en
in Prop. 31 op dezelfde wijze, dat S (C.) grooter is dan die kegel.
Zonder vermelding wordt verder aangenomen, dat S (/.) kleiner
is dan de bol zelf en S (C,) grooter dan deze. Men heeft dan dus
de ongelijkheden '

S(L)y< X< S (C)
S (l) << S< S (C)

waaruit in Prop. 34 door een dubbele reductio ad absurdum
(verg. HII; 8,21) de hoofdstelling

S=X
wordt- afgeleid. Daarbij wordt gebrui‘k gemaakt van het in Prop.

32 afgeleide resultaat, dat de reden van § (/,) en § (C,) de
tripelreden is van die der zijden z, en Z, der polygonen /, en C,.

We kunnen thans zonder gevaar voor onduidelijkheid de pro-
posities in de volgorde, waarin Archimedes ze geeft, meedeelen,
waarbij alleen nog moet worden opgemerkt, dat Prop. 22 pas zal
worden toegepast in de theorie van den bolsector, die met Prop. 35
begint. :

Propositie 21.

Indien in een cirkel een polygoon wordt beschreven met gelijke
~ zijden in even aantal en er worden rechten getrokken, die de hoek-
punten van- het polygoon verbinden, zoo dat ze parallel zijn aan
een willekeurige van < de rechten > die zich onder twee zijden
van het polygoon spannen, dan hebben alle verbindingslijnen
< samen > tot den diameter van den cirkel de reden, welke de
rechte, die de helft der zijden op een na onderspant, tot de zijde
van het polygoon heeft. '

Is (fig. 68) AEZ . . ... K de gegeven regelmatige veelhoek in
den cirkel en zijn EK, ZA enz. de bedoelde onderling evenwijdige
-koorden. (die den diameter A" opv. in £, IT enz. snijden), dan
is te bewijzen ’

(EK+ZA 4+ BA . ... OM, AT) — (ET' AE).
Bewijs: Trekt men de onderling evenwijdige koorden KZ, AB

enz., die den diameter AT" opv. in O, P enz. snijden, dan is wegens
gelijkvormigheid van driehoeken.



- (EE, EA) = (KE, 20) =...".. = (MX, XT)
dus ' . S D
(EE+KE+. .. +MX, AE+E0+ ... . XI')=(EE Ed)= (ET,AE)

(EK + ZA + ... OM, AT) = (ET, AB).. .

Z T H

o R - Fig.- 68.

Goniometrische notatie: Is het aantal zijden van het polygoon
2n, dan is o

EK = 2Rsip .-, ZA=2R si'ri%;-’, ... OM = 2R sin " 17
terwipl « ' ' ‘
S EC _ ot 2.

" ' AE-— ©an

" De bewezen stelling luidt dus ’ .
.. . 27 . (n—1a a
smn+smn+....+sm p _-coth-

Propositie 22.

Indien in een cirkelsegment een polygoon wordt beschreven, dat
de zijden, behalve de basis, gelijk heeft en in even aantal, en er
worden rechten getrokken, parallel aan de basis, die de hoekpunten
van het polygoon verbinden, dan hebben al de getrokken rechten
en de helft van de basis < samen > tot de hoogte van het segment
dezelfde reden als de rechte, van den diameter van den cirkel naar
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de zijde van het polygoon getrokken, tot de zijde van het polygoon
heeft.

De formuleérinor van het laatste deel der stellihg is onduidelijk;
bedoeld wordt de rechte, uit het uiteinde A van den diameter BA
naar het uviteinde Z van de zijde BZ getrokken.

Is (fig. 69) ABI" het gegeven
segment, dan is te bewijzen:

(ZH + EO + AE, BE) =
(A4Z, ZB).

Het bewijs verloopt geheel als
in Prop. 21. In goniometrische
schrijfwijze luidt de stelling:

Is bg ABI' = 2y en het aan-
tal zijden van het polygoonstuk

Fig. 69. A....I2n danis
2[sin% + sin%a T sin T g tsine
= cot —
1 —cos a 2n

welke gelijkheid voor « — n overgaat in die van stelling 21.

Propositie 23.

In deze propositie, die in vorm van het gewone type afwijkt, door-
dat er geen bepaalde stelling wordt geformuleerd, maar de verlangde
conclusie 4l redeneerende wordt verkregen, wordt betoogd (fig. 68),
dat de oppervlakte van het lichaam, dat door wenteling van het
ingeschreven polygoon A.. B..I'..A om den diameter AT wordt
voortgebracht, kleiner is dan de oppervlakte van den bol. Dit volgt
onmiddellijk uit het vierde postulaat, telkens toegepast op de opper-
vlakten van een bolschijf (of bolsegment) en een afgeknotten kegel
(of kegel), die denzelfden cirkel tot rand hebben.

Propositie 24.

De opperiz!akte van het in den bol beschreven lichaam is gelijk
aan een cirkel, waarvan het straalvierkant gelijk is aan den recht-
8
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hoek, omvat door de zijde van de (wentelende) figuur en een rechte,
gelijk aan < de som van > alle verbindingslijnen, die parallel zijn
aan de rechte, die zich onder twee zijden van het polygoon spant.

Fig. 70.

Zij (fig. 70)- AZ . . . E het polygoon I,, wentelend om AB. [s

—

~ nu E de cirkel, in de propositie vermeld, dan is te bewijzen-

E () =&

Bewijs: Construeer cirkels O, IT, P, 2, T, Y, zoodat de vierkan-
ten, op hun stralen als zijden beschreven, opv. gelijk zijn aan de
rechthoeken '

EZ + HO \

0 (AE,%EZ),O(AE, L) 0By M)

dan stellen deze cirkels op grond van _d'e Prop. 14 en 16 de opper-

vlakten voor, die opv. door AE, EH . . . MB beschreven worden.

De som van de genoemde vierkanten is gelijk aan den rechthoek
O (AE, EZ + HO + ..... + MN)

—

en dus gelijk aan het vierkant, op den straal van 5 als zijde be-
schreven. Hieruit volgt:

E=0+OD+P+X+T+Y
of ‘ E (I
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Algebraisch:

E (I,) = =.AE E,—ZZJF ﬂ.EH.‘FZJg—HO+....n.sz”%V=

n.AE (EZ 4+ HO + . .. . MN).

Propositie 25.

De oppervlakte van het in den bol beschreven lichaam, dat omvat
wordt door de kegelvormige oppervlakken, is kleiner dan het vier-
voud van den grootsten cirkel van den bol.

Bewijs: Zij (fig. 68) P een cirkel, waarvan het straalvierkant
gelijk is aan ‘

O (AE,EK +ZA 4+ .... 60M),.
K een cirkel met diameter Ar, : ' 0

dan is wegens Prop. 24

P = E (I). .
Wegené’Prop. 21 (in verband met Euclides VI, 16) is échter'
O (AE, EK + ZA + ....OM) = O (Al IT'E) < T (AT
dus is P< 4.K

Algebraisch:
E (1) =mxn.AE (EK + ZA + . ... OM] =
(Prop. 21) m. A’ ' TE < n . AT'® = 4z . T A2
Propositie 26.

Aan het in den bol beschreven lichaam, dat omvat wordt door de

A

WaumaV

4 B

A\Kgpy\z@

- Fig. 71.

kegelvormige oppervlakken, is een kegel gelijk, die tot basis heeft
den cirkel, gelijk aan de opperviakte van het lichaam, in den bol
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béschreven en de hoogte gelijk aan de lijn, uit het middelpunt van
den bol loodrecht op een zijde van het polygoon getrokken.

Bewijs (fig. 71): Zij P de kegel, waarvan de basis gelijk is aan
E (/.) en de hoogte aan de loodlijn r uit X op AN.

Het lichaam wordt nu beschouwd als opgebouwd uit -

1). Rhombos X(NZ)A, die volgens Prop. 18 gelijk is aan ezn
kegel met basis E (AZ) en hoogte r. :

2). Rhombosrest met top X en basis E (ZH), volgens Prop. 20
gelijk aan een kegel met basis E (MNHZ) en hoogte r.

3). Kegelrest met top X en basis E (MAHB), volgens Prop.
19 gelijk aan een kegel met basis E (M AHB) en hoogte r.

Zoo ook in de andere. helft van den bol.

Door optelling volgt het gestelde.

Propositie 27.

Het in den bol beschreven lichaam, dat omvat wordt door de
kegelvormige oppervliakken is kleiner dan het viervoud van den
kegel, die een basis heeft gelijk aan den grootsten cirkel van den
bol en een hoogte, gelijk aan den straal van den bol.

A
Z.

e
\

B

Fig. 72.

Bewijs (fig. 72): Zij P de kegel met basis E (/,) en hoogte r,
E een kegel, die den cirkel X tot basis heeft en een hoogte, gelijk
aan XA.

Daar nu E{)<4.X en r< R
is ‘ P< 4.5
dus S(I)< 4.5,
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Propositie 28.

' ' In deze propositie (fig. 73), die
evenals Prop. 23 in afwijkenden
vorm gesteld is, wordt een polygoon
met 4n zijden beschouwd (C,), dat
om een grooten cirkel ABI'A van een
bol beschreven is en met dezen cir-
kel om EH wentelt. C, brengt een

lichaam -voort,_dat om den bol be-
schreven is. Hiervan wordt beweerd

E (C.) > E.
Dit volgt onmiddellijk uit het

vierde postulaat, toegepast op de deelen van het lichaam en den
bol, aan weerszijden van het vlak van den cirkel met diameter K 4.

Fig. 73.-

Propositie 29.

. Aan de oppervlakte van het lichaam, beschreven om den bol, is
een cirkel gelijk, waarvan het straalvierkant gelijk is aan den recht-
hoek, omvat door een zijde van het polygoon en een rechte gelijk
aan < de som van > alle verbindingslijnen van hoekpunten van het
polygoon, parallel aan een van de lijnen, die zich onder twee zijden
van het polygoon spannen.

Daar C, toch ook weer ingeschreven is aan een anderen crrkel
is deze stellmg identiek met die van Prop. 24.

Propositie 30.
Van het lichaam, dat om den bol beschreven is, is de oppervlakte
grooter dan het viervoud van den grootsten cirkel van den bol.

Z
K

N
-

Fig. 74.
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Bewijs (fig. 74): Zij de beschouwde oppervlakte gelijk aan die
van cirkel A. Op geheel dezelfde wijze als in Prop. 25 volgt nu
u1t de Prop. 21 en 29, dat het straalvierkant van A gelijk is aan
0 (Zo, OK).

Dus is de straal van A grooter dan O K, die zelf gelijk is aan
B4. Dus is

A > 4 . oppervlakte van een grooten cirkel.
- Dat ©K gelijk is aan B4, volgt uit OK = 2 XM.

- Propositie 31.

Aan het lichaam, om den kleinsten bol beschreven, is een kegel
gelijk, die als basis een cirkel heeft, die gelijk is aan de opper-
viakte van het lichaam en de hoogte gelijk aan den straal van den bol.

Dit volgt onmiddellijk uit Prop. 26. In een Porisma wordt met
behulp van Prop. 30 geconcludeerd tot

S () >X
waarin X volgens afspraak een kegel voorstelt waarvan de basis

gelqk is aan de oppervlakte E van den bol en de hoogte aan den
straal

Propositie 32.

Indien in een bol een lichaam beschreven is en een ander er om
en beide lichamen zijn op dezelfde wijze als boven door gélijkvor-
mige polygonen voortgebracht, dan ' heeft de opperviakte van het
omgeschreven lichaam tot de oppervlakte van het ingeschreven
lichaam de dubbelreden van die de zijde van het polygoon, beschre-
ven om den grootsten cirkel, tot de zijde van het in denzelfden cirkel
beschreven‘polygoon heeft en het < omgeschreven > lichaam zelf
heeft tot het < ingeschreven > lichaam de tripelreden van dezelfde
reden.

Bewijs (fig. 75): le Deel.

Zij M = E (C,)
N =E (I.)
dan is
straalvierkant van M = O (EA, AM +Z6O 4 ... .)
straalvierkant van N = O (4K, KN + BA + ... .)

Daar de polygonen gelijkvormig zijn, zijn de rechthoeken O dit
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ook, dus, daar de verhouding (M, N) gelijk is aan die van hun
straalvierkanten en dus aan die der genoemde rechthoeken, is de
bedoelde verhouding volgens Euclides VI, 20 de dubbelreden van
(EA, AK). o :

Fig. 75.
 2e7Deel. Laat nu £ en O twee kegels zijn, waarvan de bases
résp. gelijk zijn aan M en aan N, de hoogten resp. aan den bolstraal
en aan de loodlijn uit het centrum op AK neergelaten, dan is het
omgeschreven lichaam gelijk aan £ (Prop. 31), het ingeschreven
aan O (Prop. 26). Daar de polygonen, om en in den cirkel beschre-
ven, gelijkvormig zijn, is de verhouding van Z, tot -z, dezelfde als
die van de hoogten der kegels.en van de diameters van hun bases.
Volgens Euclides XII,.12 is de reden der kegels dus de tripelreden
van (EA, AK). -

Algebraisch:

" E(C,) EA.[AM + ZO + ... _ [EAV?

"E(I,) AK . [KN+ BA + ... ]~ (ﬁ()
S(,)_ R.E(,) _ (@)
S (1) r.E(,) AK

waarin R den straal van den om AKB . . . beschreven cirkel voor-
stelt en r het apothema van dezen veelhoek. . : ‘

Hierna volgen nu de twee hoofdstellingen:

Propositie 33.

Van elken bol is de oppervlakte viermaal zoo groot als die van
zijn grootsten cirkel.
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Zij A een cirkel, waarvan de straal gelijk is aan den diameter
van den bol: Te bewijzen is
Is dit onjuist, dan is o0f (I) A < E of (II) A > E.
Geval . Zij dus A < E. Construeer twee lijnstukken B, I" (B>I)
zoodat

(B, I') < (E, A) (Prop. 2)
en een lijnstuk 4, zoodat '
’ (B,4) =4, 7T).
Bepaal n zoo, dat als Z, en 2, de zijden zijn van C, en I,
(Z,,2,) < (B, 4) (Prop. 3)
Dan is ' :
_ (E(C,), E(I,)]< 44 (B, 4) = (B,I')  (Prop. 32)
dus
[(E (C.), E ()] < (E, A) (o)
Echter is
' E(C,) >E (Prop. 28)
en
E(I,)<A ‘ (Prop. 25)

waardoor een contradictie met de ongelijkheid (o) is verkregen.
Immers deze laatste is te schrijven
(E(C,), E]< [E(I,), A]
en daar E (/,) < A is, zou a fortiori E (C,) < E nioeten zijn.
Geval 1. Zij dus

A >E
Als boven te werk gaande, bepaalt men n zoo, dat
(E (C.), E ()] < (A, E) (B)

Echter is E (C,) > A (Prop. 30) en E (I.) < E (Prop. 23),
waardoor de onmogelijkheid van de ongelijkheid (B) blijkt.

Propositie 34. ‘

Elke bol is viermaal zoo groot als de kegel, die een basis heeft
gelijk aan den grootsten cirkel van den bol en een hoogte gelijk
aan den straal van den bol. :

Zij E de bedoelde kegel, dan is te bewijzen

S =4&
of, volgens de boven ingevoerde notatie,
S =X
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Is dit onjuist, dan is of () X< 8§ of (II) X>S8.

Geval 1. Zij dus X < S.

Construeer twee lijnstukken K, H, (K > H) zoodat

(K, H) < (S, X) (Prop. 2)

en daarna twee lijnstukken /, @, zoodat K, I, @ H een reken
kundlge reeks vormen. Bepaal nu n zoo, dat
' (Z,. z,) < (K, I) : (Prop. 3)
dan is wegens Prop. 32 ' '

[S(C),SI)]=TAa.(Z,2,)<TA. (K I < (K, H). )
. Nu is dus .

. [S(C,),S (L)< (S,X). - (@)
Echter is ,
S(,) >S (post. 4)
S(,)< X : (Prop. 27)
wat in strijd is met de ongelijkheid ().

Geval II. Zijj dus X >S.  Als boven vindt men nu
: [S (G, S (L)< (S, X). (8

-Echter is . ) ‘ -
S({,)>X (Prop. 31)
S, <S (post. 4)

wat in strijd is met de ongelijkheid (B8).
Algebraisch:

‘ S=4.}aR* R
In een Porisma wordt de eigenschap uitgesproken, die Archi-

33) De' juistheid van de laatste ongelijkheid blijkt als volgt:
Denk een afdalende rekenkundige reeks

K, I, 0, H.

en vorm hierbij een meetkundige reeks
K, I, 4, M.
Dan is 4 > ©, omdat het meetkundig gemiddelde van K en A gelijk
aan het rekenkundig gemiddelde van K en ©, Verderis | — A >A-— M,
dus zeker | —O>A— M, dus @— H > A—M en wegens O < A
zeker H << M. Nu is
(K,H) > (K,M) =Ta (K, I]).
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medes op zijn grafsteen afgebeeld wilde hebben 3¢): van een cylin-
der, die een grooten cirkel van den bol tot basis heeft en waarvan
de hoogte gelijk is aan den diameter, is de totale oppervlakte
anderhalfmaal zoo groot als de oppervlakte van den bol en de
inhoud anderhalf zoo groot als zijn inhoud.
Algebraisch:
a) 27R.2R + 2aR* =6aR*> =4 E
b) aR?.2R = 2aR%® =4 . 4aR® = 48S.

7. Oppervliakte van het bolsegment en inhoud van den bol-
sector. Proposities 35—44.

We komen thans tot een groep proposities uit Boek I van het
geschrlft Over Bol en Cylinder, waarin stellingen worden afgeleid
Gver de oppervlakte van een bolsegment en over den inhoud van
een bolsector. De gang van het bewijs is in hoofdzaak parallel aan’
die van de voorafgaande groep, waarin de oppervlakte en de inhoud
van den bol werden behandeld. Inplaats van volledige in- en om-
geschreven polygonen worden nu . echter polygoonstukken be-
schouwd, in- en omgeschreven aan den boog van den cirkelsector,
door welks wenteling de te behandelen bolsector ontstaat. Daar de
mkleedmg der nu ter sprake komende proposities slechts in onbe-
langrijke mate aifwijkt van die der vooratgaande groep, zuilen we
ze niet in extenso vermelden, maar de geheele redeneermg tot een
samenhangend betoog verwerken.

Naar analogie met Prop. 24 wordt eerst in Prop. 35 een uit-
drukking afgeleid voor de oppervlakte E (/,) van het lichaam, dat

~door wenteling van het ingeschreven

- s .. polygoonstuk /, ontstaat (Fig. 76).
E‘/\Z " Op grond van de proposities 14 en

16 vindt men, dat de oppervlakten
-\, die door @E, EI', T'A doorloopen

worden, opv. gelijk zijn aan cirkels,
welker - straalvierkanten opv. gelijk

A&VH | zijn aan A I

N VO(EO,%EZ)()( r-——fr——)
DL+AH)

O(Ar

38y Zie pag. 187, 11e jg.
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waaruit volgt, dat E (/) gelijk is aan een cirkel met straal-
vierkant

O (GE, EZ + T'A + % AH).
Nu is wegens Prop. 22 o
' (EZ +I'A+1AH, OK) = (NE, OF)
zoodat | ‘ -
O (OFE,EZ +I'1 4} AH) = O (0K, NE)
Verder is - =

- 0 (0K, NE) < O (0K, ON) = T (0A)

zoodat de oppervlakte E (/,) kleiner blijkt te zijn dan de cirkel
met straal A @. Dit resultaat wordt bereikt in Prop. 37. Den cirkel
met straal A@ zullen we verder voorstellen door K. Prop. 37 corres-
pondeert blijkbaar met Prop. 25. Het is nu weer de bedoeling, de
oppervlakte E van het segment tusschen dezelfde grenzen in te
sluiten als de cirkel K, waaraan zij gelijk zal blijken te zijn. Daar-
toe wordt vooreerst in Prop. 36 op grond van het vierde postulaat
ingezien, dat de oppervlakte E (I.) ook Kkleiner is dan de opper- -
vlakte E van het bolsegment. Nu moeten K en E beide vergeleken
worden met de oppervlakte E (C,), die door een omgeschreven

K

Fig, 77. 0 Fig. 78,

polygoonstuk bij wenteling wordt beschreven. De vergelijking van
E(C.) met E geschiedt in Prop. 39. Men beschouwt hierin (Fig. 77)
het polygoonstuk Z® ... . H, waarvan de hoekpunten op den
grootsten der twee concentrische cirkels 4 liggen, terwijl de zijden
aan den kleinsten raken. AM en BN raken aan den kleinsten cirkel
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opv. in A en .-B. Wegens het vierde postulaat is- de op-
perviakte, beschreven door AM@E .. ... .. NB, grooter
dan de opperviakte E van het segment, dat door wenteling van
boog AI'B ontstaat. A fortiori is dus de door ZM .. E .. NH be-
schreven oppervlakte grooter dan E. Immers vergelijken we de dodor
ZM en AM doorloopen kegelvormige oppervlakken, dan zijn deze
opv. gelijk aan twee cirkels, waarvan de straalvierkanten resp. zijn
ZH+MN) AB + MN)_

5 en O (AM, 5

Daar nu ZM > AM en ZH > AB, is de eerste oppervlakte groo-
ter dan de tweede. ‘

0 (ZM,

In Prop. 40 (Fig. 78) wordt nu E(C,) met K vergeleken. Het
wentelend polygoonstuk is hier APZMK, de oppervlakte van het
beschreven omwentelingslichaam dus gelijk aan een cirkel, waarvan
het straalvierkant gelijk is aan '

O (ZM, MD + } KA)
dus volgens Prop. 22 gelijk aan
0 (MO, ZH)

Nuis MO = 2 EO = AI' en ZH > AEZ (wegens de gelijk-
vormigheid der driehoeken ZKH en AAZ in verband met ZK > 4A).
Dus is

0 (M@, ZH) > O (AI') AE) =T (A4)
Dus is
E(C.) > K.

Voor het bewijs van de stelling over de oppervlakte van het
bolsegment is nu nog slechts een propositie noodig, waarin bewe-
zen wordt, dat de oppervlakten E(C,) en E(/,) in de dubbelreden
van die van de zijden der wentelende polygoonstukken C, en [,
staan. Dit geschiedt in het eerste deel van Prop. 41, die volkomen
analoog is aan de Prop. 32, waarin het overeenkomstige resultaat
voor de redeneering, die tot de oppervlakte van den bol'voerde,
werd bereikt.

Hierdoor is nu het bewijs van de hoofdstelling voldoende voor-
beréid. Zij wordt uitgesproken in
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Propositie 42.

Van elk bolsegment, dat kleiner is dan een halve bol, is de opper-
vlakte gelijk aan een cirkel, waarvan de straal gelijk is aan de rechte,
uit den top van het segment getrokken naar den omtrek van den
cirkel, die basis van het bolsegment is.

De juistheid van deze bewering wordt op grond van een dubbele
reductio ad absurdum (11; 8,21) uit de twee verkregen betrek-
kingen

E(l:) < E < E(C))
en
E(l,) < K < E(C.)

op woordelijk dezelfde wijze afgeleid, als dat in Prop. 33 voor de
oppervlakte van den bol geschiedde.

De beperking, dat het segment kleiner moet zijn dan een halve
bol, zou voor onze opvattingen overbodig zijn. Dat Archimedes
haar maakt, is waarschijhlijk als volgt te begrijpen. De geheele
redeneering steunt op de stellingen over de oppervlakten van kegel-
vormige lichamen, die in het eerste deel van Boek I zijn afgeleid;
wanneer nu een cirkelsegment wordt beschouwd, dat grooter is
dan een halve cirkel, zou het kunnen voorkomen, dat een der zijden
van /, en van C, parallel was aan de wentelingsas en dus bij- wen-
teling een cylindrisch oppervlak beschreef, dat volgens Grieksche
zienswijze niet als kegelvormig te behandelen is. Bij de afleiding
van de analoge eigenschap bij den bol kon dat niet voorkomen.

Dat de stelling echter ook geldt voor een bolsegment, dat grooter
is dan’ een halve bol, wordt in Prop. 43 zonder moeite ingezien,
door de o'ppervlakte van zulk een segment te beschouwen als het
verschil van de oppervlakten van den geheelen bol en van het com-

plementaire segment.
H B o

2/ \ / 4 - De redeneering, die tot den inhoud
A/\\ //\F van den bolsector‘voert, is als volgt

samen te vatten (fig. 79): :

In Prop. 38 wordt de inhoud S (/a)
beschouwd van het omwentelingsli-
chaam, dat door wenteling van de fi-
Fig. 79. . guur EAZHBOAT'E wordt voort-
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gebracht en dat uit een stereo-rhombos en verder uit rhom-
- bosresten bestaat. Door toepassing van de proposities 18 en 20 vindt
men, dat S (/,) gelijk is aan den inhoud van den kegel, die een
basis heeft, gelijk aan E(/,) en een hoogte gelijk aan het apothema
van het polygoonstuk AZ .. I". In een Porisma wordt nu opgemerkt,
dat de inhoud van dezen kegel kleiner is dan die van een kegel X,
waarvan de basis gelijk is aan een cirkel met straal AB en de
hoogte aan den bolstraal. Immers wegens Prop. 37 is E (/)
kleiner dan die cirkel, terwijl het apothema kleiner is dan de bol-
straal. Hieruit volgt: '

S (I,) < X

Op dezelide wijze wordt een eigenschap van S (C,) in de
Porismata van Prop. 40 afgeleid. S (C,) blijkt gelijk te zijn aan
een kegel, waarvan de basis gelijk is aan E (C,) en de hoogte aan
den. bolstraal, waaruit volgt

S (C) > X

or_hdat wegens Prop. 41 E (C.) grooter is dan de basis van X.
We bezitten nu dus de ongelijkheden

s 8 () <X <S8 (G) | @

waaraan in het bewijs van de hoofdstelling 'zonder untdrukkeh]ke
vermeldmo wordt toegevoegd

S() < S<S§ (C) o

waarin S den inhoud van den bolsector voorstelt.

Bovendien wordt in Prop. 41 nog afgeleid, dat de reden van
S (I,) en S (C,) de tripelreden is van de reden van de‘zijden
van I, en C,. , ' (y)

De hoofdstelling wordt nu uitgesproken in

Propositie 44,

Aan elken bolsector is een kegel gelijk, die een basis heeft, gelijk
aarn: de oppervlakte van het bolsegment, dat tot den sector hoort en
een hoogte, gelijk aan den straal van den bol.

De afleiding van deze stelling uit de twee ongelijkheden («) en
(B) in verband met de stelling (y) verloopt geheel analoog aan de
overeenkomstige redeneering in Prop. 34.
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Consequent-b]ijvende, had Archimedes ook hier eigenlijk de stel-
ling eerst alleen moeten uitspreken voor een bolsector, die kleiner
is dan een halve bol.

Voor onze tegenwoordige opvattingen kan het overbodig schij-
nen, dat een afzonderlijk bewijs wordt 'gegeven voor de oppervlakte
en den inhoud van den bol, wanneer toch ook de opperviakte van
het bolsegment en de inhoud van den bolsector worden afgeleid.
Zooals boven reeds werd opgemerkt, strookt het echter niet met de
Grieksche opvatting, om een boloppervlak als bijzonder geval -van
het oppervlak van een bolsegment te beschouwen of zijn inhoud
uit dien-van den bolsector af te leiden.



KORREL.

X1II. Proeven van wiskundige exactheid, ontleend aan: ,,De
Rekenkundige Denkbaarheden in Logischen Samenhang met — als
proeve van toegepaste logica — een rekenmethode voor de lagere
school” door P. ]. BOUMAN en ]J. C. VAN ZELM, tweede druk,
Amsterdam 1922,

,»Wie teller denkt, denkt de ontkenning en tegenstelling van den
noemer. De teller, die ontkenning is van den noemer, wordt niet-
temin gendémd en de noemer, die geen teller wil zijn, is niettemin
uitkomst van telbaarheid, 't geen wil zeggen, dat het noemen het
tellen en het tellen het noemen uiteraard en van zelf medebrengt.”

»Verhouding is-de denkbaarheid, waarop het in telbaarheid en
berekenbaarheid uitloopt. Verhouding is een naam voor het onbe-
rekenbare Eene, wijl het een alomvattende denkbaarheid is. Want
wie zegt, dat alles verhouding is of zich in verhouding laat denken,
geeft daarmee te kennen, dat niets onvoorwaardelijk stand houdt.
In het onberekenbare Eene verhoudt zich alles.”

»In de machtsverheffing denkt men het getal als wortel van zijn
macht, en is de macht, als uitkomst der machtsverheffing, getal.
Is nu de wortel van een willekeurig getal steeds een getal? Inzoo-
verre ,een”’ getal zich verheft tot macht, is de wortel der macht
getal. En inzooverre ,een” getal geen uitkomst is eener machts-
verheffing, is de wortel van dat getal géén getal. Het denken komt
zoo tot de gedachte van getallen, die geen getallen zijn, de z.g.
-onmeetbare getallen (b.v. v3).”

Wie van de lezers van Euclides ziet kans, in het boven-
staande een redelijke, wiskundige betekenis te ontdekken? Welke
denkbeelden moet de lectuur van een dergelijk boek bij den arge-
lozen lezer verwekken! In het licht van dergelijke ,,voorlichting”
worden de hardnekkige en verspreide misverstanden ten aanzien
van karakter en betekenis van het wiskundig denken wellicht
enigszins begrijpelijk. ' . E. W. Beth.
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DE ONTWIKKELING VAN DE AINTUITIONISTISCHE
WISKUNDE *)
" DOOR

Dr. A. HEYTING.

Wie zich voor het eerst in de intuitionistische wiskunde verdiept,
zal in het begin vooral de uiterst kritische houding opmerken, die
de intuitionisten tegenover de klassieke wiskunde aannemen. De
voornaamste grief, die zij tegen de gangbare wiskunde hebben,
bestaat hierin, dat deze aan de wiskundige individuen als natuur-

“lijke getallen of reéle getallen een zeker bestaan onafhankelijk
van ons denken toekent en daarvan ook in de bewijzen gebruik
maakt.

Het eenvoudigste voorbeeld hiervan, dat ik ooit aantrof, ontleen
ik. aan de inleiding van een bekend werk over getallentheorie.
Daar wordt, voordat van ontbindiﬁg in factoren of van priem-
getallen sprake is geweest, de GGD van twee gehele getallen a
en b als volgt gedefinieerd. Men vormt alle getallen pa -+ gb met
gehele coefficienten p en ¢; het kleinste positieve getal, dat zo
gevormd kan worden, is de GGD. Is hierdoor nu werkelijk een
bepaald natuurlijk getal als GGD aangewezen? Toch alleen, mits
wij aannemen, dat in de verzameling van alle getallen, die in de
vorm pa -+ qb geschreven kunnen worden, een kleinste , bestaat’”
onafhankelijk van de vraag, of wij het uit kunnen rekenen. Voor
dit laatste staat ons op de plaats, waar deze definitie gegeven

- wordt, geen enkel middel ten dienste. Van intuitionistisch stand-
punt is dus in het geheel geen definitie van een GGD gegeveh;
wij hebben die pas, als wij een middel aangeven, de GGD werke-
lijk uit te rekenen. Natuurlijk is in dit geval de zaak gemakkelijk
in orde te maken, al is het maar, door van een meer gebruikelijke
definitie van de GGD uit te gaan en te bewijzen, dat de zo

). Openbare les, gegeven bij de aanvaarding van de functie van privaat-
docent aan de Umversnelt van Amsterdam, op 30 November 1936.

9
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verkregen GGD de genoemde e1genschap heeft. Een dergelijke
aanvulling wordt reeds veel lastiger bij zeer eenvoudige redene-
ringen over reéle getallen.

Volgens de klassieke opvatting spreekt het vanzelf, dat, wanneer
een -niet negatief reéel getal a gegeven is, steeds één van de beide
volgende eigenschappen juist is: hetzij @ = 0, of er bestaat een

natuurlijk getal n, zodat a > 711— ‘Om de intuitionistische kritiek

op deze bewering te begrijpen, moeten wij ons even herinneren,
wat een reéel getal eigenlijk is. Wij kunnen het ons het eenvou-
digst voorstellen (ook al is dit niet de algemeenste definitie) als ‘een
decimale breuk, waarvan wij volgens een bepaald voorschrift
zoveel decimalen kunnen uitrekenen als wij willen. Wanneer een
reéel getal gedefinieerd wordt, geeft men steeds een dergelijk
voorschrift, zij het soms indirect. Definieert men bijv. = als de
verhouding tussen de omtrek van een cirkel en zijn mlddelhjn
dan is daarmede tevens aangegeven, dat men s willekeurig ‘dlCht
kan benaderen, door de cirkel te vervangen door een ingeschreveh
regelmatige veelhoek met een voldoende groot aantal zijden; men
is dus ook in staat, van de decimale ontwikkeling van z zoveel
cijffers te berekenen als men wil.

Het is gemakkelijk, het voorschrift voor de berekenmg van de
decimalen van een reéel getal a zo in. te richten, dat wij niet
kunnen uitmaken, om a = O of niet. Men kan uitgaan van de
decimale ontwikkeling

n — 3,14159 26535..... ,
en daaronder schrijven

e = 0,00000 00000..... ,
waarbij het voorschrift voor de berekening van o aldus luidt:
Schrijf altijd een 0, behalve wanneer in z drie of meer achtereen-
volgende zevens optreden; schrijf dan onder de derde zeven een
1. Onder de 400 decimalen, die ijverige rekenaars van g berekend
hebben (het staat niet vast, dat zij allemaal juist zijn), komen
geen drie opeenvolgende zevens voor; niemand weet dus, of
0= 0 of niet, en men is zeker niet in staat, het natuurh]ke getal n

zo te bepalen, dat o > —}7 De klassieke opvatting, dat de drie

zevens of niet in = voorkomen, 6f ergens op een bepaalde plaats,
na een eindig aantal decimalen voorkomen, zodat in het tweede
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geval het getal n toch bestaat, al weten wij niet hoe groot het is,
deze opvatting berust duidelijk op de voorstelling van. een of
andere vorm van ,bestaan” van de decimalen van gz, en zelfs van
de oneindige rij decimalen als geheel, onafhankelijk van vns-
denken. Nu kan men tegenwerpen, dat het er niet veel toe doet, of
men het zoéven genoemde alternatief over o aanvaardt of niet;
men heeft practisch toch niets aan dat alternatief, als men niet uit
kan maken, welk geval men voor zich heeft. Dan vergeet mefi:
echter, dat de wiskunde op dat alternatief verder bouwt, en derge-
lijke alternatieven ten slotte zo dooreenweeft, dat het niet gemak-
kelijk meer uit te maken valt, wat nu eigenlijk de intuitionistische
zin van de uitgesproken stellingen is. Zijn a en b reéle getallen,
dan kan men volgens de klassieke wiskunde altijd twee reéle
getallen x en y, die niet beide O zijn, vinden, zodat ax — by. Zijn
namelijk a en b niet beide 0, dan neemt men x = b, y = a; zijn
a en b wel beide 0, dan kan men voor x en y nemen wat men wil,

mits niet @ = b = 0. In het eerste geval is x = kb, y = ka
(k == 0) de enige oplossing; in' het tweede is dit juist de
enige oplossing die men niet kan gebruiken. Zijn nu

a en b getallen, waarvan men niet weet, of zij gelijk aan O zijn of
niet, dan kunnen wij geen oplossing voor x en y aangeven. De
klassieke wiskunde neemt nu -niet alleen aan, dat die oplossing
toch ergens ,,bestaat”, maar substitueert ze ook in andere vergelij-
kingen, enz., tot ten slotte het ontwarren van de knoop ‘zo lastig
geworden is, dat het verstandiger is, hem maar door te hakken en
de stelling.met het bewijs geheel te verwerpen.

Wij kunnen deze kritische opmerking zo samenvatten, dat
wiskundige "bewijzen. onafhankelijk behoren te zijn van philoso-
phische opvattingen omtrent het bestaan van de wiskundige
individuen. Het is begrijpelijk, dat men, na-van deze kritiek kennis
genomen te hebben, dikwijls de vraag stelt: ,,Maar wat blijft er
dan van de klassieke wiskunde over?” Toch is die vraag geheel
onjuist geformuleerd. Er spreekt immers duidelijk de voorstelling
uit, dat men slechts de Encyclopaedie der Mathematische Weten-
schappen . bladzijde voor bladzijde zou behoeven door te werken
en alles tusschen haakjes te zetten wat de toets der kritiek niet
kan doorstaan, om een Encyclopaedie der Intuitionistische Wis-
kunde over te houden. Zo-eenvoudig is het nu niet; komt het een-
maal zover, dat een Encyclopaedie der Intuitionistische Wiskunde
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kan verschijnen, dan zal men niet met haakjes kunnen volstaan,
maar de meeste hoofdstukken geheel nieuw moeten schrijven, ja
zelfs hoofdstukken moeten invoegen, die niet met een hoofdstuk
van de klassieke wiskunde overeenkomen. Het intuitionisme blijft
niet staan bij de kritiek, die ik zoeven aangeduid heb, maar vult
deze aan door het inzicht, wat een wiskundige redenering dan wel
behoort te zijn, namelijk een constructie, in gedachten uitgevoerd,
uitgaande van enkele begrippen, die bij intuitie duidelijk zijn,
omdat zij tot het materiaal behoren, dat in onze geest steeds voor
gebruik gereed ligt; het belangrijkste van deze grondbegrippen is
dat van het natuurlijke getal. De intuitionistische wiskundige gaat
dus niet alleen afbrekend, maar ook -opbouwend te werk, in de
overtuiging, dat hetgeen hij opbouwt beter gefundeerd zal zijn dan
wat hij afbreekt. Er zijn in hoofdzaak twee wegen, waarlangs het
intuitionisme tot dusver vanzelf tot de vorming van nieuwe be-
grippen heeft geleid. De eerste bestaat in de vervanging van nega-
tieve begrippen door positieve. Laat ik door een eenvoudig voor-
beeld toelichten, wat hiermede bedoeld wordt.  is een onmeetbaar

getal, d.w.z. het kan niet in de vorm van een breuk % met gehele

teller en noemer geschreven worden. Deze stelling is reeds lang
bekend, maar het bewijs was zuiver negatief, d.w.z. het ging zo te

werk, dat uit de onderstélling n = % een ongerij‘mdheid ‘werd
afgeleid. Eerst in 1920 heeft Prof. Brouwer een methode aan-

. ' a .
gegeven, om bij iedere breuk 5 een natuurlijk getal n aan te

geven, zodat | @ — —Z— | < —:1— . Dat dit zo lang geduurd' heeft, lag

in dit geval niet aan de buitengewone moeilijkheid van het
probleem; wanneer men er ernstig naar gezocht had, zou men het
wel eerder opgelost hebben. Men vond het echter niet nodig, -
omdat men na het negatieve bewijs overtuigd was, dat een dergelijk
getal n bestond, en het enigszins beneden zijn waardigheid achtte,
het werkelijk uit te rekenen. Tegenwoordig staan de getallen-
theoretici tegenover analoge problemen wel anders, en zal men in
een dergelijk geval wel belangstelling hebben voor de berekening
van n in concrete voorbeelden. Principieel blijven de meesten
echter op het standpunt staan, dat bijv. de volgende redenering
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ook op grond van het negatieve irrationaliteitsbewijs van = legitiem
a
b

. . . . a
zou zijn; ,,Laat— een willekeurige breuk zijn; stel | T | = §;

0
kunnen”. Hier kan de intuitionist de redenering niet meer volgen,

0 is niet 0, dus — is een reéel getal, waarmee wij verder rekenen

. : . 1 .
want wij kunnen met de berekening van 5 eerst beginnen, als

wij een bovenste grens voor dit getal kennen, dus als wij het getal
n, waarover ik zoéven sprak, kunnen berekenen. Aan de klassieke
opvatting ligt blijkbaar min of meer bewust deze overweging ten
grondslag: Het geval kan zich misschien Voordoen, dat wij bij

a .
een bepaalde keuze van b het getal n niet berekenen kunnen, maar

dan ligt dit uitsluitend aan de onvolkomenheid van onze vermo-
gens, want § kan nu eenmaal niet nul zijn, dus n moet bestaan, al
weten wij niet hoe groot het is. Ik heb al betoogd, waarom- wij
een dergelijke overweging niet kunnen laten gelden; deze kritiek
voert hier nu tot een scherpe onderscheiding tussen de zuiver
negatieve uitspraak: ,,d is niet gelijk aan 0" en de positieve: ,,Men
1
n
laatste zullen wij korter uitdrukken door te zeggen, dat ¢ ,aan-
wijsbaar van 0O verschilt”.

Men kan, zoals uit dit voorbeeld blijkt, de positieve wending
van negatieve begrippen ook opvatten als een splitsing van de
theorie: naast de negatieve en parallel daarmee wordt een positieve
theorie opgebouwd, die meestal belangrijker en interessanter is.
Dit komt bijzonder duidelijk uit op het gebied van de oneindige
reeksen. Volgens de klassieke wiskunde is een reeks met positieve
termen zeker convergent, wanneer zij begrensd is, d.w.z. wanneer
de som s, van n termen, hoe groot n ook is, kleiner blijft dan een’
zeker getal M. Men redeneert namelijk ongeveer zo: onder de ge-
tallen, die kleiner zijn dan M, kunnen er voorkomen, die evenals
M de eigenschap bezitten, dat zij groter zijn dan s, voor iedere
waarde van n; laten wij deze getallen en ook M zelf van de eerste
soort noemen, en de overige getallen < M van de tweede soort.
leder getal van de tweede soort is kleiner dan ieder getal van de
eerste soort; er is dus ergens een grens tussen de getallen van de

kan een natuurlijk getal n berekenen, zodat | 6 | <—". Dit
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eerste en die van de tweede soort; ligt die grens bij het getal g,
dan is a het kleinste getal van de eerste soort; ieder getal, dat
kleiner dan a is, hoe weinig ook, behoort tot de tweede soort, dus
bij ieder positief getal § kan men n zo bepalen, dats, > a—§. a is
dus de limiet van s, voor onbepaald aangroeiende n; wij drukken
dit uit door te zeggen, dat de reeks convergeert met de som a.
Wij kunnen echter de reeks gerhakkelijk zo definieren, dat wij niet

in staat zijn, a te berekenen. Laat bijv. f, = 27" zijn voor iedere
n, behalve als de nedecimaal uit 7 de laatste is van het eerste drie-
tal opeenvolgende zevens in n; dan is {, = 1 - 2—". Hier is

sn < 2; komen in z geen drie opeenvolgende zevens voor, dan is
a — 1, maar komen die er wel in voor, dan is a = 2. Wij kunnen
a dus niet berekenen. Indien a al ,bestaat”, dan zeker toch niet
in ‘de zin, die dit woord in de intuitionistische wiskunde heeft.
Noemen wij een reeks convergent, wanneer wij haar som kunnen
berekenen, dan is de zoéven gedefineerde reeks begrensd, maar
niet convergent. Ook het begrip convergentie kunnen wij echter
nog op twee manieren definieren. Wij kunnen eisen, dat wij bij
iedere ¢ de index n kunnen berekenen, zodat s, > a — 4§, en
definieren zo de positieve convergentie van de reeks; wij kunnen
ook tevreden zijn met de zekerheid, dat onmogelijk voor iedere n
kan gelden s, < a — §; deze eigenschap definieert de negatieve
convergentie van de reeks. Nadat Prof. Brouwer deze convergentie-
begrippen had aangegeven, heeft de Heer Belinfante de theorie
der oneindige reeksen verder uitgewerkt. Er ontstaat een positieve
theorie, geheel op de positieve convergentiedefinitie berustend, en
waarin ook de verdere begrippen positief worden gedefinieerd, en
parallel daarmee een negatieve theorie. Deze onderzoekingen zijn
bijzonder geschikt, de ontoereikendheid van de ,,haakjesmethode”
te demonstreren.

Als tweede voorbeeld van een dergelijke splitsing van een
theorie kies ik de intuitionistische ordeningstheorie. Men zegt van
twee reéle getallen a en b, dat a o> b (a is aanwijsbaar groter

dan b) als een natuurlijk getal n bekend is, zodat a — b > —15;
het geheel van deze relaties vormt de ,,pseudo-ordening” van het
continuum. Van Prof. Brouwer is de definitie van een ,virtuele
ordening” afkomstig; hij zegt, dat a > b, als zowel a = b als

a <o b ongerijmd is. Men kan zowel! de pseudo-ordening als de
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virtuele ordening in het élgemeen voor willekeurige soorten axio-
matisch definieren; voor de laatste- heeft Prof. Brouwer dit ook
gedaan. Zo verkrijgt men twee theorieén, waarvan men die van
de pseudo-ordening de positieve, de andere de negatieve zou
kunnen noemen. Het blijkt, dat men uit een pseudo-ordening
steeds een virtuele ordening kan afleiden, maar niet omgekeerd;
er zijn soorten, zoals die van alle polynomen in een veranderlijke
met reéle coefficienten, die men virtueel kan ordenen, zonder dat
die virtuele ordening uit een pseudo-ordening afgeleid kan worden.
In dit opzicht is dus hier de negatieve theorie belangrijker dan
de positieve.

- Om aan een bepaalde stelling de positieve en de negatieve vorm
te laten zien, neem ik aan, dat wij met een groep te maken hebben,
waarin hetzij een pseudo-ordening, hetzij een virtuele ordening
gedefinieerd is, die tegenover de groepoperatie invariant is. Van
twee elementen a en b is dus de som @ + b bepaald, evenals na,
wanneer n een natuurlijk getal is. Nu luidt het zgn. axioma van
Archimedes in zijn positieve vorm:

Als @ o> O, bestaat er voor.iedere b een natuurlijk getal n,
zodat na o> b. ' '

De negatieve vorm is:

Als voor ieder natuurlijk getal n geldt na < b, danis @ > 0
onjuist. '

Voor het continuum gelden de beide stellingen, de eerste voor
de pseudo-ordening, de tweede voor de virtuele ordening. Het is
duidelijk, dat zij geheel verschillende inhoud hebben.

Ik vermeld nog, dat de stelling van Hdlder: ,Jedere geordende
groep, waarin het axioma van Archimedes geldt, is commutatief”,
ook doorgaat, wanneer men het axioma in zijn negatieve vorm
aanneemt.

Behalve de positieve interpretatie van negatieve begrippen is er

een tweede weg, waarlangs de intuitionistische wiskunde aan de

klassieke -iets nieuws heeft toegevoegd, namelijk de theorie van
de keuzenreeksen. Voor de klassieke richting is dit begrip in de
wiskunde volstrekt onaanvaardbaar. Een reéel getal bijv., dat wij
immers door een onbepaald voort te zetten rij van meetbare getal-
len bepaald kunnen denken, bestaat volgens deze opvatting onaf-
hankelijk van de vraag, of wij die meetbare getallen werkelijk
berekenen kunnen; het heeft dus geen zin, dat re€le getal als door
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de successieve berekening van die meetbare getallen langzamer-
hand -ontstaand te denken. Als tweede bezwaar voelt men het
volgende. Bepaalt men een reéel getal, door de meetbare benade-
ringswaarden achtereenvolgens te kiezen, dan wordt de wiskunde
van menselijke willekeur, of zelfs van het toeval afhankelijk ge-
maakt. Nu, zolang men telkens slechts één of een eindig aantal
reéle getallen in het oog vat, is er ook intuitionistisch wéinig
aanleiding, keuzenreeksen in te voeren. Het wordt anders, zodra
men stellingen beschouwt, die voor ieder reéel getal gelden.
Hiertoe behoren reeds alle formules uit de algebra, zoals
(x + 1) (x — 1) = x* — 1. Dat een dergelijke formule voor
ieder reéel getal x geldt, betekent niets anders dan het volgende:
benadert men x tot een zeker aantal p decimalen nauwkeurig, dan
kan men zowel het linker- als het rechterlid tot een zeker, op
eenvoudige wijze van p afhangend, aantal decimalen benaderen;
deze benaderde waarden zullen steeds overeenstemmen, hoe groot
men p ook neemt. In deze definitie (ook in haar nauwkeuriger
formulering) komt niets voor over de wet, waardoor de decimalen
van x achtereenvolgens berekend worden, en ook bij het bewijs
heeft men dit begrip niet nodig. Het begrip ,,wet” is dus voor
deze stelling nutteloze ballast; wij kunnen er veel beter niet over
-spreken, en geheel in het midden laten, op welke wijze de decimalen
van x achtereenvolgens worden bepaald, hetzij volgens een be-
paalde regel, hetzij door ze willekeurig te kiezen, door gooien
met een dobbelsteen, of op nog andere wijze. Het is dus niet zozeer
de bedoeling, het spel van het toeval of de grillen van een mens
aan de wiskunde ten grondslag te leggen, als wel, het begrip
,wet” uit te schakelen uit die redeneringen, waarin het zonder
schade gemist kan worden.

In dit voorbeeld was dat begrip alleen maar nutteloze ballast,
die ons weinig hinderde, omdat wij hem eenvoudig konden
negeren; het staat ons echter zeer hinderlijk in de weg bij alle
vragen waarin de verzameling van alle reéle getallen, dus het
continuum, optreedt. Wordt elk reéel getal door een wet bepaald,
dan is het continuum niets anders dan de verzameling van alle
wetten. Deze verzameling nu is bij uitstek onoverzichtelijk; wie
kan zeggen, wat voor zonderlinge wetten men nog zal uitdenken
om reéle getallen te definieren. Ook voor een jurist zal de ver-
zameling van alle wetten, die ooit uitgevaardigd zijn, uitgevaardigd
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VOORREDE.

Ik heb dit boek geschreven om verschillende redenen, waarvan
de voornaamste is, dat een rijke ervaring als academisch docent mij
geleerd heeft, dat er geen voortreffelijker middel bestaat om Meet-
kunde te leeren dan de studie der Meetkunde van het aantal, met
als instrument van onderzoek den ,,Kalkiil” van SCHUBERT. Men
kan de Meetkunde van het aantal ook zeer wel bestudeeren zonder
dien ,,Kalkiil”, zooals H. G. ZEUTHEN in zijn beroemd ,,Lehrbuch
der abzahlenden Methoden der Geometrie”’, Leipzig, Teubner, 1914,
op overtuigende wijze heeft aangetoond, maar het is juist de inder-
daad magische kracht van den ,,Kalkiil” die de studeerende jeugd
zoo in vervoering brengt; en zoo is het volstrekt geen wonder, dat
de begaafdsten onder mijn oud-leerlingen, waaronder er zijn
wier namen tegenwoordig klinken als klokken, hun zelfstandigen
wetenschappelijken arbeid begonnen zijn op mijn college over den
,,Kalkiil”, zoodat die ,,Kalkiil” als het ware het nest geweest is,
van waar zij zijn uitgevlogen om hun positie in de wetenschap-
pelijke wereld te gaan veroveren; en daarbij zijn het niet alleen de
schoonheden en volmaaktheden die hen hebben geinspireerd, en
ook mijn tegenwoordige leerlingen weer bezielen, neen, zelfs de
tekortkomingen, of misschien juist deze (want ook de ,,Kalkiil”
is menschenwerk, en dus niet volmaakt) hebben hen geprikkeld
tot eigen krachtsinspanning en ontplooiing van hun talenten, om
de voldoening te genicten de onvolkomenheden weg te werken;
en zoo is dat college over den ,,Kalkiil”’ voor allen, en niet het minst
voor den docent, geworden tot een bron van het zuiverste genot,
en zal het wel moeilijk zijn uit te maken wie bij dat college het
meest geprofiteerd hebben, de toehoorders, of de docent.

De ,,Kalkiil” van SCHUBERT is een methode van onderzoek
gebleken van de allerhoogste paedagogische waarde, en wanneer
men vraagt hoe het. dan komt dat het boek van SCHUBERT zelf
(,,Kalkiil der abzdhlenden Geometrie”’, Leipzig, Teubner, 1879)
zoo weinig opgang gemaakt heeft, dan luidt het antwoord kort en
bondig, omdat het als leerboek niet deugt; omdat het losjes aaneen-
rijgen van verhandelingen, die verschenen zijn in mathematische
tijdschriften, en geschreven zijn voor vakmannen, niet de manier
is om een goed leerboek saam te stellen; omdat het een verkeerde
paedagogiek is den lezer onder een alp van resultaten plat te
drukken (een specifiek Germaansche hebbeljkheid), en omdat
heel dikwijls een geniaal man juist niet degene is, die zijn eigen
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schepping voor minder geniale lezers dan hij zelf is ,,mundgerecht”
weet te maken. '

Waarop berust dan eigenlijk die meesleepende kracht van den
,,Kalkiil”’? Op het samenwerken van verschillende factoren. Ten
eerste op het feit, dat van den ,,Kalkiil” volmaakt hetzelfde geldt
wat JACOB STEINER in zijn hoog gestemde ,,Vorrede” voor zijn
,»Oystematische Entwickelung der Abhingigkeit geometrischer
Gestalten von einander” (Werke I, p. 233) in 1832 reeds van
de Projectieve Meetkunde gezegd heeft, nl.: ,,Es giebt eine geringe
Zahl von ganz einfachen Fundamentalbeziehungen, worin sich
der Schematismus ausspricht, nach welchem sich die iibrige Masse
von Sitzen folgerecht und ohne alle Schwierigkeit entwickelt.
Durch gehorige Aneignung der wenigen Grundbeziehungen macht
man sich zum Herrn des ganzen Gegenstandes; es tritt Ordnung
in das Chaos ein, und man sieht, wie alle Theile naturgemaiss in
einander greifen, in schonster Ordnung sich in Reihen stellen, und
verwandte zu wohlbegrenzten Gruppen sich vereinigen. Man ge-
langt auf diese Weise gleichsam in den Besitz der Elemente, von
welchen die Natur ausgeht, um mit moglichster Sparsamkeit und
auf die einfachste Weise den Figuren unzdhlig viele Eigenschaften
beilegen zu koénnen.” Deze ,,wenige Fundamentalbeziehungen”
zijn bij STEINER de projectieve en perspectieve rechten en waaiers,
bij ScHUBERT de Incidentie- en de eenvoudigste Coincidentie-
formules; maar wat in de Projectieve Meetkunde toch feitelijk
slechts geldt voor de kegelsneden en de kwadratische oppervlakken,
dus voor het geval # = 2, geldt in den ,,Kalkiil” gansch algemeen,
en het ligt nu eenmaal in den aard van den mathematicus om in
vuur te geraken wanneer hij ziet hoe hij op enkele doodeenvoudige
- ,,Fundamentalbeziehungen”, die hij zich bovendien nog spelender-
wijze ,,gehorig aneignet’’, een heele wetenschap vermagoptebouwen.

In de tweede plaats ligt er iets buitengewoon verrassends en
fascineerends in de ontdekking dat men in de Analytische Meet-
kunde, die toch de figuren door vergelijkingen bepaalt, in tallooze
gevallen die vergelijkingen zelve niet eens noodig heeft, maar
geholpen is zoodra men hun graad kent, en het is bepaald
geniaal om voor het rekenen met die graadgetallen alléén een algo-
rithmus, dus een rekenwijze, te bedenken die het mogelijk maakt
om, uitgaande van laat ons zeggen een rechtstreeks afgeleide
grondformule van de dimensie 1, door toepassing van de allersimpel-
ste bewerking ter wereld, nl. de vermenigvuldiging, zonder een
schijn van inspanning op te klimmen tot de formules van de
dimensies 2, 3, enz., dus bijv. van de regeloppervlakken tot de
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stralencongruenties en -complexen, zoodat men, uitgaande van een
formule die een eigenschap der congruenties aanwijst bijv., door
één vermenigvuldiging, met é&n enkel lettertje, een stelling voor
de complexen afleidt en bewijst, en wel nog véérdat men zélf
weet welke stelling dat nu eigenlijk is.

De ,,ganz einfache Fundamentalbeziehungen” worden, althans
wat de Incidentieformules betreft, afgeleid door toepassing van
het zoogenaamde ,,Beginsel van het behoud van het aantal”, en
dit is nu het punt waarop de tegenstanders van SCHUBERT — en
er waren er oorspronkelijk velen — hun aanvallen gericht hebben;
en tot op zekere hoogte met recht. En toch was dit beginsel
geenszins nieuw, maar integendeel van oudsher stilzwijgend
toegepast bij het bepalen van de graadgetallen van krommen
en oppervlakken bijv.; maar het was v66r SCHUBERT steeds ge-
bruikt als een aardig en onschuldig kunstje, nog nooit echter
coram populo tot fundament van een geheel gebouw van weten-
schap uitgeroepen, en dat schijnt de brave menschen geirriteerd
te hebben. En ze hadden, wat het ergste is, gelijk! Het beginsel
van het behoud van het aantal kan, laat ons liever zeggen zou, in
een dood-enkel geval, tot verkeerde uitkomsten kinnen leiden, en
het pleit voor de vindingrijkheid der heeren, dat ze zoo'n dood-
enkel geval ook werkelijk wel gevonden hebben; maar de gevallen
waarin het Beginsel bij SCHUBERT inderdaad wordt toegepast, zijn
266 simpel en z66 doorzichtig, dat verkeerde uitkomsten eenvoudig
uitgesloten zijn; en inderdaad is van al die duizenden aantallen,
die door SCHUBERT berekend zijn, geen enkel fout, wat volkomen
zeker is, omdat de meeste langs verschillende wegen, en door
altijd weer nieuwe combinatie van reeds vroeger gevondene, te
verkrijgen zijn, en dus de meest wanhopige verwarring zou ont-
staan indien er ook maar één niet deugde. Niettemin hebben de
heeren vastgesteld, dat de Meetkunde van SCHUBERT ,,niet streng”’
was, en dat is nog véél erger dan wanneer men van een lévende
vrouw zegt dat ze van verdachte zeden is. De heeren hebben over
het doel heen geschoten; zij hebben de ontzaglijke paedagogische
waarden van den ,,Kalkiil”’, de meesleepende bekoring die er van
uitgaat, in hunne kwaliteit van strengheidsmaniakken ten eenen-
male over het hoofd gezien. Ook hebben zij de niet zeer geestige
opmerking gemaakt, dat men de door SCHUBERT berekende aan-
tallen ook wel langs anderen weg kan vinden, en ook dddrin
hebben zij gelijk, hoewel slechts ten deele; want, we schrijven op
het oogenblik 1936, en het boek van SCHUBERT stamt uit 1879,
er zijn nog altijd bij SCHUBERT aantallen die aan. alle pogingen



VIII

om ze langs anderen weg te vinden, hardnekkig weerstand ge-
boden hebben. Maar bovendien, al was dit niet zoo, doet dan
de manier waardp een uitkomst gevonden wordt, niets ter zake?
Ik dacht dat er 66k nog zoo iets als wiskundige élégance bestond,
en. nu vergelijke men bijv. eens de uiterst ingewikkelde en om-
slachtige wijze waarop de beroemde formule van HALPHEN voor
het aantal gemeenschappelijke stralen van twee congruenties, of de
theorema’s van BezouT, of de formules van PLUCKER voor vlakke
krommen, zonder SCHUBERT worden afgeleid, met de bijna aan-
doenlijk simpele wijze waarop diezelfde formules zich presenteeren
als zéér bijzondere gevallen van veel algemeenere, waaruit alle
overige termen wegvallen; niet waar, om met Moliére te spreken:
11 y a fagots et fagots”.

Er is meer; men kan de leer der kegelsneden en kwadrieken
even fraai synthetisch als analytisch ontwikkelen; wie moet nu
volgens de heeren afgemaakt worden, STEINER, of PLUCKER?
Zou het maar niet het beste zijn én STEINER, en PLUCKER, én
SCHUBERT in het leven te laten? Het waren heusch alle drie
héél knappe menschen. En om nog even terug te komen op het
beginsel van het behoud van het aantal: véel krassere toepassingen
van dit beginsel dan ScHUBERT zelf zich voor zijn Incidentie-
formules ooit gepermitteerd heeft, bijv. bij de zoogenaamde dege-
neraties van ZEUTHEN, geven altijd juiste uitkomsten; men kan
dus gerust zijn. '

Het is met den ,,Kalkiil” van SCHUBERT net zoo gesteld als

met de Differentiaalrekening; een functie is ,in het algemeen”
' L
niet te differentieeren, en als ze het wel is, dan is 5 -B ,,in het
4 . x
. %2 . Lo
algemeen” niet geljk aan Yo toch ljkt het mi niet onver-
VX

standig dat LEIBN1Z, NEWTON, en JOHANN BERNOUILLI destijds de
Differentiaalrekening maar hebben opgesteld zooals wij haar kennen.

Het onderwijs in Meetkunde, in de Wiskunde in het algemeen
heeft van oudsher hevig te lijJden gehad onder sleur; wat de lagere
Wiskunde aangaat, vrage men dit maar eens aan mijn vriend
Wijdenes; wat de hoogere Meetkunde betreft, is het een geweldige
paedagogische misgreep dat men eenvoudig overal verzuimt de
studeerende jongelingschap door den ,Kalkiil” van SCHUBERT
tot enthousiasme te brengen en tot eigen, vruchtdragenden, arbeid
aan te sporen.

Amsterdam, 1936. DE SCHRIJVER,
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Methode van Schaake voor het karakteristieken-
probleem der kegelsnede.

§ 104. Wijj beperken ons ook hier tot het platte vlak. Dan
heeft de kegelsnede 5 constanten; wij denken dus een stel X van
o4, en een stel X’ van ool kegelsneden, en projecteeren dit laatste
uit C op ¢. Gaat dan &2 niet door C, dan is de projectie op ¢ blijkbaar
een degeneratie 7 (§ 65, p. 172), een dubbel tellende orderechte
met twee enkelvoudige klassepunten; laat men echter 2’2 tot C
naderen,. dan ziet men de klassepunten tot elkaar naderen, en de
projectie overgaan in een 8, wier ééne been met ¢ samenvalt,
terwijl het andere natuurlijk wel is waar door het dubbeltellende
klassepunt gaat, maar overigens onbepaald is.

2 bezit op ¢ ng?q degeneraties , wier klassepunt ¢ bepaald is;
aan dit punt ¢ zijn dus #g? punten p toegevoegd. Is nu p = p,’,
dan wordt de lijn .Cp," door »" kegelsneden van het stel 2’ aan-
geraakt, zoodat aan dit ééne punt p »" punten ¢," zijn toegevoegd,
dus aan alle punten p ng%g . »" punten ¢'y, en dus aan één punt g
ngdq . v' pumten q,’.

Nu omgekeerd. De lijn die C verbindt met een punt ¢," wordt
door »" kegelsneden van X’ aangeraakt, zcodat aan één punt g,
»' punten p,’ zijn toegevoegd. Is nu p," = p, dan zijn aan dit punt
ng®p punten g toegevoegd, dus aan één punt q," ng*p . v' punten q;
tusschen de punten g en ¢’y bestaat dus een verwantschap:

A (mg* v, nghq. ")
Maar nu is het duidelijk dat g%y = g%, van wege de gelyjk-
waardigheid der punten $ en ¢; dus is de verwantschap een

(mg®p - v', g . )
met 2 ng?p . ' coincidenties; maar van wege de gelijkwaardigheid
der punten p en ¢ liggen in één gemeenschappelijke oplossing 2
coincidenties omgekeerd op elkaar; het aantal gemeenschappelijke
oplossingen bedraagt dus 5g%p ..

2 bezit 0p%g degeneraties 4, wier dubbelpunt in een gegeven
punt van c ligt (%), en wier eene been langs ¢ valt (g); 2’ daaren-
tegen levert slechts u’ ¢’s (zie boven), wier dubbelpunt op ¢ valt,
en wier ééne been eveneens op ¢ valt, terwijl het andere onbepaald
is; het hieruit voortvloeiende aantal gemeenschappelijke oplossingen
is dus dp% . u’, en zoo wordt dan de karakteristiekenformule:

z2=0p% . p' +ngq. v
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Bedenken we dat uit deze formule gelezen kan worden dat iedere
enkelvoudige voorwaarde, aan een stel oo! kegelsneden opgelegd,
lineair en homogeen is uit te drukken in g’ en +’, dan ontdekken
we dat zij identisch is met de experimenteele formule: '

x = ap” + v’

van CHASLES waaraan het karakteristiekenprobleem zijn ontstaan
te danken heeft, en zien wij tevens dat in het bovenstaande het
bewijs van deze formule ligt opgesloten dat CHASLES nog met
geven kon.

. Wij brengen de formule van CHASLES nog op een ietwat anderen
vorm, nl. met behulp van de symbolen g en » voor de kegelsneden
van . 8p%g beteekent zoo ongeveer hetzelfde als dv?u; want als
een § twee lijnen moet aanraken, dan moet haar dubbelpunt in
het snijpunt van die lijnen liggen. Maar iedere lijn door dat dubbel-
punt telt voor 2 raaklijnen, twee tellen dus voor 4, zoodat in
iedere dp2g 40v%u vereenigd liggen, en dus:

op%g = 18v%u is, en dualistisch:
ng% = Inu®», zoodat wij vinden:
2= 30w @+ Aty v,

en dit is de definitieve vorm van de formule x = au’ + fv" -

Geven we van deze formule een kleine toepassing. Hoeveel
kegelsneden uit een stel co* raken een puntalgemeene kromme
van den vierden graad k% in 4 punten.

Is.x de enkelvoudige voorwaarde van aanraking, dan moet vol-
daan worden aan de voorwaarde x%; het blijkt nu dat x* is. uit te
drukken in u* en %, zonder dat de tusschengelegen machten zy,
22 en w»® optreden; inderdaad. wijst onze karakteristiekenformule
uit dat het karakteristiekengetal niet slechts voor de enkelvoudige,
‘maar ook voor de viervoudige voorwaarde 2 bedraagt; ut en vt
moeten dus voldoende zijn. :

8 en 7 zijn enkelvoudige voorwaarden; neem nu nog een wﬂle—
keurige derde, die we y zullen noemen, er bij; dan hebben we dus
de viervoudige voorwaarden -

x4, ut, »t, en de enkelvoudige:

Vs 5: 7]’ -
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en moet de determinant van ScHUH (§ 97, p. 264) nul zijn, omdat
x* van u* en 4%, y van § en 7 afhangt. Deze determinant luidt: .

Ay oply ety I ?
X w8 | =o0.
wn oty v |

p*9 is het aantal lijnenparen in een kegelsnedenbundel, en dus
3; maar s komen in een bundel niet voor, zoodat uin = 0. Daaren-
tegen is »%) het aantal #’s in een schaar, dus 3, daarentegen »6=0.
%% is het aantal ¢’s die % in 4 punten raken; dan moet dus elk
van de beide lijnen van het paar in 2 punten raken; %% is dus
het aantal paren dubbele raaklijnen van %4, dat is %.28.27,
Daarentegen is x4 = 0; want zulk een g zou 4 klassepunten op
k* moeten hebben, terwijl ze er slechts 2 heeft. De determinant
wordt dus:

xy wy vy
28. 27 0 — 0, of:
1.2
0 0 3
28 . 27 ‘
Ixty = T 5 - 3uty, of beknopter:
x4 = 126u.

Dit geldt voor ieder stel cot. Om zulk een stel te krijgen, moet
men echter de kegelsneden uit het vlak nog een enkelvoudige
voorwaarde opleggen; kiezen we hiervoor x, dan wordt:

i = 1264° = 126; dus:

door een punt in het viak gaan 126 kegelsneden die k* in 4 punten
aanraken; door een punt van k* zelf gaan er echier slechts 63, omdat
bij nadering van het punt tot k¢ de oplossingen twee aan twee
gaan samenvallen. '

Opmerking I. Men kan nu in dit laatste geval het gemeen-
schappelijke raakpunt $ aan de 3. 63 andere g toevoegen, en de
coincidentieformule:

e=p+g—g

toepassen, om te komen tot de kegelsneden die k4 vierpuntig, en
dan nog tweemaal tweepuntig aanraken. Voortgaande kan men dan
komen tot de kegelsneden die zespuntig, en dan nog tweepuntig
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de stralen van een complex die twee rechten # en n
snijden; 66k indien  en # stralen van de congruentie
of den complex zelf zijn.. De complexkromme in een
vlak. Hare klasse . . . . . . . . . .. e oo 1719

8. De incidentieformule pg = $%+ go voor de in-
cidentie punt-straal, afgeleid uit het beginsel van
het behoud van het aantal. Het ,,hoofdwoord” van
een formule van SCHUBERT . . . . . . . 19—20

9. Toepassing van de formule pg = p* - ge, doordien
wij de voorwaarde p vasthouden. Opmerkingen.
Plaatsbepaling van een punt op aarde. Nu de voor-
waarde g vast houden. . . . - . 20—23

10. Toepassing der formule pg = pz + ge op een stel
krommen die alle in eenzelfde vlak liggen; de voor-
waarde p wordt vastgehouden. Omhullende of en-
veloppe. Haar klasse y + v, en haar y-voudige raaklijn ~23—24

11. Hetzelfde stel krommen als in de vorige §; doch nu
wordt de voorwaarde g vastgehouden. Meetkundige
plaats der raakpunten van de raaklijjnen aan alle
krommen van het stel uit een punt P; haar graad is
4 -+ v, en Pis een u-voudig punt; de u raaklijnen in
dat’ punt Voor een stel krommen van den nen graad
is ¥ = 2u(n — 1). Verwantschap tusschen punten P
en Q op eenzelfde lijn. De Verwantschapsvergeh]kmg-
Haar dubbel- of dekpunten . . . . . . . .. 2426

12. Bundels van krommen van den #en graad; de basis-
punten. De stralenbundel of waaier. De kegelsneden-
bundel. De 4 basispunten. De raaklijnen uit een punt
aan de krommen van een bundel. De m. pl. der raak-
punten is van den graad 2n — 1; zij bevat de basis-
punten en het vaste punt. Voor den kegelsnedenbundel
komen hier nog bij de dubbelpunten der drie degene-
raties. De asymptoten van een bundel krommen van
den nen graad ombhullen een kromme van de klasse
2n — 1, niet leo als (2n — 2)-voudige raaklijn; voor
den kegelsnedenbundel dus een kromme van de derde
klasse met /oo als dubbele raaklijn. Voor een bundel
gelijkzijdige hyperbolen gaat deze kromme over in de
hypocycloide van STEINER met drie keerpunten. . . 26—29

13. De formule pg, = $° + g, (II). Toepassmg op de pun-
ten en raaklynen van een stel c? ruimtekrommen,
en op de punten en raaklijnen van een oppervlak De
rang van een oppervlak . . . . . . . . . . . 2931

14. De formule pg, = p2%, = p*g, + G = p% + G. (III)
Men mag de formules’van SCHUBERT in het “algemeen
niet door gemeenschappelijke voorwaarden symbo-
lisch deelen. Het aantal constanten der incidentie
punt-straal. De formules I, II, III zijn de eenig moge-
lijke incidentieformules voor de incidentie punt-straal 31—33

15. Toepassing van formule III op de punten en raak-
lijnen van een stel ! oppervlakken, in het bijzonder
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§ 16.
§ 17.
§ 18.
§ 19.
§ 20.
§ 2I.
§ 22.
§ 23.
§ 24.

wat betreft de m. pl. van de raakpunten der raak-
lijnenuiteen punt P . P is een u-planair u- Voudlg punt
Een kegelpunt van de orde p . . e

Bundels van oppervlakken van den ne? graad. Een
rechte raakt 2(n — 1) exemplaren aan. Bundel kwa-
dratische oppervlakken. De basiskromme een ruimte-
kromme van den 4¢n graad, of bikwadratische ruimte-
kromme. De 4 kegels van PONCELET. De raakpunten
van de raaklijnen uit een vast punt vormen een ku-
bisch oppervlak. Enkele bijzonderheden hiervan . .

Toepassing der formule pgp, = $3 + g, op stangenveel-
hoeken. De voorwaarde g, g, . . . g,,- Het aantal op-

lossingen bedraagt 2, behalve Voor het geval van den

driehoek, als wanneer er slechts één eigenlijke oplos-
sing is; de andere is ontaard. Oplossing van het vraag-
stuk met behulp van projectieve puntenreeksen. Laat
men de voorwaarde g, weg, dan omhult de laatste zijde
van den stangenveelhoek een kegelsnede, en voor het
geval van den driehoek een stralenwaaier om het sny-
punt van de lijn P, P, met het vlak my; . . .

Stangenveelhoeken, die voldoen aan de voorwaarde
Drba - - - Pr€ipep - - - Eny- Hun aantal bedraagt 3. Wordt
de voorwaarde Pn los gelaten, dan doorloopt het hoek-
punt p, een kubische ruimtekromme; alle stangen
doorloopen kubische kegels, en alle overige hoekpunten
vlakke kubische krommen. Het geval van den drie-
hoek. De punten P,, P,, P; op een rechte lijn. Het
aantal driehoeken wordt dan oneindig, en deze liggen
alle perspectivisch voor den top van den drievlakshoek
TUTTg o v o e e e e e e ..

Analytisch en synthetisch bewijs voor de in de vorige §
gevonden kubische ruimtekrommen. Collineaire pun-
tenvelden met hun drie dubbelpunten. . ..

Formules voor de incidentie lijnevlak. Ontwikkelbare
oppervlakken als omhullenden van ! vlakken. Schaar
vlakke krommen met n? gemeenschappeh]ke raak-
liipen . . . . . . . . ..

Formules voor de incidentie punt-vlak. Toepassing van
formule VII: pe? = ¢® -+ p% — p3 op een bundel kwa-
dratische oppervlakken. De graad van de krommen
der raakpunten van de raakvlakken door een lijn m
bedraagt 5. Zij rust in 2 punten op.#, bevat de toppen
van de 4 kegels van PONCELET, en snijdt de bikwadra-
tische basiskromme van den bundel in 8 punten . .

Formules voor de incidentie, die bestaat uit twee elkaar
snijdende stralen. Het symbool fe . . .

Gewijzigde incidentieformules. Voorbeelden: » punten
op een lijn, of » stralen door een punt . . .

Formules voor het aantal driehoeken, wier zijden van
3 tot 9 rechten snijden . . Ce

33—35

35—37

37—40

40—42

42—43

43—44

44—46

47—49

49—50

50—53
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§ 47.
§ 48.
§ 49.
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Toepassing der formules van § 41 op éen stel opper-
vlakken 2y, v, o; op een bundel (u=1, v=2(n—1),
o =3n— 1)2) en in het bl]ZOIldeI‘ op een bundel
kwadrieken. . . . .

Coincidentieformules voor het stralenpaar. De coin-
cidenties o, ¢, 97, de enkelvoudige voorwaarde §, en de

. tweevoudige B. De formules ¢g = ¢k, en off}=0p-+oe

De eerste 13 coincidentieformules voor het stralen-
paar . .

Verdere coincidentieformules voor het stralenpaar. De
beide brandpunten en brandvlakken van een con-

Het focaaloppervlak eener congruentie. Verschillende
vormen die dit oppervlak kan aannemen. Focaal-
krommen. Graad en klasse van het focaaloppervlak.
De rang eener congruentie. Formule van KLEIN. For-
mule voor gope. Voorbeeld: het focaaloppervlak be-
staat uit 2 ‘bollen. . e e

Afleiding van het Correspondentlebegmsel in de
stralenruimte . e e e e

De theorema’s van BEzouT voor de stralenruimte:
gemeenschappelijke stralen van regeloppervlak, con-
gruentie en complex Nieuwe afleiding voor de in-
cidentieformule (IX), § 22, voor twee elkaar snijdende
stralen. . . . . . . . Coe .

HOOFDSTUK III.

99—101

101—103
. 103—108
. 108—110
. 111—114
. 114—116
. 116—118

Meervoudige coincidenties en de theorie van het n¢ graads-

§ 50.
§ 5.
§ 52.

oppervlak

Over de raaklijnen van het puntalgemeene ne-graads-
oppervlak, die tevens behooren tot een regeloppervlak,
een congruentie, of een complex. Bijzondere gevallen.
De lineaire complex. . . . . . . . . . . . . ..

Over de dubbele raaklijnen van F™ Aantal dubbele

raaklijnen in een vlak en door een punt. Het eerste
aantal is datgenevan de dubbele raaklyjnen eener vlakke
kromme, het tweede van de dubbelribben van den
omgeschreven kegel. Schijnbare dubbelpunten van
de contactkromme van den omgeschreven kegel, ge-
zien uit den top . . . . . e e e

Over de driepuntig rakende, of hoofdraaklijnen, van
F™. Aantal hoofdraaklijnen in een vlak, en door een
punt; de eerste zijn de buigraaklijnen eener vlakke
kromme, delaatste de keerribben van den omgeschreven
kegel. De singulariteiten van dezen kegel, in verband
met de klasse van F?, de klasse van het dubbel-om-
geschreven ontwikkelbaar oppervlak; en die van het
raaklijnenoppervlak van de contactkromme van den
omgeschreven kegel. De binodale kromme.

119—122
. 122—125
. 125—128

]
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§ 53. De beteekenis der symbolen by, ¢;, d,, . . . by, Co, dy . . .

(271

“r

oy

wr

54.

55.

56.

58.

59.

60.

61.

De tabel der 21 symbolen, saamgesteld uit de voor-
waarden van aanraking, in verband met de voor-
waarden die de raaklijn of het raakpunt kunnen worden
opgelegd. De stamgetallen p,p,0:0,, D1%Peps, P120:% =
Prboge,en G .o L .

Berekening der stomgetallen G, p,26,% = p,9,8, en
P1%Paps vooOr groepen van ¢ punten . . . . . . . .

Aantal transversalen van 4 krommen van de graden
m, n, p, g. Vermindering van dit aantal voor gemeen-
schappelijke punten dier krommen. Hetregeloppervlak,

. 128—131

131—132

gevormd door de transversalen van 3 vlakke door-

sneden van F™, en het aantal transversalen ,p,p.p,
van 4 van die doorsneden. Hetzelfde symbool voor een
groep van 7 punten. Toepassingen op de kwadriek en
het kubisch oppervlak. De 27 rechte lijnen van F3.
Van F* aan liggen er-op F” geen rechte lijnen meer.
Bepaling van $,$,p.p, volgens SCHUBERT zelf . .

Berekening en discussie van de symbolen &g, &0.8e,
£38e, €38y, E3Da%, Exofe, 008y Exnbol, Ea0aCo. Uit dit laatste
symbool opnieuw het aantal rechte lijnen op F3 .

Berekening van de symbolen e,g, £,0,, €8, 3003, €305, £9008,
899900, €5, £49, €33, E30, Epom - - ¢ - e o e e 0 e .

Berekening van de symbolen g,,8, (met de contréle
. Egoof == 2 . Egoby + 1. £59001), &30, €N £5b101d; =

Controéle der 21 symbolen door combinatie onderling,
én met de formules voor enkelvoudige snijpunten.
g5, €401, opnieuw &, £5018, €018, Eaoloby, €390y, Eonpbr.
£49 OP 3 Manieren, &g, €490 (2 Mmanieren), epp90 . . .

Het vervangen van een vlakke doorsnee door een wil-
lekeurige kromme %7. Toepassing op het symbool eybyg,,,
en het afleiden van de klasse van het oppervlak langs
dezen weg. Het symbool ¢5b,9, waarbij de vlakke door-
snede vervangen wordt door de kromme g,b,, dus
het regelvlak van de hoofdraaklijnen in die punten,
wier eene hoofdraaklijn 4-puntig raakt; het valt uit-
een in twee afzonderlijke oppervlakken. Aantal punten,
waar beide hoofdraaklijnen 4-puntig raken, en samen-
vallen. Aantal punten wier beide hoofdraaklijnen 4-
puntig raken, zonder samen te vallen. De 135 snij-
punten der 27 rechten van het kubisch opperviak. De
45 drievoudige raakvlakken, waarvan er 5 door iedere

. 133—137

. 137—140

141-—144

. 144—147

. 147—151

rechte gaan. . . . . . e e e e e e 151—156

De spinodale lijn, en het regeloppervlak der parabo-
lische hoofdraaklijnen. Elliptische, hyperbolische en
parabolische punten; de spinodale lijn, haar graad.
Graad van het regeloppervlak der parabolische raak-
lijnen op 2 manieren. De spinodale lijn en de kromme
£4b4 raken elkaar in 2n(n — 2)(11n — 24) punten. Dit
zijn de plooipunten van F» . . . . . . . .. ..

156—160
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86.
87.

88.

89.

90.

91.

93.

94.
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Berekening der 8 stamgetallen, en van nog verschillen-
de andere, hetzij rechtstreeks, hetzij trapsgewijze, door
toepassing van de hulpstelhng van congruentie en
complex . . . . . e e e e e

Formules waarin ook de commdentlestraal optreedt

Berekening der symbolen e,p3%, e,p%h,, szpehz, ssp eape
exp?h,, en egpehy nit de tabel van § 8

Berekemng der symbolen 02, eqpe, egphy, e5p; &5hs,
&g; €32, Eooma; 8328122, 843, e5j> ee, op verschillende ma-
nieren. . . . e

De tabel der 43 &¢’s. De symbolen, waardoor aan de
coincidentiestralen meervoudige voorwaarden worden
opgelegd. De 4 vlakken door een straal die den com-
plex osculeeren, en de 2(n — 3) (# + 2) die hem dubbel
aanraken. Projectiviteit tusschen de punten op en de
vlakken déér een complexstraal. In de 4 hoofdvlakken
bezit de complexkromme een keerpunt in P met
raaklijn s, in de 2(n — 3)(n + 2) andere een dubbel-
punt met één dubbelpuntsraaklijn in s . . . .

Het Pliicker’sche oppervlak; de beide duallstlsch
tegengestelde definities. Graad en klasse zijn gelijk
aan 2n(n —1). Bepaling van deze getallen langs
verschillende wegen. De keerkromme en haar snij-
punten ‘met /. De dubbelkromme en haar snijpunten

. 224228
228—230
231—235

. 235—239

. 239—242

met /. Beteekenis van de symbolen g,$2, £,6%, £30€2, £9996>

voor het oppervlak. De lineaire .complex . . . . .

Stralenwaaiers die geheel tot den complex behooren.
De complexkegel bij den lineairen complex. Het sin-
guliere of Kummer'sche oppervlak bij den kwadra-
tischen complex. De singuliere kromme van den graad
90 bij den kubischen complex. De 1280 singuliere
waaiers bij den complex van den vierden graad .

Het singuliere oppervlak van den complex. De graad
bedraagt 2n(n — 1)2. Voor den kwadratischen com-
plex wordt het het oppervlak van KUMMER genoemd.

HOOFDSTUK VI.

Het karakteristiekenprobleem.

Doel van dit hoofdstuk. Het begrip ,karakteris-
tieken”’. De grondformule van CHAsSLES. Opstelling
en interpretatie van de algemeene karakteristieken-
formule. Voorbeeld: pg = p% + g, g2 =2.g, en de
formule van HALPHEN voor twee stralencongruenties

Nadere beschouwing der karakteristiekenformule; het
afleiden van de algemeene karakteristiekenformule
uit bijzondere vormen er van. Bewijs voor het bestaan
van de karakteristiekenformule voor het punt uit het
theorema van BEzouT. Het karakterlstlekengetal
voor het punt is één . . . Coe

242246

. 246—247
247—249
250—253

. 253—256
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A.
4.
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Aantal (Beginsel van het behoud van het —), 3
Absolute bolcirkel, 64.

Absolute punten van een viak, 64, 74.
“Apollonius van Perga 74.

B.
Basiskromme van een bundel opperviakken,16, 21 79.

Basispunten van een bundel, 12,
Beginsel van het behoud van het aantal, 3, 4.

. Bezout (theorema van — voor vlakke krommen), 29.
. (theorema van — voor kromme en oppervlak, voor twee op-
pervlakken), 30, 80.
Bezout (theorema van — voor de stralenruimte, 49, 85.

Bikwadratische ruimtekromme, 16, 21, 79.

Bilineaire congruentie, 45.
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Bisecanten eener ruimtekromme, 47, 102.
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Bollenbundel, 80.
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Brandvlakken van een cungruentiestraal, 46, 47, 100.

Buigpunten, 33, 52.

Bundels van krommen, 12, van kegelsneden, 65.

Bundels van oppervlakken, in het bijzonder kwadratische, 16, 21, 79,
98, 100.

C.

Centrale collineatie, 34.

Chasles (Michel), 25, 28, 93, 104.

Cirkelpunten, 64, 74.

Clebsch (Alfred), 92, 100.

Coincidentieformules, 26, 27.

Coincidenties eener verwantschap, 25.

Collineaire puntenvelden, 19, 29.

Complex van Reye, 101.

Complexkegel, 6, 81.

Complexkromme, 7, 84,

Connex, 100.

Constanten (noodzakelijjke —) ,1.

Constanten der incidentie punt-straal, 14.

Correspondentiebeginsel van Chasles, 25. .
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' in de ruimte, 30.
. voor het stralenpaar, 48.
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Natuurlijke singulariteiten, 32.

Net van eerste pooloppervlakken, 39, 42.
Net van kegelsneden en kwadrieken, 79.
Noodzakelijke constanten; 1.

0.

‘Ombhullende, 10, 17, 32. _
Oneindig verre imaginaire cirkelpunten, 64, 74.
Ontaarde kegelsneden, 12, 65.

Ontaardingen § en 7 bij de kegelsnede, 65.
Ontwikkelbaar raaklijnenoppervlak, 52.
Ontwikkelbare oppervlakken, 20.

Oppervlak van Kummer, 91, 92.

Oppervlak van Pliicker, 90.
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Parabolische punten en raaklijnen, 61, 64.
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Pliicker’sch oppervlak, 90.
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Poolvlak, 42.

Projectieve puntenreeksen, 26.
Projectiviteit, 11, 19, 26, 89.
Puntalgemeene kromme, 31.
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Raaklijnenoppervlak eener ruimtekromme, 21.
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Rang van een oppervlak, 13.
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i@~ Intekenaars op het ,N. T. v. Wiskunde”, ,Chr. Huygens” of ,Euclides” genieten bij ver-

schijning van deze en andere werken in Noordhoff’'s fonds belangrijke prijsvermindering.

NOORDHOFF's VERZAMELING VAN WISKUNDIGE WEHKEN |

» We stellen er prijs op onze verheugenis te uiten over de wijze, waarop
Noordhoff’s Verzameling van Wiskundige Werken een tijdperk heeft
geopend van opleving in onze vaderlandse wiskundige literatuur. Het
Nieuw Tijdschrift voor Wiskunde mag met recht roem dragen op haar
initiatief.” Weekbl. voor Gymn. en M. O. Dr. S. L. van Oss.

Reeds verschenen:

Deel 1. Prof. Dr. Hk. de Vries. De vierde dimensie. ‘2e druk.
Gebonden . . .. . f 390

Deel Il. Prof. Dr. Fred. Schuh. Grepen uit de moderne meetkunde.
le deel: Reciproke transformaties in het viak en in de ruimte. Hyper-
boloiden en kegelsneden. Harmonische eigenschappen en cirkelbundels.
Met 224 figuren in de tekst. Gebonden . . . . . . . . f1140

Deel lll.  Prof. Dr. G. Schouten. De grondslagen der rekenkunde. Met
toepassingen op grenswaarden, oneindige reeksen en producten, ge-
durige breuken, dubbelreeksen. 2e druk. Gebonden . . . f 390

Deel IV. Prof. Dr. J. A. Barrau. Analytische meetkunde. le deel: Het
Platte Viak. 2e druk. Gebonden e e f10.20
2e deel: De Ruimte, gebonden . . . . . . . . . J 14.50

Deel V. Prof. Dr. Fred. Schuh. Leerboek der Theoretische Rekenkunde.
le deel: Natuurliike getallen en cardinaalgetallen. Het rekenen in tal-
stelsels en met positieve en negatieve getallen. Binomium van New-
ton en de stellingen van Fermat en Euler. Onbepaalde vergelijkingen en
kenmerken van deelbaarheid. Ontbinding der Faculteiten. Geb. f 10.20

Deel VI. Prof. Dr. Hk. de Vries. Leerbock der Differentiaal- en Inte-
graalrekening, en van de Theorie der Differentiaalvergelijkingen.
le deel: De Differentiaal- en Elementaire Integraalrekening, 2e druk.
Gebonden . e A L )
2e deel: Integraalrekening, gebonden . . . . . . . . . - 1650
3e deel: Differentiaalvergelijkingen, gebonden . -19.20
3 delen in eens besteld . R L R

Deel VIi.  Prof. Dr. J. G. Rutgers. Inleiding tot de Analytische Meetkunde
le deel: Het platte vlak, gebonden, 2e druk . . . . f 6.50
2e deel: De ruimte, gebonden met atlas . . . . . . . - 6.50

Deel VL. Prof. Dr. Hk. de Vries. Beknopt leerboek der Projectieve
Meetkunde. Gebonden . R Y 1)

Deel IX. Prof. Dr. ]. G. Rutgers. Meetkunde der kegelsneden, gebonden
metatlas . . . . . . . . . . . ... .. ... f5

Deel X.  Prof.Dr.C.H.van Os. Moderneintegraairekening. Geb. f 5.50

Deel XI. Prof. H. ]J. van Veen. Leerboek der Beschrijvende Meetkunde
lIe deel: Projectiemethoden, gebonden . . . . . . . . f690

Deel XII. Prof. Dr. Fred. Schuh. Beknopte hogere algebra f 15.—

Deel XIll. Prof. Dr. Fred. Schuh. Het getalbegrip, in het bijzonder het

onmeetbare getal. Gebonden . . . . . . . f 7150
Deel XIV. Prof. Dr. Fred. Schuh. Het natuurlijke getal . . f 5.90
Deel XV. Prof. H. J. van Veen. Leerboek der Beschrijvende Meetkunde,

deel I, Opperviakken en ruimtekrommen . . . . . geb. f 7.75
Deel XVI. Prof. H. J. van Veen. Beknopt leerboek der Beschrijvende

Meetkunde . . . . . . geb. f1050

Deel XVI.. Dr. Hk. de Vries. Inleiding tot de studie der meetkunde
van het aantal f475. . . . . . . . . . . . geb. f 5.75
Deel XVIII. Dr. C. H. van Os. Inleiding tot de Functietheorie
490 . ., .. .. geb. f 575
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zullen worden, of uitgevaardigd zouden kunnen worden, geen
aantrekkelijk studieobject vormen. Ik zeg er dadelijk bij, dat wij
,wet” hier niet in j'uridische zin moeten opvatten; het is in dit
geval een regel, waardoor wij de decimalen van een reéel getal

achtereenvolgens kunnen berekenen. Ook kan over de verzameling

van alle wetten wel degelijk iets gezegd worden; dat behoort
-echter tot de diepstgaande onderzoekingen, die Prof. Brouwer op
het gebied van de intuitionistische wiskunde heeft ondernomen.
Dat evenwel die mathem'atici, die zich v66r Brouwer op een min
of meer intuitionistisch standpunt stelden, het nooit tot een bevre-
digende theorie van het continuum hebben gebracht, ligt hieraan,
dat zij zich een re€el getal steeds als door een wet van te voren

bepaald dachten. Zij waren dan gedwongen, of, als Borel, een-

afzonderlijke ,,meetkundige” continuumintuitie te onderstellen, of,
als de Weense Philosoof Kaufmann, het bestaan van een conti-
nuum, dat enigszins op dat van de klassieke wiskunde lijkt, te
ontkennen.

Hoeveel eenvoudiger wordt de zaak, wanneer wij keuzenreeksen
toelaten! Het continuum is dan eenvoudig de volkomen vrije
keuzenreeks. Beperkt men de vrijheid van keuze, dan definieert
men bepaalde verzamelingen op het continuum. Schrijven wij bijv.
voor, dat de eerste decimaal een 3 moet zijn, dan is daardoor een
deelsegment van het eenheidscontinuum bepaald. Schrijven wij
voor, dat bij iedere keuze slechts O of 1 gekozen mag worden,
dan krijgen wij al een veel ingewikkelder verzameling. De eerste
keuze beperkt zich tot de segmenten (0; 0, 1) en (0, 1; 0, 2); de
tweede zondert uit het eerste de beide segmentjes (0; 0, O1) en
(0, 01; 0, 02), uit het tweede (0, 1; 0, 11) en (O, 11; O, 12) af;
de verzameling ontstaat dus als de doorsnede van een oneindige
rij verzamelingen, die ieder uit een eindig aantal segmentjes
bestaan.

Door de invoering van de keuzenreeksen wordt dus niet alleen
een belangrijke vereenvoudiging bereikt, maar tevens een geheel
nieuw en origineel veld van wiskundig onderzoek geopend. Het
belangrijkste resultaat, dat Prof. Brouwer in deze richting ver-
kregen heeft, is dit, dat iedere in een gesloten interval overal
bepaalde functie in dat interval gelijkmatig continu is. Volgens
de klassieke wiskunde is dat volstrekt niet het geval: de functie,
die voor elke meetbare waarde van x gelijk aan 1 en voor elke
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onmeetbare waarde gelijk aan O is, is wel een extreem voorbeeld
van een functie, die overal bepaald, maar ook overal discontinu is.
Een dergelijke. functie is echter volgens intuitionistische opvatting
geenszins overal bepaald; er zijn immers ook waarden van X
denkbaar, waarvan wij niet weten, of zij meetbaar zijn of niet,
zodat wij de waarde van de functie voor zulk een-waarde van x
niet. kunnen uitrekenen, en dan bestaat de functiewaarde voor ons
ook niet. Een functie is alleen dan voor iedere waarde van x
bepaald, wanneer wij de functiewaarde zo nauwkeurig wij willen
kunnen benaderen, mits x nauwkeurig genoeg benaderd is. Een
dergelijke functie nu blijkt steeds gelijkmatig continu te zijn.

Ik zal nog door een voorbeeld laten zien, hoe ook buiten de
leer van het continuum keuzenreeksen kunnen optreden. In de
theorie van de oneindige reeksen kent men het begrip ,,onvoor-
waardelijke convergentie”. Een reeks f; + #s 4 .. + fu + . . (1),
die nu niet uitsluitend positieve - termen behoeft te hebben, heet
onvoorwaardelijk convergent, als ze convergeert en de som onaf-
hankelijk is van de volgorde van de termen; d.w.z. bij iedere rij
natuurlijke getallen ny, ns,.... nm,...., waarin ieder natuurlijk
getal juist eenmaal voorkomt, heeft de reeks

A (2)

dezelfde som als (1). Het is duidelijk, dat ,iedere rij” hier als
,,ri] van vrije keuzen” opgevat kan worden, mits men de vrijheid
van keuze zo beperkt, dat ieder getal eens en niet meer dan eens
voorkomt. Dat een getal tweemaal optreedt, kan men voorkomen,
door te verbieden, een eenmaal gekozen getal nog eens te kiezen.
Dat ieder getal optreedt, bereikt men als volgt. De eerste keuze
geeft n,. Bij de tweede keuze kiezen wij een getal p; > 1, en
verplichten ons daardoor, onder de eerste p, getallen ny het getal
1. te kiezen (dus komt onder de eerste p, — 1 getallen ny de 1 niet
voor, dan moeten wij np = 1 kiezen). De derde keuze geeft ns;
bij de vierde kiezen wij p. > p;, waardoor vastgelegd wordt,
wanneer op zijn laatst de 2 gekozen moet worden, enz. Bij deze
ruimere opvatting van de onvoorwaardelijke convergentie blijit bijv.
de stelling gelden, dat iedere absoluut convergente reeks ook on-
voorwaardelijk convergeert.

Ik hoop U voldoende aangetoond te hebben, dat de vraag, wat
er nu eigenlijk bij de intuitionistische opvatting van de kiassieke
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wiskunde overblijft, onjuist geformuleerd was, omdat het intuitio-
nisme niet maar een deel van de klassieke wiskunde omvat, maar
ten dele de klassieke begrippen splitst, waardoor een klassieke
theorie in verschillende naast elkaar verlopende theorieén . uiteen-
valt, ten dele de klassieke begrippen door nieuwe van geheel andere
aard vervangt, en soms ook begrippen vormt, die niet met bepaalde
begrippen uit de klassieke wiskunde corresponderen. Van' een
volkomen verkeerde opvatting getuigt de bewering, dat de intui-
tionistische wiskunde slechts' armzalige overblijfselen van de
klassieke zou bevatten. De nieuwe wiskunde zal, als zij voldoende
intensief beoefend wordt, tot een even indrukwekkend en harmo-
nisch geheel kunnen uitgroeien als de oude, maar zij zal van
geheel andere aard zijn. De vraag, die ik aanhaalde, gaat dus niet
alleen uit van een verkeerde opvatting over de intuitionistische
wiskunde, maar ook van een onjuist inzicht in de ontwikkeling
van een tak van wetenschap in het algemeen. Men vergelijkt de
wetenschap dikwijls bfj een -onbekend land, waarin de onder-
zoekers onder grote moeite langzaam doordringen, om er. steeds
meer geheimen van te ontsluieren. Om echter onze vraag te kun-
nen beantwoorden, zouden wij die onbekende streek als uit een
vliegtuig op grote hoogte moeten kunnen beschouwen, om er zo
de grote rivieren en de belangrijkste bergen van te overzien. Mis-
schien gelukt het een enkele maal aan een zeer geniale geest, zo
de ontwikkeling van een wetenschap voor lange tijd vooruit te zien;
de gemiddelde wetenschappelijke onderzoeker is niet aan het
vliegen toe. Echter laat de intuitionistische wiskunde zich slecht
met een onbekende landstreek vergelijken; dit beeld suggereert
te sterk een bestaan van de wiskundige entiteiten ook onafhanke-
lifk van ons denken. Ik wil trachten, er een beter passend beeld
voor in de plaats te stellen. '

De meesten van U zullen wel eens genoten hebben van die
merkwaardige natuurfilms, waarvan Dr. Mol de vervaardiging op
het peil van een nieuwe tak van kunst gebracht heeft. Hieronder
is een soort, die mij altijd bijzonder heeft getroffen; dat is diegene,
waarin wij de kristallisatie van een stof zich zien voltrekken, zoals
dit verschijnsel zich onder de miskroskoop voordoet. Men ziet het
proces in enkele punten beginnen; van die centra schieten stralen
uit, soms langer, soms korter, die weer zijtakken vormen, zodat de
takken, die van verschillende centra uit gegroeid zijn, elkander
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raken en doorsnijden. Dan plotseling blijkt uit dit schijnbaar
uiterst onregelmatige proces een patroon gevormd .te zijn, waar-
van de harmonie door de tegenstelling des te meer indruk maakt.
Nu weer toont de film ons de rand van het kristallisatiegebied en
nemen wij waar, hoe het eenmaal gevormde patroon zich over een
. steeds grotere oppervlakte verbreidt, nu eens met fel uitschietende
stralen, dan weer gelijkmatig voortschrijdend.

Ik zie in deze film een beeld van de ontwikkelingsgang van een
tak van wetenschap, in het bijzonder van een wiskundige weten-
schap. Het is evenmin als het vorige vrij van eenzijdigheid, en
geeft misschien een wat te passieve indruk, maar daarvoor geeft
het de spontane ontstaanswijze van een wetenschap goed weer.
Ook hier wordt het begin nauwelijks opgemerkt: enkele onder- -
zoekers werken onafhankelijk van elkander aan detailproblemen,
die schijnbaar niet met elkander samenhangen; anderen bouwen
op hun resultaten voort en passen hun methoden op nieuwe
problemen toe, tot uit hetgeen eerst een willekeurig vraagstuk
was een omvangrijke theorie is gegroeid. Theorieén, die in ver-
schillende uitgangspunten hun oorsprong hadden, gaan elkander
raken, doordat zij hetzelfde probleem ieder met hun eigen methoden
aanpakken, of juist die methoden bepaalde punten van overeen-
komst blijken te bezitten; zij vlechten zich zo steeds meer door
elkander. Dan is de tijd gekomen voor diengene, wien het gegeven
_is, in de schijnbare chaos van ideeén en methoden de innerlijke
harmonie, het verrassend eenvoudige patroon te zien, en daarmede
een nicuwe tak van de wiskunde te grondvesten. Gewoonlijk blijkt
dan al spoedig, dat de nieuwe begrippen en methoden op veel meer
problemen van toepassing zijn dan men oorspronkelijk meende,
en dat zij een steeds groter deel van de wiskunde onder hun
invloed brengen, tot ten slotte de voortdurende herhaling van
hetzelfde patroon vervelend gaat werken en vanzelf tot een einde
komt. Een enkel voorbeeld: In zijn beroemde Erlanger Programm
overzag Felix Klein de harmonie van het patroon, dat de meet-
kundige onderzoekingen van zijn tijd vormden, maar dat voor
hem niemand er in had gezien; later schreef hij zelf daarover:
»Das Erlanger Programm gehort zu denjenigen Schriften, welche
zu neuem anregen wollen, indem sie Vorhandenes ordnen”, en
inderdaad heeft het een krachtige stoot gegeven zowel aan de
ontwikkeling van de meetkunde als aan die van de groepentheorie.
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Willen wij nu de ontwikkeling van de intuitionistische wiskunde
bestuderen, dan kunnen wij niet met de afsluiting, met een alge-
meen programma beginnen. Evenals bij de vorming van kristallen
veel afhangt van de juiste samenstelling van de oplossing, is voor
het beoefenen en begrijpen van de intuitionistische wiskunde aller-
eerst de juiste geestelijke instelling nodig. Wanneer ik die met
enkele woorden moet omschrijven, kan ik niet anders zeggen.dan:
zo vrij en natuurlijk mogelijk. Nadat men zich eenmaal het inzicht
eigen heeft gemaakt, dat het bestaan onafhankelijk van ons denken
van wiskundige entiteiten geen legitiem bewijsmiddel in de wis-
kunde is, en dat de uitdrukking, dat een wiskundige entiteit
,bestaat” niets anders kan betekenen dan dat wij ze in gedachten.
hebben opgebouwd, doen wij goed, ons niet op bepaalde grond-
elementen of constructieprincipes vast te leggen. Als punt van
uitgang doet zich vanzelf de rij der natuurlijke getallen voor;
het zou echter onjuist zijn, al datgene voor zinloos te verklaren,
dat zich niet tot relaties tussen bepaalde natuurlijke getallen laat
herleiden, of behalve operaties met eindige verzamelingen slechts
de volledige inductie als constructiemiddel te erkennen. Door
dergelijke min of meer willekeurige beperkingen ontstaat het ge-
vaar voor een dogmatische instelling, die de ontwikkeling slechts
kan schaden.

Wat nu de in concreto bewerkte delen van de intuitionistische
wiskunde betreft, bevinden wij ons nog bijna overal in het eerste
stadium. Er beginnen zich kristallisatiekernen te vormen, groten-
deels onafhankelijk van elkander. Uit verschillende gebieden van
de wiskunde kiezen wij problemen, waaraan wij hopen, de karak-
teristiecke moeilijkheden van zo’n gebied te leren kennen. Het is
noodzakelijk, een dergelijk probleem tot in details te onderzoeken,
omdat de ervaring leert, dat zich dikwijls moeilijkheden voordoen
waar men die niet verwacht. Een treffend voorbeeld hiervan is
de zogenaamde algorithme van Euclides, d.i. het bepalen van de
GGD door deling, en wel in zijn toepassing op veeltermen. Wan-
‘neer twee veeltermen in x gegeven zijn, bijv. ’

S(X)=ax"+axm1 4. .. ., + am;

g(x) =bpx" 4 byx"1 4. . ... 4 bn,
waarbij m =< n, dan beginnen wij met g(x) door f(x) te delen.
Is de rest van deze deling

nix) = xP - oxP-l 4 . +¢p (» < m),
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dan delen wij r;(x) op f(x); de rest van deze deling delen wij op
‘r1(x), enz. Gaat een.deling op, dan is de laatste deler de GGD
van f en g. Dit schijnt nu op het eerste gezicht een bij uitstek
intuitionistische -methode; er wordt immers een rekenwijze aan-
gegeven, waardoor wij de GGD werkelijk kunnen berekenen. En
toch schuilt hier een adder onder het gras. Laten wij aannemen,
dat de coéfficienten reéle getallen zijn. Men kan met de eerste

deling slechts beginnen, als men Z—‘(‘)kan berekenen; daarvoor is
nodig, zoals ik reeds opmerkte, dat a, aanwijsbaar van 0 verschilt.
Laten wij een veelterm, waarvan de coéfficient van de hoogste
macht aanwijsbaar van O verschilt, regelmatig noemen.- De eerste
deling is dus uitvoerbaar, mits f regelmatig is, hetgeen wij zonder
bezwaar kunnen onderstellen. Opdat wij de tweede- deling kunnen
uitvoeren, moet echter ry(x) regelmatig zijh; dit zal aan de ge-
geven veeltermen niét direct te zien zijn. Om zeker te zijn, dat het
gehele proces uitvoerbaar is, moet men-eisen, dat alle veeltermen,
waardoor achtereenvolgens gedeeld wordt, ‘regelmatig zijn; deze
eis legt aan f en g een zo-zware beperking op, dat het algemene
karakter van de algorithme volkomen verloren gaat. Wij zien ons
dus voor de noodzaak geplaatst, een theorie van de deelbaarheid
van veeltermen op te bouwen, onafhankelijk van de algorithme
van Euclides, dus geheel verschillend van de klassieke theorie.
Dit leidt vooral tot belangrijke consequenties, wanneer men niet
onderstelt, dat de coéfficienten reéle of complexe getallen zijn,
maar wanneer zij tot een willekeurig lichaam kunnen behoren.
Dergelijke verrassingen geven aan het werken op dit gebied een
bijzondere bekoring, maar zij maken anderzijds een uitgebreide
detailstudie op alle gebieden van de wiskunde noodzakelijk. Eerst
nadat veel meer gebieden doorvorst zullen zijn en veel vollediger
dan nu het geval is, zal men tot een synthese kunnen komen. Men
zal de moeilijkheden, die zich op verschillende gebieden voordoen,
kunnen classificeren, men zal methoden vinden om moeilijkheden
van een bepaalde soort te overwinnen, en zo vele detailbeschou-
wingen uit de eerste periode overbodig maken..Dan zal het mis-
schien ook mogelijk worden, de vraag, hoe de intuitionistische
wiskunde er eigenlijk uitziet, in het algemeen te beantwoorden.

. Intusschen zijn er ook nu wel onderdelen, waar de periode van
het detailonderzoek voorbij schijnt en het patroon zich duidelijker
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aftekent. Dit zijn juist die gebieden, waar van de oude wiskundé
het minste overbleef, zodat een nieuwe opbouw van de grond af
noodzakelijk was, zoals de-verzamelingsleer. Reeds de- eerste
publicaties van Prof. Brouwer over dit onderwerp vertoonden een
zodanig afgeronde vorm, dat zij het detailonderzoek, dat onge-
twijfeld ook hier, zij het in het verborgen, vodrafgegaan is, verre
overschreden, en overal de grote lijnen van de theorie toonden.
In de theorie van de puntverzamelingen blijkt in dit opzicht vooral
het begrip van een ,catalogisering”’, -dat ik hier slechts noemen
kan, zeer vruchtbaar.

Heb ik tot dusver de intuitionistische wiskunde als geheel op
zichzelf staand besproken, dan moet ik nu opmerken, dat haar
ontwikkeling ook door invloeden van buiten beinvioed zal worden.
Het zou haar prestige buitengewoon verhogen, "als het gelukte,
er de theoretische physica op te grondvesten; dit zou bovendien
naar mijn mening uit philosophisch oogpunt van groot belang zijn.
Het zou mij te ver voeren, uitvoerig op de philosophie der natuur-
kunde in te gaan; ik wil slechts opmerken, dat onze natuurwaar-
neming en de verwerking tot ervaring een proces vormen, waarin
onze geest actief optreedt op een wijze, die veel overeenkomst
vertoont met hetgeen in de intuitionistische wiskunde- geschiedt.
Het zou tot de eenheid van de wetenschap veel bijdragen, als de
beide gebieden tot een eenheid konden worden samengesmolten.

Op het eerste gezicht schijnt het, alsof het vanzelf spreekt,
dat de wiskunde, die in de natuurkunde wordt toegepast, intuitio-
nistisch is. Een physische theorie heeft immers slechts zin, wanneer
zij aan de ervaring getoetst kan worden. Dit gaat practisch zo,
dat de theorie voorschriften geeft voor de berekening van zekere
getallen, die dan met uit proefnemingen gevonden getallenwaarden
moeten kloppen. De voorschriften van de theorie zijn noodzakelijk
rekenaanwijzingen in intuitionistische zin. Oorspronkelijk vatte
men de theorie ook zo op, dat met iedere daarin optredende
grootheid een principieel meetbare grootheid bij het experiment
moest overeenkomen. Langzamerhand heeft zich echter het wis-
kundige apparaat van de theoretische physica zo uitgebreid, dat
vele gedeelten daarvan niet direct betrekking op ervaring hebben,
doch slechts enkele gevolgtrekkingen principieel verifieerbaar zijn.
Men zou de theorie kunnen vergelijken met een meer-electroden-
lamp, zoals die aan radiotoestellen gebruikt worden, en de natuur
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met een fitting. Past de lamp in de fi‘tting, dan is de theorie juist.
Het beeld is zeer summier,. maar 'het illustreert twee eigenaardig-
heden van de moderne natuurkunde: ten eerste, dat grote gebieden
van de theorie niet direct met de ervaring verband houden, terwijl
toch de theorie als zodanig een samenhangend geheel vormt, ten
tweede, dat bij ieder experiment niet een bepaalde vergelijking
of een bepaalde onderstelling geverifieerd wordt, maar de gehele
theorie. ' '

Die gedeelten van de theorie nu, die min of meer los van de
ervaring staan, zijn dikwijls intuitionistisch zeer aanvechtbaar. De
taak, een intuitionistisch fundament aan de moderne natuurkunde
te verschaffen, is dan ook geweldig groot; voorlopig kan zij slechts
een richtsnoer zijn, een ver baken, dat richting aan onze onder-
zoekingen kan geven.

Nu ik het einde van deze les nader, kom ik nog even terug op
het beeld van de kristalfilm. Wij weten, dat voor de indruk, die
de film maakt, de compositie zeer belangrijk is. De vervaardiger
kiest die gedeelten van het fotografische materiaal uit, die hem
het geschiktst lijken en rangschikt die zo, dat het geheel zo
indrukwekkend mogelijk wordt. Ten opzichte van de wetenschap
valt deze taak ten deel aan den leerboekenschrijver en den docent.
Het stemt mij' tot grote voldoening, dat ik in staat ben gesteld,
deze taak voor de intuitionistische wiskunde op mij te nemen.
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