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Als a, b en c de zijden van een driehoek zijn, zijn de wortels 
van b 2x2  + (b2  + c2  - a2) X. + c2  = 0 imaginair. Bewijs 
dit. 

x2 +2x-8 Schets de grafiek van y = 
x 2  - 4x-5 

De vorm f(x) 	3x3  + ax2  + 13x  + b laat bij deling door 
x2  - x - 6 tot rest 47x + 99. Bepaal a en b en los daarna 
de vergelijking f(x) = 0 op. 

De grafiek van de functie y
b 
 heeft twee 

asymptoten evenwijdig aan de y-as, nI. x = —1 en x = —2. 
Bepaal a en b en teken de grafiek. 
Van de vergelijking ax 3  - x2  - abx + b = 0 is één der 
wortels = —3, terwijl de twee andere wortels elkaars omge-
keerde zijn. Bepaal a en b en de andere wortels. 
Welke betrekking bestaat tussen p en q, als de vergelijkingen 
x2  + px  + p2  = 0 en x2  + qx  + q 2  = 0 één wortel gemeen 
hebben? Kunnen p en q beide reëel zijn? 

x2 -2x-15 Onderzoek de grafiek van de functie y 
= x + 

Herleid V'27 + 10V. Als dit geschiedt door de vorm gelijk 
te stellen aan Vx'+ Vy,  enz., welke eigenschap wordt dan 
daarbij gebruikt? Bewijs deze. 
De wortels van de vergelijking 2x 2  - 19x + 51 = 0 zijn b 
groter dan die van de vergelijking 2x 2  - 3x + a 	0. Bepaal 
a en b. 
In een driehoek beschrijft men een rechthoek met twee hoek-
punten op de basis en twee hoekpunten op de opstaande 
zijden. Als de hoogte van de rechthoek x is, voor welke waarde 
van x is dan de oppervlakte van de rechthoek maximaal? 
DevormV(a+2)x4—(a+1)x3+2bx2+(b+14)x 
+ 6 is deelbaar door (x + 2) en geeft bij deling door 
(x - 1) tot rest —36. Bepaal a en b. Los daarna op de 
vergelijking V = 0. 
Men zet op een lijnstuk a aan weerskanten een Iijnstuk x af 
en maakt nu een rechthoek met 't middelste stuk tot basis en 
de uiterste stukken tot opstaande zijden. Voor welke waarde 
van x is de oppervlakte van die rechthoek zo groot mogelijk? 

4 
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Gevraagd een vergelijking van de derde graad, waarvan één 
wortel 2 is en de andere wortels het drievoud zijn van die 
van de vergelijking x2 	4x + 10 = 0. 
Welke kwadratische functie in x neemt de waarden 0, —2 en 
0 aan, als men voor x opv. substitueert —1, 0 en 2? Bepaal 
ook de uiterste waarde van die functie. 

De vorm 	m(x-2) 	is onbepaald voor x = 2 en heeft 
- ax2  + a— 1 

tot grenswaarde 1/2. Bepaal a en m. Splits daarna de breuk 
in de som van drie breuken: 

A 	B 	C 
x+2 +  X_1 + X+1 

Als gegeven is: 
x4  + 3x3  - 28x2  ± 18x + in = (x2  + ax ± t) (x2  + bx 
+ t), bepaal dan m, a, b en t. Los daarna op de vergelijking: 
x4  + 3x3  - 28x2  +18x + m = 0. 
De vorm ax2  + bx  + c wordt 0 voor x = 4 en voor x = 1 
en laat bij deling door (x - 5) tot rest 12. Bepaal a, b en c. 
Welke rest laat de drieterm nu over bij deling door (x - 
Voor welke waarde van p is deze rest minimaal? 
Gegeven de vergelijking x2  —(3m - 2)x +(3m2 - 3m —2) 

0. Voor welke waarde van m is x13  + x23  maximum? 

Schets de grafiek van y = 3x-4 
x+4 

Gegeven: x2  —(a - 3)x —(a - 3)= 0. Bereken x 1 2  + x22 . 

Voor welke waarde van a is deze som minimum? Gevonden 
wordt, dat de minimumwaarde —1 is voor a = 2. Hoe komt 
het, dat men hier voor de som van twee kwadraten een nega-
tieve uitkomst vindt? Wat is dus op te merken omtrent de 
wortels van x 2  + x + 1 = 0? Los ook eens op x 3  = 1. Hoe-
veel zal x'° zijn (de 19e macht van één der imaginaire wor-
tels). 
Los x op uit: ,/{x—V(1  —x)} = 1 —/x. 
Los x en y op uit: 

[(5x-3y + 1)(6x-3y  + 4) - —0 
4x+3y-7  

.12x_—y+.2±V'2x--y+3=5. 
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Schets de grafiek van 

(x+5)(x__3)_6 	9 
x — 4 	 x-4 

Waar liggen in het XOY-vlak de punten (x, y), waarv6or 
z2  - 3z + (3x  + 2y) i= 0 reële wortels heeft? 
En waar de punten, zodat z2  —(2x - y + 1)z —(2x— y+  1) 
steeds positief is? 
Als p een geheel positief getal is, is pxP + 1 - (p + 1)xP + 1 

deelbaar door (x - 1) 2 . Bewijs dit. 
Hoe groot is het aantal oplossingen van 2x - y = 3? Voor 
welk stel is nu x 2  + y2  zo klein mogelijk? 

Herleid 
	Schat de waarde van 2 00000 ' 

Bewijs, dat 1.7(x23 - 1) - 23 (x'7  - 1) deelbaar is door 
(X_l) 2 . 

Schets de grafiek van: y = 2 -f4x+ 4 

Ga het teken na van de breuk x 2  + 2x - 8 door een grafi- 
x 2  - 4x - 5 

sche voorstelling te maken van teller en noemer afzonderlijk. 
De vorm V = x 5  + ax4  + 5 (a - b) x3  - ( a + 3b) x2  + 
bx + 12 is deelbaar door x 2  - x - 2. Bepaal a en b. Los 
daarna de vergelijking V = 0 op. 
De vergelijkingen 5x3  - 5ax2  - 2 (3a - 10) x + 24a = 0 
en x2  - ax + 4 = 0 hebben één gemeenschappelijke wortel. 
Bepaal a en los de vergelijkingen op. 
Bepaal een homogene symmetrische functie van •de derde 
gra.ad , die als factor heeft 2x - y en die 1 wordt voor 
x = y = 1. 
De vorm ax2  + bx  + c bereikt zijn uiterste waarde voor 
x = — 1 en geeft bij deling door x + 2 tot rest 9. Verder 
kan de vorm ontbonden worden in twee gelijke factoren van 
de eerste graad in k. Bepaal a, b en c. 
Gegeven de vergelijking 3x 2  — (a - 1) x + 2a. - 13 = 0. 
Voor welke waarde van a is de som van de kwadraten der 
wortels zo klein mogelijk? 
Voor welke waarden van m kan (m - 2) x2  - 2 (m — 1) x 
+ 3m - 5 niet nul worden voor reële waarden van x? 
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De functie y = X 2  - 2x + ' 'heeft 10 als uiterste waarde. 
x - -8x+15 

Bepaal p en onderzoek de grafiek van de functie. 
Doory = (a— 1) x2 — (a + 2) x + (a —6) worden, als 
we a laten variëren van —co tot +, allerlei parabolen voor-
gesteld. Welke waarden moeten we aan a geven, opdat hier -
door parabolen worden voorgesteld, die geheel boven de X-as 
liggen? 

De functie y 

	

	ax2 wordt grafisch voorgesteld door een 
—4 

kromme, die de lijn y = 2 tot horizontale asymptoot heeft. 
'Bepaal a en teken de grafiek. 
Welk verband is er tussen de grafieken van de functies 
y = 0,000001 x2  + 2x - 3 en y = 2x - 3. 
Schat de nulpuntén van de eerste functie. Laat zien, dat één 
der wortels tot co nadert, als in ax2  + bx + c de coëfficient 
a tot nul nadert. (Onder een ,,nulpunt" van een functie in x 
verstaat men de waarde van x, waarvoor die functie nul 
wordt). 
Bewijs, dat a3  + b3  + c3  - 3abc deelbaar is door a + b + c 
en bepaal het quotient zonder de deling uit te voeren. 
In welk geval is ax 2  + bx+ c px2  + qx  + r? 
Wanneer hebben beide leden dezelfde nulpunten? 
Wanneer hebben ze één nulpunt gemeen? 
Wanneer is ax2  + bx ± c = 0? 
Wanneer is ax2  + bx ± c = 0 9  
De wortels van de vergelijking x2  - 2 (p + 1) x -'- 67'/2  p 
= 0 zijn s maal zo groot als die van x 2  - px - 7 1/2 p = 0. 
Bepaal p en s. 
Bepaal met maximum van 5 - (x3  - 6x2  + lix - 6) 2  met 
de bijbehorende waarden van x. 
Als de lijn, voorgesteld door y = mx, moet raken aan de 

• kromme, voorgesteld door y = x2  —.3x + 4, bepaal dan de 
waarde van m. 

x2+2x-15 	>o Voor welke waarden van x 
is (x - 6) (3x 2  + 9x + 7)< 

Voor welke gehele waarden van x is 
3x2  + 4x < 84 en tevens x2  - 17x < 84? 
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Voor welke waarden van a kan de breuk 
- x - 1? 

- (a - 2) x 2  - lOx + a 2  - t 
vereenvoudigd worden? 
Zijn de vergelijkingen 3x - —7 = 0 en 6x - 1 ly - 14=0 
strij dig? 
Aan de eerste vergelijking wordt voldaan door x = 9 en y= 4. 
Welke oplossingen ziet ge nu ook direct? Wat is hiervan de 
meetkundige betekenis? Waarom gaat de rechte 15x - 12y=7 
niet door zulke z.g. roosterpunten? 

Vx101. Los x op uit: x + 3  + x + 3 = 20 
 x —3 

De vorm 2x 5  - ax4  + bx2 _: 7 geeft bij deling door (x - 1) 
tot rest 2 en bij deling door (x - 2) tot rest 61. Bepaal a 
en b en vervolgens-de rest bij deling door (x - 2) (x + 1) 
(x - 1) zonder de deling uit te voeren. 
De grafische voorstelling van de functie 

- (!X 2  + bx ± c 
x 2 —x+l 

snijdt cle X-as in A (-1,0) en de Y-as in B (0,2). Verder is 
de lijn y 	—1 een asymptoot. Bepaal a, b en c en schets de 
grafiek. 
Voor welke waarde(n) van m verhouden zich de wortels van 
cle vergelijking x2  - (m + '1) x + m2  - 7m + 6 = 0 als 
3 en 2? 
De grafische voorstelling van de functie 

- ax 2 +(b-1)x-6 
Yx2 +(a+3)x(2b+1) 

snijdt de X-as in A (+ 2,0) en heeft voor x = —5 een verti-
cale asymptoot. Bepaal a en b en schets de grafiek. 
Van het stelsel vergelijkingen: 

f 2 ax — (a+ 1 )y+a -10  
1,(3a+4)x—(3a+1)y-2a+3=0 

verhouden x en y zich als 5 en 7. Bepaal a en .de wortels 
x en y. 

Gegeven de parabool y '= x2  - lOx + 21. Men vraagt de 
vergelijking te bepalen van de parabolen, die de X-as in de- 
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zelfde punten snijden als de gegeven kromme, terwijl hun 
uiterste waarde, absoluut genomen, het dubbele is. 
Voor welke waarden van x is 

2x —5 > 3? x-1 
Toelichten met een grafische voorstelling. 
Bewijs, dat x2 - (p + q) x + p2  - pq + q 2  positief is voor 
alle reële waarden van x, als p en q ongèlijke reële getallen 
zijn. 
Bepaal a, b en c zodanig, dat de vorm: 
(a + b) x2  + (2a  + b) xy + cy 2  —x + 13y— 15 
deelbaar is door 2x - y + 5. 

De functie y = ax2  + - x + c bereikt zijn maximum 4 voor 

x = 3. Bepaal a en c en schets de grafiek. 
Bewijs, dat elke macht van 5, verminderd met 5, deelbaar is 
door 20. 

113.. De grafiek van de functie y = ax2  + bx  + c snijdt de X-as 
in A (-4,0) en B (+ 2,0) en de Y-as in C (0,-8). Bepaal 
a,b en c en schets de grafiek. Daarna ook die van 

= ax2  + bx + c • . 
De vergelijking x2  + px -- q = 0 gaat over in een zuivere 
vierkantsvergelijking, als men de wortels met 3 vermeerdert 
en in een onvolledige, als men ze met 3 vermindert. Bepaal 
p en q. 
Onderzoek de grafiek van de functie 

x + (10 - 2x)4 

Schets de grafiek van y = 	 en daarna die van y = 2. 

De functies y = x3  + 3x2  - 3x + 4 en 	x3  + x2  - 22x 
- 40 hebben hetzelfde nulpunt. Schets de grafieken. 
Bepaal na vereenvoudiging het teken van 

- 2x 2  - 5x + 6 
- x3  - 2x 2  + 2x - 1 

voor verschillende waarden van x. 
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Voor welke waarden van m heeft de vergelijking mx2  - 
4 (m + 5) x + nz  + 3 = 0 reële wortels? Voor welke waarden 
van m heeft deze vergelijking wortels, die verschillend teken 
hebben? 
Voor welke waarden van a, b en c is 

ax2  + bxy  + cy2  - x + l9y - 15 
deelbaar door x + 2y - 3? 
Waar liggen de pûnten P (x, y), waarvoor 

(x + 2y - 3) (2x - y + 5) > 0 is? 
l Splits 

x3 
x2—x+  —2x2-5x+6 in enkelvoudige breuken. 

De grafiek van y = ax2  + bx  + c gaat door de punten (1,-2) 
en (2,-1), terwijl de uiterste waarde van de functie bereikt 
wordt voor x = 2. Bepaal a, b en c en teken de grafiek. 
De vergelijkingenx 2  + (a —1) x + b - 1 	0 en 
2x2  + (3a - 2b) x + 4 (a - b) = 0 hebben dezelfde 
wortels. Bepaal a en b. 
Is het mogelijk, dat mx2  + ( in - 1) x + (in— 1) > 0 is 
voor alle waarden van in en alle waarden van x? 
De vormen x2  - (a + 2) x + 2a  + 4 en x 2  - 4ax + 8a  + 4 
hebben een even groot minimum. Bepaal a. Breng daarna de 
functies in tekening. 
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Dr. D. P. A. VERRIJP. 

Iv. 

Men heeft mij gevraagd ôôk van de opgavèn van het schriftelijk 
eindexamen H.B.S. B 1936 voor wiskunde en mechanica een ana-
lyse te geven. 1)  Ik deel hierbij mede, dat ik daaraan niet kan 
voldoen. 

Iets anders is echter het volgende. Bij het nazien van het alge-
meen schriftelijk werk van 66 candidaten heb ik voor mij zelf 
opmerkingen van algemeenen aard geniaakt, die ik ook wel aan 
enkele mijner vroegere collega's heb meegedeeld. Oplossingen 
van een tweetal vraagstukken gaven in het bijzonder aanleiding tot 
dergelijke opmerkingen. Het zijn deze, die ik nu ook in wat 
ruimeren kring wensch kenbaar te maken. 

Het eene vraagstuk, dat zulke oplossingen te zien gaf, was de 
opgave Trigonometrie 1. b. Het geheele vraagstuk luidde aldus: 

1. Van de scherphoekige driehoek ABC is hoek B tweemaal zo groot 
als hoek A. De zijde  AB is gelijk aan c. AD is de hoogte(lijn) uit A 
en BE is de hoogte(lijn) uit B. 

Bewijs, dat het oppervlak van vierhoek ABDE gelijk is aan 
c2  sin A sin 2 A sin 3 A. 

Als verder gegeven is, dat het oppervlak van deze vierhoek ook 
gelijk is aan 

3/ c2 sin2  2 A sin 4 A, 
bereken dan hoek A. 

Een geschikte oplossing van 1. b is blijkbaar die, welke de 
vergelijking 

2 sin A sin 3A = 2 sin 2A sin 4A 

1)  In mijn vorig artikel (12e jg. no. 6) verandere men op.blz. 253 
regel 11 v.o. de twee letters A in G. 
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doet ontstaan, want - in 1935 kwam zoo'n herleiding ook al 
(meer dan eens!) te pas - men kan dan daarvoor schrijven 

cos 2A - cos 4A = cos 2A - cos 6A; 

dus 	 4A = 2k >< 1800 ± 6A, 

waaruit na eenige herleiding en overweging alleen A = 36 0  volgt. 
Men kan uit 

sin A sin 3 A = sin 2 A sin 4 A 

natuurlijk ook afleide'n (we gaan, als boven, nul-stelling van den 
deeler, als niet voldoende, stilzwijgend voorbij,) 

sin 3A 	2 cos A sin 4A 
sin 3 A= sin 5 A + sin 3 A 

5 A = k X 180 0  enz. 

Maar velen lieten uit de de onmiddellijk te verkrijgen vergelijking' 
- soms na ettelijke regels schrift - ontstâan de vergelijking 

16 cos4  A - 12 cos2  A + 1 = 0 

of ookwel' 

4cos2 2A+2cos2A-1 =0. 

Beschouwen we de eerste dezer beide vergelijkingen. Men vindt 

cos 2  A 

En nu was het merkwaardig, dat men dan verder eerst 5  loga-

rithmisch, daarna 	en dan verder A weer logarithmisch 

ging berekenen. Zeldzaam omsiachtig, afgezien nog van het be-
gaan van onnauwkeurigheden of rekenfouten van allerlei aard! 

Ik vind het echter niet zoo erg, dat men dezen ongeschikten weg 
insloeg, als wel, dat men, eenmaaf op dien weg zijnde, er zich 
niet op een, m.i., behoorlijke manier uitredde. Want vooreerst 
had men - vroeger geleerde algebra-kennis toepassende - 
eerst, na 

cos 2  A 	1/5 

moeten opschrijven 

cos A = '/ (1 + V). en cos A = ¼ (-1 + V5) 
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(de negatieve wortels voldoen hier natuurlijk zèker niet) en dân 
had moeten volgen 

A2kX180°±36°enA=2kX180° ±72 ° . 

(Verdere overweging geeft weer A = 36 1 ). 
Immers, dat uit sin x=¼ (- 1 + i/5) en sin x='/4 .(1 + V5) 

resp. voortvloeit, als waarde van het eerste kwadrant, x=½ X 36° 
en x='/2  X 108 1 , volgt onmiddéllijk uit een behoorlijke plani-
metrie-kennis. (Wat dan verder cos A = enz. oplevert, is duide-
lijk. 1) )  Wellicht, dat een mijner vroegere collega's een bedenkelijk 
gezicht zet bij den eisch, dien men mag stellen omtrent de kennis 
van de formule van de tweede diagonaal van den regelmatigen 
ingeschreven tienhoek in een cirkel met straal r, maar dan moet ik 
hem toch meedeelen, dat ik zelf, bij de behandeling van den 
regelm. tienhoek, nooit verzuimde de volgende eenvoudige fraaie 
afleiding van die formule te behandelen: 

Denkt men toch in het bekende figuurtje (. AMB = 36°) de 
bisectrix BC 2)  verlengd tot haar snijpunt 
D met den cirkel, dan ziet men gemakke- 

(1A  lijk in, dat BD die tweede diagonaal is. B 

(Bg AD = 2 2Z ABD 2 X. 36 0 ). Ver-
der is L. MCD gelijkbeenig (Z AMD 
72 0  = Z MCD), dus heeft men 

BD=BC+CD='/2r(—1  +V5)+ 
+r=Y2 r(l+V5). LD 

Wat is nu de les, die men uit deze beschouwing kan putten? 
Wel, dat al dat inkrimpen van programma's tot ongewenschte 
resultaten leidt. Opzettelijke planimetrie b.v., heet het, wordt op 
het H.B.S.-eindexamen niet meer gevraagd. Ja wel, maar de 
candidaat ondervindt er toch niet anders dan ongerief of 
nadeel van, wanneer hij de ok de school geleerde (en te leeren!) 
wiskunde niet tot zijn volle beschikking heeft. Zoo straft het 
kwaad - als zoo dikwijls - zich zelf, al laten examinator en 
deskundige dit den caiididaat niet in het waardeeringscijfer be-
merken. 

Natuurlijk wordt ook veel moeite voorkomen, als men - /5 
rechtstreeks bepaalt en dan verder, ter bepaling van A uit cos A, 
met een directe tafel werkt. 

De teekenaar vergat de plaatsing van de letter C. 
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• In den tijd, waarin ik leerling van de (eenige!) H.B.S. met 
5 j. c. voor jongens te 's-Gravenhage was (1883-1886), wist 
men niet van inkrimpen van programma's of het bepalen van 
önderwerpen, die niet op het schriftelijk examen gevraagd zouden 
worden (ook niet van ,,vrijstellingen") en evenmin bestond daar-
van iets, toen ik in de jaren '92—'96 leeraar aan een H.B.S. was. 
Combinatieleer, binomium van Newton (hoe fundamenteel zijn 
deze onderwerpen niet voor vele leërlingen met het oog op lâtere 
studie!) en wat al niet meer, werd aan de leerlingen geleerd. 
Zoolang als ik leeraar aan een gymnasium geweest ben, is mijn 
gemoedsrust door dergelijke, m.i. fnuikende, bepalingen ten op-
zichte van mijn eigen B-onderwijs niet gestoord geweest, maar, 
naar ik einde '34 bemerkte, heeft de bacil nu ook dât onderwijs 
eenigermate aangètast. 

Veelal is de tegenwerping, dat de functioneele beschouwing 
van verschillende vormen tijd van behandeling eischt, die 'elders 
moet uitgespaard worden. Ik ontken de volstrekte noodzakelijkheid 
daarvan. Mijn wiskunde-leeraar had ons b.v. 66k wel de extreme 
waarde van een tweedegraadsfunctie op twee manieren leeren be-
palen en bij mijn eigen onderwijs heb ik nooit anders gedaan 
dan wat latere wettelijke bepalingen noodzakelijk maakten. 

Neen, de oorzaak van den drang naar inkrimpen of verge-
makkelijken zit natuurlijk in het verlaagde intellectueele peil der 
leerlingen, ontstaan door de verveelvuldiging van hun onvoldoend 
geselecteerd 1)  aantal, zoodat de docent veel tijd noodig heeft om 
door het oplossen van tal van vraagstukken aan de zwakke leer-
lingen de noodige oefening te geven. 

Intusschen kom ik op deze kwestie van tijdwinning straks nog 
even terug. 

Ten opzichte van een ander vraagstuk vermeld ik het volgende. 

1)  Het is merkwaardig, dat elke poging tot verbetering schipbreuk 
leidt. Zoo zag ik in het Ochtendblad B der N.R.C. van 6 Aug. j.1., 'dat 
de principieele conclusie van het in het Avondbiad C van 3 Aug. voor-
komende rapport van de commissie inzake scholenorganisatie, welke 
commissie ingesteld was door het Ned. On'derwijzersgenootschap - en 
welk rapport geheel in de reeds tal van jaren door mij verdedigde rich-
ting (va.n splitsing) gaat .-, door cle vergadering werd verworpen. Als 
eenig argument van het ongunstig oordeel las ik de onzinnige uit-
spraak, ,,dat men niemand bevoegd achtte deze scheiding uit te 
voeren". Waarom dan ook, men wil eenvoûdig niet objectief oordeelen! 
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Het betreft het tweede vraagstuk der Beschrijvende meetkunde. 
Ieopgave luidde aldus: 

Neem de lange zijde van het papier verticaal. 
Een vlak W snijdt de as van projectie in een punt, 15 cm van de 

linkerkant van het papier gelegen. De horizontale 'doorgang maakt 
met die as een hoek van 30 1 ; de verticale doorgang maakt met die 
as een hoek van 60 1 ; de opening is beide malen naar links. 

Construeer de projecties van de bis(s)ectrice van de scherpe hoek, 
die door de beide doorgangen wordt gevormd. 

Door deze bis(s)ectrice brengt men een (het) vlak Z, dat loodreclit 
op vlak W staat. 

Bepaal in het verticale projectievlak een punt T, dat in vlak Z ligt 
en 3 cm boven de as van projectie is gelegen. 

Construeer uit T een lijn, die de verticale doorgang van vlak W 
snijdt en met vlak W een hoek van 30 1  maakt. 

Hoe werd dit vraagstuk nu in het algemeen opgelost? Neer-. 
slaan van W in V 1 , bisectrix teekenen,weer terugwentelen. Een lijn 

Tweede vraagstuk 1936. Op halve grootte. 
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door een willekeurig punt van cle bisectrix loodrecht W teekenen, 
dan Z aanbrengen. T gemakkelijk te teekenen. Dan, met behulp 
van een beschouwd kegeivlak, in het neergeslagen vlak W de 
snijpunten van de gevraagde lijn met den neergeslagen verticalen 
doorgang bepalen en weer terugwentelen. 

Zonderling, zou men zoo zeggen, dat geen der 66 candi-
daten de eenvoudigste constructie volgde: Gelijke stukken WA 
en WB op de doorgangen van W afpassen. De projecties van de 
verbindingslijn AB = a teekenen. Het midden M van AB (in pro-
jecties) met het punt W (op de as gelegen) verbinden. Dan de 
doorgangen van Z direct teekenen als lijnen door het. punt W. 
loodrecht op de projecties der zoo even genoemde verbindings-
lijn a. En nadat T geteekend is, eenvoudig (uit T) de dubbele (te 
construeeren) afstand d van T tot het vlak W (d.i. tot de bisectrix, 
dus d = TS) omcirkelen in V. 

Hoe is 't nu te verklaren, dat men aan deze oplossing niet dacht? 
Eenvoudig daardoor, dat men de beschrijvende meetkunde te veel 
als afzonderlijk vak is gaan beschouwen. Machinaal zijn de leer-
lingen erdoor gewoon geraakt: Vlakken neer te slaan, dan 
constructies uit te voeren, weer terug te wentelen, te werken mei 
kegeivlakken enz., zonder er zich een oogenbiik eens rekenschap 
van te geven, dat de beschrijvende meetkunde niet anders is dan een 
onderdeel - en wel een zeer beperkt ônderdeel - van de meet-
kunde in het algemeen (planimetrie en stereometrie). Zie, op dit 
gebied zou nu met succes voor tijdwinning ten opzichte van een, 
tegenwoordig noodzakelijke, uitbreiding der schoolwiskunde 
(functioneele beschouwing, differentiaal- en integraalrekening) 
inkrimping kunnen plaats hebben en, hier nu, zonder gevaar voor 
vermindering van stof. Want de stof, die de beschrijvende meet-
kunde behandelt, is niets nieuws; of men er veel of weinig aan laat 
doen, verandert noemenswaard, noch aan de kennis, noch aan 't 
inzicht der leerlingen. Het is dan ook zéô, dat een B-abiturient van - 
het gymnasiaal onderwijs dit vak - zoo hij 't noodig heeft - 
in een paar dagen machtig is. Dat de beschrijvende meetkunde 
aldus moet beschouwd worden, heeft ook Beth ingezien toen hij, 
na eerst zijn congresvoordracht (1934) gehouden te hebben, later 
zijn stereometrie-boek schreef. 
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Ik wil nog even de aandacht vragen voor iets geheel anders. In 
afl. 1 van dezen jaargang behandelt Wijdenes de vraag: AB of 
IKÏ en komt dan tot de conclusie, dat de streepjes-notatie on-
noodig is. 

M.i. hangt het antwoord af van het onderwerp, dat men behan-
clelt. Behandelt men de gonio-. en trigonometrie op de volmaakt 
algemeene wijze, die in mijn leerboek is gevolgd, dan zal men 
wel onderscheid moeten maken tusschen gerichte lijnstukken 
(eventueel ook ,,gezinde" - niet ,,gerichte", in 't Duitsch zegt 
men ,,orientierte" - hoeken), zooals dat gebeurt bij algemeene 
definities, stellingen en bewijzen, en anderszins: zijden of lijn-
stukken (eventueel hoeken), die in welke richting (of zin) ook 
genomen, steeds positief worden beschouwd. Juist in den vierden 
druk, waarin ik er naar gestreefd heb, alle onderscheiding be-
hoorlijk te laten uitkomen, ben ik tot de streepjes- (en, waar 
noodig, ook de pijltjes-) notatie overgegaan. 

Ik kan overigens nog dit meedeelen:Inhet voorjaar van 1928 
is door de gezamenlijke wiskunde-vereenigingen een nomenclatuur-
commissie ingesteld, die allicht ook de notaties zou hebben moeten 
behandelen. Door de commissie is wel materiaal verzameld, maar 
tot verderen arbeid is ze nooit gekomen. De reden hiervan is, dat 
(zooals later bleek) in September van dat jaar op het internationaal 
mathematisch congres te Bologna was voorgesteld, dat de 
C. 1. E. M. (Co'mmission Internationale de l'Enseignement Mathé-
matique) deze zaak in studie zou nemen en dat men bij ons een 
afwachtende houding wilde aannemen. Ik heb wel eens getracht 
informaties in te winnen, hoe het met het werk van deze intern. 
commissie stond, maar ik ben er nooit achter gekomen, of resultaat 
bereikt is. Blijkbaar - onze commissie voelde dat destijds ook - 
deden zich te veel moeilijkheden voor om tot algemeene positieve 
resultaten te komen. 

PROTEST. 

Op 21 September van dit jaar heeft, ter gelegenheid van de 
rectoraatsoverdracht, de rector magnificus der Leidsche universiteit 
prof. mr. A. S. de Blécourt voor het forum der wetenschappelijke 
wereld een rede gehouden, waarbij menig toehoorder en zoo ook 
menig lezer van het verslag der rede 'een gerechtvaardigd protest 
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in zich moet hebben voelen opkomen, in het bijzonder in verband 
met de plaats, die voor die rede gebezigd is. Ware ze elders ge-
houden, dan zou men - we kennen eenmaal die ,,Mathematik-
feindlichkeit" - slechts de schouders hebben opgehaald. 

Thans is het niet onmogelijk, dat wij bij gelegenheid op die rede 
terugkomen, nu ook daarom, omdat een dagbladartikel er op aan 
het ,,doorhollen" is gegaan. 

AB of AB? 
Gaarne neem ik het, door den heer Wijdenes op blz. 11 van 

dezen jaargang verleende woord. In hoofdzaak beperk ik mij tot 
bespreking van eenige zijner opmerkingen, die mij direct betreffen. 

De op blz. 6 genoemde inconsequentie in mijn meetkunde boekjes 
is natuurlijk, niet te ontkennen. In het voorbericht bij den eersten 
druk kan men trouwens lezen, dat ,,naar uiterste consequentie in 
zake een zekere mate van strengheid niet is gestreefd." Zoo zijn 
voor ,,cirkelboog", ,,grootte van een cirkelboog" en ,,lengte van 
van cirkelboog" geen verschillende notaties ingevoerd. Deze be-
grippen toch worden veel minder gebruikt en - wat het voor-
naamste is - komen veel later ter sprake dan ,,lijn" en ,,lijnstuk". 
Alles heeft zijn grens en bij het schoolonderwijs moet men die 
niet te ver zoeken. 

Komen we tot het voornaamste punt: dezelfde notatie of ver-
schillende notaties voor ,,lijn" en ,,Iijnstuk"? Geen citaten uit de 
werken van wereldberoemdheden kunnen mijn opvattting wijzigen, 
dat men eenigszins anders moet schrijven voor kinderen van twaalf 
jaar dan voor geschoolde wiskundigen. De heer Wijdenes acht het 
verschil tusschen lijn en lijnstuk nu wel zoo duidelijk, dat de, door 
sommigen onzer gebruikte, streepjes dienen te verdwijnen. Zou 
het niet consequent zijn dan maar weer uitsluitend het woord ,,lijn" 
te gebruiken? Blijkbaar is dit niet zijn bedoeling, want hij 
schrijft: ,,de tijd is nu wel volkomen voorbij, dat men een Iij,n 
middendoor deelt". Inderdaad heeft hij in de laatste, laat ons 
zeggen acht jaar,, in zijn boeken betreffende wijzigingen aange-
bracht, maar hij zij toch niet te optimistisch. Zelfs de heer Beth - 
sinds vele jaren strijder voor grootere strengheid in ons onderwijs 
der exacte vakken - deelde nog heel wat lijnen middendoor in het 
leerboek der mechanica dat hij met den heer van Loo in 1933 
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deed verschijnen en gedurende dezen cursus wordt die editie nog 
gebruikt voor het laatste leerjaar. Eerst in den onlangs uitge-
komen tweeden druk is het gelukt wat strenger te zijn. Ook ver-
gete de heer Wijdenes niet, dat al krijgen de leeraren het verschil 
langzaam aan goed onder de knie, het elk jaar voor de leerlin-
gen der eerste klasse weer nieuw is. 

Mijn geachte opponent wil schrijven AB 2  = CB 2  + CA2  in 

plaats van 2 2  + CA 2• Toegegeven zij, dat een leerling 
die na anderhalf jaar onderwijs in meetkunde nog wil trachten 
een lijn te kwadrateeren, van werkkring dien't te veranderen. 
Echter lijkt het mij ongewenscht de streepjesnotatie na aanvan-
kelijk gebruik later voor sommige gevallen weer uit te schakelen. 
Er is bovendien iets anders. Reeds dertig jaar geleden liet mijn 
leermeester W. J. Wisselink - bij mij in dankbare herinnering - 
ons in de stelling van Pythagoras, de projectiestelling, de formule 
van Stewart enz. dergelijke streepjes plaatsen, vermoedelijk ten 
einde netheid en duidelijkheid van geschreven werk te bevorderen. 

Nog een paar opmerkingen. Bij de behandeling van een vraag-
stuk in de klas, kati het opstellen van het onderstelde door gebruik 
van streepjes soms een zeer fijn spelletje worden, waarvoor ook 
de leerlingen vaak belangstelling toonen. B.v. kan men beginnen 
met eenige overbodige streepjes te plaatsen om later tot het 
noodige te reduceeren. Er zijn vele dergelijke toepassingen. 

Op blz. 5 staat: ,,Haalmeijer gebruikt dus dezelfde notatie voor 
de betekenissen 2 en 3". Dit blijft voor rekening van den schrijver. 
De beteekenis 3 toch, begrijp ik niet. Misschien wil de heer 
Wijdenes ons nog eens duidelijk maken wat hij verstaat onder de 
lengte van een lijnstuk, zonder daarbij te denken aan een aantal 
eenheden. Ik vraag niet wat hij bedoelt met de mededeeling dat 
twee lijnstukken gelijke - of ongelijke - lengten hebben, maar 
wat hij hier verstaat onder de lengte van een lijnstuk. 

Op blz. 2 lees ik: ,,ln de tweede betekenis is het lijnstuk AB 
de verzameling punten tussen i)  A en B; daarbij wordt in het geheel 
niet gedacht aan enig maatbegrip, zoals in de derde (en vierde) 
betekenis. We nemen een voorbeeld: de meetkundige plaats van 
de toppen P van stomphoekige gelijkbenige driehoeken met basis 
AB bestaat uit twee lijnstukken; de lezer vuile de rest aan. De 

1) Cursiveering van mij. 
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VOORWOORD. 

Dit jeerboek is bestemd voor de Delftse studenten die een examen 
in Functietheorie moeten afleggen. Wellicht zal het ook voor 
studenten aan de Universiteiten van enig nut kunnen zijn als in-
leiding in dit deel der wiskunde. Hier en daar heb ik ook gedacht 
aan leraren; die hun inzicht in het rekenen met complexe getallen 
nog eens zouden willen opfrissen. 

Dat ik van bestaande leerboeken een dankbaar gebruik gemaakt 
heb, spreekt wel vanzelf. In het bijzonder noem ik de ,,Cours 
d'Analyse" van Goursat en de ,,Modern Analysis" van Whittaker 
en Watson. Bij de uiteenzettingen aan het begin heb ik mij in 
hoofdzaak aangesloten bij het werk ,,Het Oetalbegrip" van Prof. 
Dr. F. Schuh. 	 - 

Verder spreek ik mijn dank uit aan de firma P. Noordhoff voor 
de uitnodiging tot het schrijven van dit boek en voor de wijze, 
waarop aan mijn wçnsen tegemoet is gekomen; en aan den heer 
Ir. J. Bloemsma, assistent aan de Technische Hogeschool, voor het 
maken der tekeningen. Ch. H. van Os. 
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In dé tweedeplaats beschouwen wij het geval, dat z = - 1, 
n = 2. Wij hebben dan, als wij voor 0 = arg. z de waarde 7T nemen: 

f i+2mx  w 	 1 
. 

=y-1=1.cos 	2 	S1fl 	2 

Door aan m achtereenvolgens de waarden 0 en 1 te geven, vinden --
wij voor w resp. + i en - i. Wij zien dus, dat het onjuist is, zoals 
in sommige leerboeken der algebra geschiedt, het getal i te defi-
niëren door de vergelijking i = V1, daar oQk het getal - i door 
het symbool Vi kan worden aangeduid. 

Door het symbool Ç'z worden dus in het âlgemeen n getallen 
aangeduid. De vraag rijst, of het ook voor niet-positieve waarden 
van z mogelijk is, om, evenals wij dit zoeven voor positieve waarden 
gedaan hebben, één der n getallen uit te kiezen om in het bijzonder 
door het symbool Ç/z aangeduid te worden. Wij zullen op deze 
vraag in het volgende hoofdstuk terugkomen en dan zien, dat een 
eenvoudige afspraak, die voor alle waarden van z tot een bepaald 
resultaat leidt, niet mogelijk is. Voorlopig doen wij daarom het 
beste, de verschillende waarden van l'/z op dzelfde voet te be-
handelen. 

Deze meerwaardigheid van y z heeft tengevolge, dat verschil-
lende formules, die uit de algebra der reële getallen bekend zijn, 
thans slechts met voorzichtigheid kunnen worden toegepast. Wij 
zullen dit aan enkele voorbeelden toelichten. 

In de eerste plaats beschouwen wij de formule: 
,la X Vb = Váb. -  

Nemen wij hierin a = z = - 1, dan vinden wij: 

jri x v' = 
Zoals wij zoeven zagen, heeft T/T de beide waarden 	i en 

- i. Vullen wij voor elk der beide factoren in het linkerlid elk 
dezer waarden in, dan vinden wij voor het product de beide 
waarden + 1 en - 1. Zal de formule dus gelden, dan moeten 
wij in dit geval aan V1J elk der beide waarden + 1 en - 1 
toekennen, dus afwijken van de algemene afspraak ontrent de 
wortels uit een positief getal. 

In de tweede plaats besçhouwen wij de formule: 
= 
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Is a niet positief, dan heeft het linkerlid dezer vergelijking 4 
verschillende waarden, het rechterlid daarentegen slechts 2. Stellen 
wij '/a = w, dan is w2  = a, dus w4  = a2 . Uit deze laatste ver- 
gelijking volgt, dat wij het getal w door het symbool j'a2  kunnen 
voorstellen. De beide waarden van het rechterlid Va zijn dus ook 
waarden van het linkerlid 	daarnaast heeft dit linkerlid echter 
nog twee waarden, die niet door Va kunnen worden voorgesteld. 
Gemakkelijk,ziet men, dat men deze krijgt, door de beide waarden 
van \/a met i te vermenigvuldigen. - 

In de derde plaats beschouwen wij de formule: 

14/a2  = 
Is a niet positief, dan heeft het •linkerlid dezer vergelijking 4 

verschillende waarden, het rechterlid 6. Zij: 
a=r(cosO+isinO). 

Wij hebben dan: 
4 	 (20 + 2k\ . . 120 + 2kicos
Va2 = 	 4 	) + 	4 
6 	- 	/30+2k'7A . . f30+2k'v Va3  = Vr. cos (, 	6 	) + 	6 

Deze beide getallen zijn aan elkander gelijk voor k = 0, k' = 0 
en voor k = 2, k' = 3. Voor alle andere stellen waarden van k en 
k' zijn de beide getallen niet aan elkândr gelijk. Er zijn dus slechts 
2 waarden van het linkerlid der beschouwde vergelijking, die elk 
aan een waarde van het rechterlid gelijk zijn. 

Evenals dit in de algebra der reële getallen gewoonte is, zullen 
wij ook hier negatieve en gebroken exponenten invoeren. Wij 
stellen m.a.w.: 

= z', jfz = z112, 1'z = z31 , 	= z"3; e.d. z 
Het rekenen met negatieve gehele exponenten levert geen enkele 

moeilijkheid op. Daarentegen moet het rekenen met gebroken expo-
nenten met omzichtigheid geschieden. Uit het vciorafgaande volgt 
nl., dat niet altijd Z2/4 = z'/2 of z21  = z316. 
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kwadrant aannemen. Laten z0  en z0  + 4z de bijbehorende waarden 
zijn van het complexe getal z. Zij de scherpe L XOP = q, de 
scherpe L POQ = 4. Wij hebben dan: 
arg. z0  = q'O = 2kr, arg. (z0  + Az) = qo + 4q + 2k' . (17). 

Wij laten het punt Q thans naderen tot het punt P. In de for-
mules (17) naderen dan Az en Lip tot 0. Houden wij hierbij k' 
constant, dan is het duidelijk, dat de bijbehorende waarde van 
arg. (z0  + 4z) nadert tot een bepaalde waarde van arg. z0 , en 
wel tot die, welke men vindt, door k = k' te nemen. De waarde van 
arg. (z0  + 4z), die men vindt, door telkens k' = 2 te nemen, 
nadert bijv. tot de waarde van arg. z0 , die men vindt, door k = 2 
te nemen. 

Laten w0  en w0  + 4w de waarden zijn van J/i die behoren bij 
de waarden z0  en z0  + 4z van z. Wij hebben dan: 

- 

arg. Wo = 	2 	arg. (w0  + 4w) 	2 	(18). 

Nadert nu weer Q tot P, dan ziet men hieruit gemâkkelijk, dat de 
waarde van (w 0  + 4w), die door een bepaalde constante waarde 
van k' gekarakteriseerd wordt, nadert tot de waarde van w 0 , die 
gekarakteriseerd wordt door de waarde van k, -die gelijk is aan de 
genoemde waarde van k'. En dif geldt voor elke waarde van k', dus 
voor elk der beide waarden van (w 0  + 4w). 

Indien dus twee punten z dicht bij elkander liggen, en men in elk 
dezer punten de beide waardefi van 'Vz berekent, zal elk der beide 
wairden in het ene punt zeer weinig verschillen van een der waarden 
in het andere punt, met dien verstande, dat het genoemde verschil 
tot 0 nadert, als men de beide punten tot elkaar laat naderen. Wij 
zullen twee waarden, die een meerwaardige functie in naburige 
punten z aanneemt, aaneensluitend noemen, indien hun verschil tot 
o nadert, als men de beide waarden van z tot elkaar doet naderen. 

Indien nu w een meerwaardige functie van z is, en wij de ver-
andering van w bij verandering van z willen bestuderen, zullen wij 
steeds als volgt te werk gaan. Wij beginnen met bij de aanvangs-
waarde van z een zekere waarde van w uit te kiezen. Vervolgens 
vatten wij bij elke aangroeiïng van z die waarde van w in het oog, 
die bij  de laatstbeschouwde waarde van w aansluit, en gaan zo 
door. Daarbij moet men natuurlijk elke afzonderlijke aangroeiïng 
van z zo klein nemen, dat ondubbelzinnig vaststaat, welke waarden 
van w bij elkander aansluiten. 
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In de praktijk is het in den regel gemakkelijk uit te maken, welke 
waarden van een meerwaardige functie bij elkander aansluiten. Zij 
bijv. weer w = en schrijven wij de tweede der formules (2) nog 
eens over: 

arg. = arg. z+ 2k
(19) 

dan zien wij gemakkelijk, dat men aaneensluitende waârden van 
V krijgt, door arg. z met kleine bedragen te laten toenemen, en 
daarbij k constant te houden. 

Wij zullen het zoeven ontwikkelde programma nu voor de functie 
V in een paar gevallen ten uitvoer brengen. 

Zij A een punt van het z-vlak, dat wij, om een bepaald geval voor 
ogen te hebben, in het eerste kwadrant zullen aannemen (ziefig. 10), 
en zij de scherpe L XOA = V. Laten w 1  en w2  de beide waarden 
zijn, die de functie Vz in het punt A aanneemt; zij verder OA = r. 
Wij hebben dan: 

1 wil = Vr, 	arg. w1  = 
(20). 

	

W21 = V 	arg. w2  = ± 2 

Wij laten thans het punt z, vanA uitgaande, een cirkel beschrijven, 
die 0 tot middelpunt en r tot straal heeft, en vatten bij elke nieuwe 
stap die waarde van w = Vin het oog, die bij de laatstgevonden 
waarde aansluit. Als aanvangswaarde van w kiezen wij daarbij de 
waarde w 1 . In de formule (19) moeten wij dan k = 0 stellen en 
arg. z, uitgaande van de waarde V, geleidelijk laten aangroeien. - 

Wij gaan zo door, tot wij de cirkel rond zijn geweest, d.w.z. 
tot arg. z met 27r is toegenomen. Dan is de eindwaarde van arg. w = 

d. i. juist arg. w2. Terwijl wij dus als aanvangswaarde 
van w de waarde w 1  hadden gekozen, vinden wij als eindwaarde de 
waarde w2 . 

Hadden wij daarentegen als aanvangswaarde van w de waarde w 2  
gekozen, dus al§ aanvangswaarde van arg. w de waarde  + 2 

dan hadden wij als eindwaarde van arg. w gevonden de waarde 
-- . De waarden 	2 	en -- van arg. w geven echter de- 
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Ie. Zij p(z) de som van de reeks: 

z1z2 	z \ 	/ z3 	z2  
Z±1 + Zz+1 _ z+1)+ z3 +1 _ z2 + l)+... b0) .  

Daar is m.a.w 

q(z) =lini z +
Zn 

 1 	......(11). 
 

Is 1 z < 1, dan is limz" =0, en dus q(z) = 0. 

Is z 1 > 1, dan is lim zn = co, waaruit gemakkelijk volgt, dat 

dan (z) = 1 is. De functie (z) heeft dus overal de waarde 0 
binnen de cirkel 1 z 1 < 1, en overal de waarde 1 buiten de cirkel 

z 1 > 1. De lezer tone aan, dat de reeks (10) uniform convergeert 
binnen elke cirkel met 0 tot middelpunt en straal r < 1, en evenzo 
buiten elke cirkel met 0 tot middelpunt en straal r > 1. 

De punten, waarvoor 1 z = 1, zijn singuliere punten van de 
functie 97(z), daar deze in die punten discontinu is. Voor z = + 1 
is blijkbaar p(z) = /2; voor andere punten z, waarvoor 1 z 1 = 1, 
is q,(z) niet gedefiniëerd, daar hiervoor de limiet in het rechterlid 
van (11) niet bestaat. 

Uit het voorgaande is duidelijk, dat de cirkel r0 . van zoeven 
hier de cirkel 1 z 1 = 1 is. Daar p(z) in de omgeving van z = 0 
constant is, hebben alle afgeleiden van 92(z) de waarde 0 voor 
z = 0. De ontwikkeling van ç(z) 'pIgens Maclaurin is dus: 

0+-.0+. 0 + .......(12). 

Deze ontwikkeling convergeert in het gehele z-vlak en haar som 
heeft overal de waarde 0. In dit geval strekt het convergentiegebied 
van de reeks van Maclaurin zich dus verder uit dan de cirkel T0; op 
en buiten T0 stelt echter de reeks niet langer de functie 
q(z) voor. 

2e. In de tweede plaats beschouwen wij de ontwikkeling: 

1 +z+z2 +z3 + ...... ( 13). 

De functie 1 ±. heeft één singulier punt (een enkelvoudige 

pool), nI. het punt z 1; de cirkel T0  isdus de cirkel 1 z = 1. 
Deze is in dit geval ook de convergentiecirkel van de reeks van 
Maclaurin. 
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eindpunten behoren niet tot de meetkundige plaats; als M het 
midden is van AB en de andere eindpunten C en D, bestaat de 
meetkundige plaats uit de lijnstukken CM en DM, waarbij ver-
meld moet 1)  worden, dat C, M en D er niet toe behoren." Een 
ervaren leermeester ziet hier blijkbaar geen kans een afgesproken 
'beteekenis gedurende een paar minuten vast te houden. Zou het 
dan niet goed zijn beginnelingen zooveel mogelijk te steunen? 

B. P. HAALMEIJER. 

NOTATIE VOOR LIJNSTUKKEN 
DOOR 

J. H. SCHOOT. 

Op bladz. 1-1 1 van dezen jaargang vindt men een artikel van 
den heer Wijdenes, waarin deze betoogt, dat eene afzonderlijke 
notatie voor lijnstukken, zooals ik die gebruik, niet noodig is, en 
ook niet wenschelijk...Naar.aanleiding van dit artikel volgen hier 
eenige opmerkingen. 

Meening van anderen. Behalve het genoemde artikel van den 
heer Wijdenes en de in' deze aflevering voorkomende 'beschouwin-
gen is mij slechts ééne uitlating over deze aangelegenheid bekend. 
In de ,,Vorschlge zur Vereinheitlichung der mathematischen Be-
zeichnungén im Schulunterricht", heraüsgegeben vom Deutschen 
'Ausschuss für den iiathematischen und naturwissenschaftlichen 
Unterricht'(Teûbner, 1913) leest 'men (blz. 6): ,,Es erscheint von 
Wer, dasz grundstzlich Geraden und Strecken in der Bezeich-
nung unterschieden werden." De voorgestelde notatie is dezelfde 
als die ik gebruik: AB. Of'men in 'Duitschiand op dit voorstel is 

'ingegaan, is niij niet bekend. 
De heer Wijdenes heeft nagegaan, ,,wat geleerde onderzoekers 

op het gebied van de grondslagen van de Eticlidische meetkunde 
'zeggen en doen. We kunnen zeker zijn, dat' elk w'oordbij hen be-
tekenis heeft en dat het al of niet gebruiken van notaties zeer zeker 
een punt van ernstige overweging heeft uitgemaakt" (bldz. 3). 
Dat elk woord bij deze schrijvers beteekenis heeft, zal wel waar 

1) Cursiveering van mij. 
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zijn, maar of zij de wenschelijkheid van het gebruik van notaties 
hebben overwogen, lijkt mij zeer twijfelachtig. Ik zie geen reden 
om. aan te nemen dat dèze schrijvers zich in mindere mate dan 
anderen door de traditie hebben laten leiden. De behoefte aan 
notaties doet zich trouwens eerst voor, als men een groot aantal 
malen over zekere figuren moet schrijven; het is dus geen wonder 
dat men ze niet vindt in betrekkelijk korte verhandelingen over de 
grondslagen, maar wèl in een uitvoerig leerboek als dat van 
Forder. 

Consequentie in de toepassing. De opmerking van den heer 
Wijdenes, dat ik in mijné ,,Beginselen der Vlakke Meetkunde" ge-
brek aan consequentie heb getoond in de toepassing van notaties, 
doordat ik bij hoeken en cirkelbogen heb verzuimd wat ik bij lijn-
stukken heb toegepast, is ongetwijfeld juist. Ik heb mijn boek ge-
schreven in de (achteraf onjuist gebleken) meening, dat ik een 
werk verrichtte, waarvan anderen dan ik zelf •bij hun onderwijs 
konden profiteeren; daarom heb ik het apparaat der notaties niet 
dadelijk ten volle in werking willen stellen. Mij dunkt echter, dat 
eene onvolledige toepassing nooit een argument kan zijn ter af-
schaffing van eene overigens gewenschte handelwijze. 

Bedoeling der notaties. De notaties zijn ingevoerd met dezelfde 
bedoeling als de uitbreiding der nomenclatuur: den leerlingen 
herhaaldelijk en onophoudelijk duidelijk voor oogen te stellen, 
wat bedoeld wordt en hen te dwingen, zich daarop te bezinnen. 
In dit opzicht zijn zij in zooverre ontbeerlijk, dat men de notaties 
steeds door omschrijvingen in woorden vervangen kan: in plaats 
van kan men schrijven ,,het lijnstuk AB", in plaats van AB: 
,,de rechte lijn AB"; maar de notatie geeft eene aanmerkelijke 
bekorting. De notaties vormen dus eene aanvulling van de nomen-
clatuur, misschien niet noodzakelijk, maar met het oog op be-
knoptheid zeker nuttig. Met nadruk moet ik waarschuwen tegen 
de opvatting, dat ,,uit het verband" wel blijkt wat bedoeld wordt. 
In het eindexamenvraagstuk voor meetkunde no. 2 van 1924 is dit 
b. v. in het geheel niet uit te maken; jeugdigen leerlingen moet 
men m. i. zooveel mogelijk te hulp komen. Ik geloof trouwens, 
dat niemand een facultatief gebruik van notaties zal voorstaan, 
afhangende van het subjectief inzicht in ,,duidelijkheid uit het 
verband". 
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Oorsprong der notaties. Zooals bekend ondersteld mag wor-
den, wordt in Fransche werken het quadraat der lengte van een 
lijnstuk Kveelal aangeduid door 2,  de lengte zelf echter door 
AB. De notatie met het streepje heeft allicht bevordering der 
duidelijkheid ten doel, evenals de schrijfwijze (AB) 2, die, naar ik 
dezer dagen vernam, op sommige scholen gebruikt wordt. De 
Fransche notatie is inconsequent (het quadraat der lengte met het 
streepje, de eerste macht zonder) maar zij heeft mij op het denk-
beeld gebracht, het streepje ter aanduiding van het lijnstuk zelve 
te gebruiken. Tot de notatie 1(Â) voor de lengte van AB en 
m() voor wat ik de goniometrische maat van dat lijnstuk 
noem, ben ik gekomen door de overweging, dat men hier te doen 
heeft met het toekennen van getallen aan figuren volgens zekere 
regels; evenals de toevoegiiigswet, die uitgedrukt wordt door het 
teeken f(x) aan het getal a toevoegt het getal f(a), evenzoo 
wordt door de regels ter bepaling van lengte en maat van een 
lijnstuk aan toegevoegd het getal 1(), resp. m.(T). 
Ditzelfde denkbeeld ligt ten grondslag aan de notaties O(A ABC) 
voor de oppervlakte van A ABC en I(ABCD) voor den inhoud 
van het viervlak ABCD, welke notaties merkwaardigerwijze in veel 
geringere mate dan l(A) tot tegenstand blijken te prikkelen. 

• Uitgebreidheid van het notatiestelsel. Eene figuur of een aan 
eene figuur toegevoegd getal heeft recht op eene eigen notatie, 
zoodra die figuur of dat getal met voldoende frequentie optreedt; 
hetzelfde geldt voor de nomenclatuur. De volgende begrippen: 
lijnstuk, lijnstuk met inbegrip der eindpunten en lijnstuk met 
inbegrip van één der eindpunten komen in de schoolwiskunde 
zeker voor, maar mijns inziens niet vaak genoeg, om dezen figu-
ren afzonderlijke namen en notaties te geven. Bij eene dieper 
gaande behandeling der meetkunde kan dit echter wel het geval 
zijn. Het lijkt mij echter hoogst ongewenscht, in de verschillende 
deelen der schoolwiskunde (meetkunde, trigonometrie, mechanica) 
verschillende notaties te gebruiken. 

Eischen, waaraan eene notatie moet voldoen. Bij de behande-
ling der meetkunde op de scholen gaat men uit van het punt als 
element; de andere figuren worden als verzamelingen van punten 
beschouwd. Neemt men nu zooals steeds geschiedt, aan, dat een 



punt door eene hoofdletter wordt aangeduid, dan behoort eene 
notatie door de erin voorkomende letters aan te geven, welke 
punten de bedoelde figuur bepalen. Aan dezen eisch voldoen de 
gebruikelijke notaties: AB, AB, A ABC, z ABC, enz., al zijn hier 
en daar aanvullende afspraken noodig (b. v. met betrekking tot 
uitspringende en inspringende hoeken). 

Wil men ter bekorting b. v. i() door p aanduiden, dan is 
hiertegen natuurlijk geen bezwaar, maar deze aanduiding betee-
kent dan niet meer dan eene, voor een bepaald geval ingevoerde, 
afkorting; eene notatie kan men dit niet meer noemen. De zaak 
wordt natuurlijk anders, wanneer men het punt door een ander 
grondelement vervangt. 

Het komt mij voor, dat deze opmerkingen voldoende zijn, om 
ieder in staat te stellen, na overweging van voor- en nadeelen, zijn 
standpunt te bepalen. 

OPMERKINGEN NAAR AANLEIDING VAN DE 
EINDEXAMENOPGA VEN VOOR ALGEBRA 1936 

DOOR 

J. H. SCHOOT. 

Het tweede algebravraagstuk van het eindexamen der hoogere 
•burgerscholen B in 1936 luidt als volgt: 

Van een getallenrij is gegeven, dat de som van de eerste n 
termen - voor elke waarde van n ---- gelijk is aan 
2 log  (2n2 - 7n + 7). 

Bewijs, dat de som van de termen van deze rij voor elke 
waarde van n reëel (bestaanbaar) is. 

Bereken de eerste vier termen van deze rij. 
Druk de n term van deze rij uit in het ranggetal n, en 

ga na, voor welke waarden van n > 4 diè term de waarde 
1 heeft.  

Bepaal de limiet, waartoe de termen der rij naderen, als 
• 	men n steeds laat toenemen. 	 - 	 -. 

Welke verandering zouden de termen der rij ondergaan, 
wanneer men als grondtal van het logarithnenstelsel 32 aan-
nam in plaats van 2? 	- 



me 
Met de ,,som van de eerste n termen" wordt blijkbaar bedoeld 

de functie van ti, dië, wanneer men den n-den term der getallenrij 
door t, aanduidt, aldus gedefinieerd wordt: 

S 1 t1 	SP ±1S P +tP +1 

Deze functie is gedefinieerd voor alle natuurlijke waarden van 
den index, en valt voor alle natuurlijke waarden grooter dan 1 
samen met wat in letterlijken zin de som der eerste n termen der 
getallenrij is. Gegeven is dus 

S 	2Iog (2n 2  - 7n + 7) 
,,voor elke waarde van n". Bedoeld is, zooals vanzelf spreekt: 
,,voor elke natuurlijke waarde van n". Het ware beter geweest, als 
de opsteller van het vraagstuk dit woord ,,natuurlijke" niet had 
weggelaten, want, hoe duidelijk het schijnbaar wezen moge, dat 
natuurlijke waarden bedoeld zijn, de weglating heeft tot moeilijk-
lieden aanleiding gegeven. 

Het antwoord op vraag b luidt: 

1 =S1 l 	t2 S 2 —S 1 - 

t4  = S4 . 	2 1og 2,75 

Het antwoord op vraag c luidt 

2n 2 -7n+7 tn Sn _sn 	2i log 221116  

voor alle natuurlijke waarden van n, die grooter zijn dan 1, en 

De bedoelde getallenrij is dus een variant, waarvan niet alle 
termen door- eene zelfde eenvoudige formule in het ranggetal wor-
den, uitgedrukt, maar slechts de ternien na den eersten. Ik vind 
een vraagstuk,, dat tot zulk een variant voert, wel wat te moeilijk 
voor de examencandidaten. Ik vermoed, dat verreweg de meeste 
candidaten evenals mijne leerlingen voor het antwoord geschreven 
hebben 

2n 2 -7n+7 
tfl 
- 
- 2log22 	un + 16' 

en dat is ook niet zoo erg; maar een candidaat die deze formule 
voor zich zelf wil verifieeren en daartoe de waarde 1 voor n 
substitueert, geraakt gemakkelijk op een dwaalspoor, en heeft 
allicht heel wat moeite om tot het juiste inzicht in de situatie te 
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komen en in te zien, dat het ongeoorloofd is, de formule te gebrui-
ken voor de waarde 1 van n, hetgeen neerkomt op het gebruik van 
de betrekking t1  = S 1  - S0 , waarin het beteekenislooze symbool 
S 0  optreedt. 1) Ik acht dit een bezwaar van deze opgave als examen-
vraagstuk; als gewone oefening is zij daarentegen naar mijne 
meening bijzonder leerzaam. 

Ik vermoed, dat de opsteller van het vraagstuk zich de beant-
woording van vraag d als volgt heeft gedacht: 

2n 2 -7n+7 	 2n 2 -7n+7 - lim t 	.lim 2bog22 	1 In + 16 = 2 log lim 2n 2 — un + 16 

2— 7 
+ 

7 	.1 	7 	7\ --- - 
2 	\ = 2 log lim 	

1 
fl 	fl 

16 = 2bog 	 -- = 
2--+--2 	 —

11 

= 2log = 2log 1 =0. 

Wie de oplossing aldus geeft past de volgende stellingen over 
de limieten van varianten toe: 

10. de verwisselbaarheid van logarithmenemen enhimietovergang; 
2°. de stelling, dat varianten, die term voor term overeenkomen, 

geen verschillende limieten hebben, m. a. w. dat een variant 
ten hoogste ééne limiet heeft; 

3o• de stelling, dat de limiet van een quotient het quotient der 
limieten van deeltal en deeler is, mits de limiet van den deeler 
niet nul is; 

4°. de verwisselbaarheid van limietovergang met optellen en af-
trekken; 

5Ö. de stelling, dat de limiet eener constante die constante zelf is; 
6 0 . de stelling dat uit lim a, = A volgt lim ca = cA; 

7 0 . de stelling dat lim -- en lim 	nul zijn. 

Het lijkt mij volkomen ondenkbaar, dat er scholen zijn, waar dit 
alles behandeld wordt. Wat mijzelven betreft, ik behandel de stel-
lingen 2, 4, 5 en 6 altijd niet de bewijzen, stelling 3 vermeld ik 

1)  Dat dit moeilijkheden geeft, zelfs waar men die niet zou ver-
wachten, blijkt, als men het supplement 1936 opslaat van de Eind-
examenopgaven, uitgegeven door Ir. D. J. Kruijtbosch. 
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steeds, zonder haar te bewijzen, stelling 7 béhandel ik niet uit-
drukkelijk, maar zij komt allicht wel eens bij de voorbeelden te 
pas. Wat echter stelling 1 betreft, ik moet bekennen, dat ik daar-
aan nooit gedacht heb. Men vindt haar in geen enkel leerboek over 
lagere algebra, zelfs niet in Wijdenes' Lagere Algebra 11, wel 
in diens Middel-Algebra; door traditie tot de schoolalgebra be-
hooren doet zij zeker niet. Ik vermoed, dat verscheidene collega's 
over limieten van varianten minder behandelen dan ik. - Tot mijn 
spijt moet ik hier eene nieuwe uiting constateeren van het streven 
der samenstellers van de eindexamenopgaven, om de candidaten te 
dwingen tot het geven van oplossingen met behulp van middelen, 
die zij niet hebben leeren beheerschen; 1)  het goede beginsel, dat 
de candidaten hunne oplossingen stap voor stap moeten fundeeren 
met stellingen, waarvan hun het bewijs of althans de exacte for-
muleering is medegedeeld, wordt blijkbaar meer en meer ver-
laten. 2) 

Het vraagstuk, dat dit jaar is opgegeven, heeft nog eene varian-
tenlimiet tot onderwerp, maar ik acht den tijd niet ver meer, dat 
de vraagstukken over limietwaarden van functies, die thans een 
lloeitij dpçrk beleven op de gymnasiale eindexamens, hunne intrede 
zullen doen op de eindexamens der hoogere burgerscholen. Ik zou 
den autoriteiten zeer dringend willen verzoeken, eens terdege 
na te gaan, welke theorie hieraan ten grondslag ligt, voordat zij 
het eerste vraagstuk van dit type lanceeren. En, mochten zij na 
grondig onderzoek hiertoe besluiten, dan geloof ik dat zij vele 
leeraren zouden verplichten door tijdig te waarschuwen. 

Het eerste vraagstuk voor algebra van het eindexamen '1936 
geeft slechts tot ééne opmerking aanleiding. Er is sprake van eene 
rekenkundige reeks, en hierbij had moeten worden vermeld, dat 
het verschil niet nul is. Nu de mogelijkheid van een verschil nul 
niet is uitgesloten, kan men het aantal termen der reeks feitelijk 
niet bepalen. Maar practisch zal dit wel niet tot moeilijkheden 
aanleiding hebben gegeven. 

De volgende anecdote moge hier een plaatsje vinden: toen ik 
onlangs eene zekere behandelingswijze ,,erger dan den Franschen 
slag" noemde, riep eene mijner leerlingen uit: ,,de schoolslag!' 

Zie Euclides XII,. bldz. 259; het 'daar genoemde voorbeeld is 
echter m. i. veel krasser dan dit. 



KORRELS. 
IX. 	Homoloog; homothetisch; af tien. 

o 	 Fig. 1 vertoont een 
centrum 0 en een rechte 
1; op een straal door 0 
ligt het punt A van een 
figuur F; zij A' het 
overeenkomstige punt. 
B is een tweede punt 
van F; op OB ligt het 
overeenkomstige punt 
B' zo, dat BA en B'A' 
de lijn 1 in een zelfde 

Fig. 1 	 punt snijden; zie ook 
C en Cl. De figuren 

F en F' heten homoloog of centraal collineair; immers de stralen 
door gelijknamige punten A en Al, B en B', enz. snijden elkaar 
in een vast punt 0 en de overeenkomstige lijnen AB en A'B', BC 
en B'C', enz. snijden elkaar op een vaste lijn 1. 

Als t, de as van homologie, de rechte op oneindig is, is 

NI 

Fig. 2. 

AB // A'B', enz.; in dat geval zijn de figuren homothetisch; homo-
thetie is dus een bijzonder geval van homalogie; 0 is dan het 
centrum van vermenigvuldiging. 
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Deel 1 10e druk.........gec. f 2.25 
Deel II 9e druk, 158 bladz. 137 fig. gec. f 2.25 
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SCHOOL- EN STUD]EBOEKEN 
VOOR DE ALGEBRA 

Dé firma P. NOORDHOFF geeft uit de volgende opklimmende serie 
werken over ALGEBRA: 
V. ZANTEN-WIJDENES, Leerboek der Algebra voor 

ambachtslieden, 8e druk 	........... f 0.60 

IW1JDENES, Algebra voor het Nijverheidsonderwijs, 2e druk - 1.50 

WISSELINK-WIJDENES, Kern der Algebra, 10e druk . 	. 	. 	. - 0,75 
Vraagstukken Algebra 1, 23e druk. 	. - 0,75 
Vraagstukken Algebra II, 15e druk. 	. - 0,75 
Vraagstukken Algebra 111, 10e druk 	. - 0,75 

WIJDENES, Algebra voor M.U.L.O. 1 28e druk . 	. 	. 	. geb. - 1,40 
Algebra voor M.U.L.O. IIA, lie druk 	. 	. 	. 	,, - 1,50 
Algebra voor M.U.L.O. IIB, lie druk 	. 	. 	. 	,. - 2,25 

: 	WIJDENES, Klein leerboek der Algebra 1, 2e druk, 11 	. 1,60 

WIJDENES, Algebra voor M. H. S. 	1 6e druk 	...... - 1.75 
Algebra voor M. H. S. II 5e druk 	...... ,, - 1.75 

WIJDENES en VAN DE VLIET, Algebra voor H. H. S. 2e druk - 2.50 

WIJDENES, Algebra voor examens in Handeisrekenen 	. 	. 	. - 2.75 

g j WIJDENES, Beknopte Algebra 	1, 6e druk 	......gec. - 1,70 
- 	1,70 cp 	1 	Beknopte Algebra II, 6e druk 	...... ,, 

por 
eD 	WIJDENES & DE LANGE, Leerboek der Algebra 1, 10e druk ,, - 1,90 

Leerboek der Algebra II, 8e druk 	. 	. - 1,90 
CD 	 Leerboek der Algebra 111, 6e druk 	. 	. - 1,90 

WIJDENES, Algebraische Vraagstukken 1, 8e druk . 	. 	. geb. - 2,- 
Algebraische Vraagstukken II, 7e druk 	. 	. 	. 	,, - 3,25 
met hoofdpunten van de theorie; voor de grafieken 

-t 	 gebruike men het Grafiekenschrift 
WIJDENES en BETH, Nieuwe School-algebra 1, 8e druk 	geb. - 2,25 

Nieuwe School-algebra II, 7e druk 	,, - 2,25 
Nieuwe School-algebra III, 5e druk. 	,, - 2,25 
Nieuwe School-algebra 111 	. 	. 	.  

m. 	 Nieuwe School-algebra 	IV (Diff. en 
CD Int, 	rek.) 	.......... « - 2.25 

Nieuwe School-algebra 1V. 	. 	. 	. - 0,80 
WIJDENES, Grafiekenschrift, 6e druk ........,, - 0,50 

WIJDENES, Lagere Algebra 1, 3e druk 	.......,, - 5,50 
Lagere Algebra II, 3e druk 	.......,, - 8,50 

[WIJDENES, Middel-Algebra, 2e druk........,, -12,50 

1 	Vraagst. Hogere Algebra en Rekenk., 2e druk geb. - 4.- 
IJD

WUDENES, 
eD 	t. WENES, Uitgewerkte mondel. ex. Hogere Algebra, 2e druk,, - 6,- 

Prof. Dr. F. SCHUH, Beknopte Hogere Algebra . 	. 	. 	. 	,, -15,- 
Lessen over hogere algebra 	1 2e druk,, -13,75 
Lessen over hogere algebra II. 	. 	. 	,, -11,50 
Lessen over hogere algebra III. 	. 	. 	,, -19.- 

Deze drie delen te zamen genomen ........ ,, -40.- 

UITGAVEN VAN P. NOORDHOFF N.V. - GRONINGEN-BATAVIA 



BIJ DE NEGENDE DRUK. 

De nieuwe druk wijkt Vrij Veel af van de vorige acht drukken, 
die onderling maar weinig verschil vertoonden. Het voornaamste 
zij hier in het kort vermeld. 

Het hoofdstuk over oppervlakte van vierhoeken. en van de 
driehoek is overgebracht naar het eerste deel. Deze stof, waarvan 
het grootste deel al van de lagere school bekend is, is veel eenvou-
diger dan die over evenredigheden van lijnstukken en dan het 
hoofdstuk over berekening van allerlei lijnstukken (toepassing 
van algebra op figuren). Bovendien kan de voorafgaande behande-
ling van de oppervlakten steun geven bij verschillende bewijzen. 
Een eerste eis is een behoorlijke opklimming in moeilijkheid en 
men voldoet aan die eis, als men de volgorde neemt, zoals die op 
de overzichten met één oogopslag is te zien. 

Er zijn een paar bladzijden ingelast over sinus, cosinus 
en tangens van een scherpe hoek; men is bij de berekeningen dus 
niet langer gebonden aan hoeken, die met passer en liniaal zijn te 
construeren. Bij de werkstukken zetten we hoeken af met de 
gradenboog; bij de berekeningen gebruiken we een tafeltje met de 
verhoudingen, die in een rechthoekige driehoek voorkomen bij 
gegeven hoek. Beperking is hier m.i. een eerste eis; slechts een enkele 
maal (blz. 83, 101, 114) worden de begrippen even opgehaald en 
toegepast. 

De vermenigvuldiging van een cirkel is tot het nodigste 
beperkt en ingelast, waar deze behoort (blz. 21). 

Stelling 68 is zeer eenvoudig en kan enige keren met vrucht 
•gebruikt worden om lelijke bewijzen te vervangen door mooie en 
korte (st. 72; nr. 15 blz. 10; st 81; st. 82; st. 89; st. 91). 

5 Ingevoerd is het woord zijlijn; AB is zijde van een driehoek; 
de lijn, waarvan AB een lijnstuk is, noemen we de zijlijn AB van 

ABC. ,,AB of een van de verlengden van AB", komt dus niet 
meer voor. 

6. Veel vraagstukken, vooral moeilijke en bewerkelijke, zijn 
er opgeruimd en heel wat theorie, waaraan de school toch niet 
toekwam; bovendien is er naar gestreefd, de eenvoudigste uiteen-
zetting te geven. 



7. De nummers van enkele vraagstukken zijn dik gedrukt; de 
bedoeling daarvan is, dat deze evenals de stellingen en de theorie 
gekend moeten worden; de rest van de vraagstukken is oefenstof. 

De gehele herziening werd geleid door de volgende overwegingen: 
matiging van •de eisen omtrent de hoeveelheid stof, zodat er 

doorkomen aan is en men ook nog wat van de herhalingen kan door- 

werken; 
didaktische behandeling, ook in de volgorde; 
weglating van wat men niet goed kan behandelen, met name 

de onmeetbare verhoudingen in de tweede klas (het rapport 
Dr. Beth c.s. noemt het irrationale getal voor het eerst voor de 
vierde klas); 

het leggen van verband met de driehoeksmeting. 

Beleefd verzoek ik collega's, die dit boek met hun klas gebruiken, 
mij hun op- en aanmerkingen niet te onthouden. 

Amsterdam Zuid 	 P. WIJDENES. 
Jac. Obrechtstraat 88 
Augustus 1936. 



VLAKKE MEETKUNDE van WIJDENES en DE LANGE 

FORMULES 
UIT DE VLAKKE MEETKUNDE. 

a2  + b2  - c2  
= 	2b 	

(projectie van a op b); x2c = a2c1 + b2c2 - cc1c2 

1 	1 	1 	 2 
ZC2  = --a2  + .b2 _Tc2 ; 	d1= Vab—cic2=-----Vabs(s—c) 

h =--\/(s—a)(s—b)(s--c); d2= V'cic2—ab = 

0 = 	- a)(s —b)(s —c) .V '2(a2b2 +b2c2 +c2a2)_(a4 +b4 +c4 ) 

abc 	0 	0 
R = - ; r = -; ra = 40 	s 	s—a 

pq = ac + bd (Ptolemaeus) en 	+ bc 

z2 _ 1v"2R2 = RV4R2_z2 = VR(R++zfl)_v'R(R . _ . zfl) 

- 2z,R 	 z3  = RV3 	 z4  = RV2  
\/4R 2 _zn 2 	ze = 	_____ 	z8  =R1/2_V2 

z12 = R\/'2—V3 

[g = a(— 1 + \'5) 	 = R\/10-2V5 Gulden snede  
1k=a(3_v5) 	 d5=R.\/10+2V5 

z10 = 3  R(— 1 + VS) 

Omtrek = 271r; opp. =nr 1 = rd2 . 

1800 
= 1 radiaal = 57° 17' 45" 

71 

= 3,141593 	712 = 9,869604 	Vn = 1,772454 

1 	 1 	 1 
- = 0,318310 	- = 0,101321 	- = 0,564190 
71 	 712 	 Vn 



INHOUD VAN HET EERSTE DEEL 

1 	(T 

LL 
_J1L 

i ><' 
L L 

6 
gelijk,dan / 

9 
abc / 	'/ 	abc 

/ 	/Iijnen//, 
dan -0-- 

7  

8 

10 
- 	 iL 

12/ 

13 

14 N 

15 

16 17 

18 19 

20 

21 

22 

a>c - b 

23/C1 

24 

25 

26 	 iv 

27 

28 	 29 

30 

31 / 	/34 

32 	35 

37 

38 	 39 

40 	 41 

42 r 43 

47 --n (n - 3) 
48 Sb = (o - 2)180° 

49  \Z~Cvb 
'50 2n - 3  

51 	(m>k 

52b ( 	53b 

54c EJ 

56 
57 

58 Jffi Effi  
59 

60 ~0= bh 

61 

62 Mf 

63â 
64  

b) 
65 , 

 

66L £ 
Pythagoras 

67  

N.B. Als het nummer rechts van een figuur staat, duidtdit op een omgekeerde stelling. 



INHOUD VAN HET TWEEDE DEEL 

PA 	B 
68-° 
PA: PB=k ,e'nP 92 

113R 

114 r 	115 

69  93=67 Pythagoras 
116 	

\\ 	
117 

70 	_________ 	72 _______ P jg 

95 

118 	 119 

/.ziienev.  _____ 
CL 

__ 
120 	

pqz 

121 	.1 

JLP 

73 
74 , PS  wart 97 	

b 
= 

122 

98 123 - 	rechte 75 k x 	lijnstuk 
76 k 	boek x 
77 k x veelhoek 

2 	2 
99 	 d 2  125 z 2 , 	126 4= 78 k x cirkel __ _

127 
<c< 	<0: 

79 LgeIijk; zijden ev. 
Cx.) 

80 	gelijkst. lijnstukke 
100  n- b~ d 

L  
8111 e 1 en 101 	mule voor h 

102s-formule voor opp. 
128 

Lim. Opp. 0 = 
______________ Lirn. Opp. 0 

129 
103 

104 

Opp.C 1 : Opp.C2  =R12  : R22  

130 Opp.=t R2  

84 	Gii 
105 

131 

8S/\\/Gl1I 
106 

132 Omtrek 	2 	R 

107 133 	bg=ar 
M ____ 

M~M  -Lar2 
87 

Opp. F k2Opp. p 109 	uo 
sin a =- 

c 	a cos a 

88 	89 
11194 

a 

_____ 	

tga=1 

90 	91 112=92 . . 	k2Rsjna 



WERKSTUKKEN. 

1. Een hoek construeren gelijk aan een gegeven hoek. 
Door P de lijn evenwijdig aan een lijn 1. 
Een hoek middendoor delen. 
In een punt van een lijn de loodlijn oprichten. 
Uit een punt de loodlijn op een lijn neerlaten. 
Een lijnstuk loodrecht middendoor delen. 
In een punt van een cirkel de raakljn te trekken. 
Uit een punt buiten een cirkel de raaklijnen te trekken. 
De gemeenschappelijke raaklijnen aan twee cirkels te 
trekken. 

X—XIV. Constructies van driehoeken; opv. hzh; zhh; zhz; zzz; zzh. 
Een driehoek ABC te veranderen in een andere met 
gelijke oppervlakte, waarbij L A dezelfde blijft en 
AB een gegeven lengte krijgt. 
Door een punt P op AB een lijn construeren, die de 
opp. van driehoek ABC in twee gelijke delen verdeelt. 

Een lijnstuk in i gelijke delen te verdelen. 
Een lijnstuk te verdelen in stukken met gegeven ver-
houding. 
De vierde evenredige tot drie ljnstukken te construeren. 
De middelevenredige tussen twee lijnstukken te con-
strueren.  
Constructie van x = \/a2 + b2  en y = Vp 2 _q 2 . 
Van een driehoek ABC door een lijn evenwijdig met 
AB %e van de oppervlakte af te snijden. 
De oppervlakte van een driehoek door lijnen evenwijdig 
aan een gegeven lijn in drie gelijke delen te verdelen. 
Op een koorde een segment te beschrijven, dat een 
gegeven hoek bevat. 

Constructie van x = 

x + y = s en xy = b2 . 
x—y=v en xy=b2 . 
Een ljnstuk in de uiterste en middelste reden te 
verdelen. 
Een regelmatige ingeschreven tienhoek te construeren. 
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• Als 0 een punt op oneindig is, zijn de stralen AA', BB', CC', 
enz. evenwijdig; de homologie gaat dan over in affiniteit; 1 wordt 
de as van affiniteit. 

Zie ook fig. 2; de vlakken ABC en A'B'C' snijden elkaar volgens 
1; de doorsneden zijn homologe figuren. Als het vlak ABC even-
wijdig is met het vlak A'B'C', is 1 de rechte op oneindig; de door-
sneden zijn dan homothetisch (dat is: elkaars productfiguur met 
o als centrum). 0 op oneindig betekent, dat men te doen heeft 
met een cylinder; de doorsneden met vlakken, die elkaar volgens / 
snijden, zijn danaffine figuren: immers overeenkomstige rechten 
snijden elkaar op 1 en de verbindingslijnen van overeenkomstige 
punten zijn evenwijdig. W. 

X. Een vraag. 

In P e t e r s e n ,,Methoden en Theorieën" betekent ,,rotatie" 
vermenigvuldiging eii draaiing met hetzelfde punt a1scentrum; het 
boek werd niet herdrukt. Wegens het belang van -het hoofdstuk 
is dit in V e r s 1 u y s—W ij d e n e s ,,Methoden voor het oplossen 
van meetkundige vraagstukken" onveranderd overgenomen. Nu 
vind ik het echter minder juist, de beide bewerkingen onder 
,,rotatie" samen te vatten. Vermenigvuldiging is een transformatie; 
rotatie is de enkelvoudige transformatie ,,draaiing"; dat is beter. 
Maar welke naam dan te geven aan.beide samen? Beide transfor-
maties op een figuur F toegepast, geven een figuur F, die recht-
streeks gelijkvormig is met F; het is dus wel gewenst, voor de beide 
transformaties samen, die F in F' omzetten, een naam in te voeren. 
Ik heb er het volgende op bedacht, maar geef het voor beter. 

In het complexe vlak is (ci + bi) F •= m (cos c' + i sin x) F 

(m is de modulus van a + bi en a het argument), zodat (a + bi) F 
meetkundig bestaat in vermenigvuldigen met m en draaien van 
de productfiguur over een hoek ; beide met hetzelfde punt als 
centrum (of omgekeerd: eerst draaien, dan vermenigvuldigen). 
Vermenigvuldiging en draaiing met een zelfde centrum zou ik wil-
len noemen complex vermenigvuldigen. Voor hen, die weten, wat 
dit in het complexe vlak is, is dat volkomen duidelijk. Voor hen, 
die dat niet weten, ook; het woord complex moet dan worden uit-
gelegd als in: een complex van bewegingen, twee (of meer) dus. 
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• Twee rechtstreeks "congruente figuren kunnen 'door rotatie in 
ëlkaar worden onigezet (het centruniO hept het dekpunt van de 
congruentie); twee rechtsteeks gelijkvormige, evenwijdig ge-
plaatste figuren (homothetische figuren) hebben een homothetisch 
centrum Ö; twee rechtstreeks ge1ijk'ormige figuren hebben een 
centrum 0 vân complexe vermenigvuldiging '(het dekpunt van de 
gelijkvôrmigheid). De zaak is zo wel in orde; het woord ,,coinplexe 
vermenigvuldiging" geef ik echter gaarne voor beter; wie weet wat 
béters? Oôk voor het woord ,,vermënigvuldigen"; maar dat is al z 
ingeburgerd, dat het moeilijk te' vervangen zal zijn. 

W. 

Xl. In allerlei leerboeken vindt men nog steeds de schrijfwijze 

a : b : c 	d : e : f ......(1) 

in cle beteekenis van 

a:db:ec:f ......(2) 

Hôuclt men zich aan de beteekenis van a : b c nI. - : c en aan 

die van het gelijkteeken (men moet' toch consequent zijn!), dan 
dekken (1) en (2) elkaar geenszins. Want üit (2) volgt 

a b = d : e, 

waardoor uit (1) zou volgen 

c = 
hetgeen (2) volstrekt niet zegt! 

Alzoo: ôf men schrijve nooit ( 1 ) in plaats van (2), ôf men bezige, 
om (2) aan te duiden, de gewijzigde schrijfwijze van (1): 

a:b:c::d:e:f. 
V. 
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XII. Zie de eerste regel van nr. VIII blz. 21in deze jaargang. 

Sterker• voorbeeld. 

,,Op fig. 1 is het vlak A gegeven en de projectie P 1  van een 
punt P van dat vlak; ge-
vraagd P 2 ". 

In volgorde BC, CD, CF, 

	

\\ 	boog BE, ED, P 1G, OH, boog 
IL 	 HK, P 1 L, KP 2 ; zie fig. 2. 

	

A 	Een normaal mens zal op 
,7. ) 

	

	1 fig. 1 trekken: P 1M, MN, P 1 L, 
NP0, dus van een lijn in vlak 

	

/ 	A door P de beide projecties te- 
o 	G -  -. -. 	 kenen en als er meer punten 

zijn, dit herhalen als fig. 3 
Fig. 1. ons toont; zie R 1 , B, C, R 2 . 

Ik geef het de leraren, die de onzinnige manier van fig. 2 volgen, 
te doen met hun hoogste klas fig. 3 te laten uitvoeren net als 
op fig. 2. 

Fig. 2. 
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En laten ze het zelf 
eens doen om uit de 
verticale projectie P 2 , 

Q, R2 , S2  van fig. 3 
de horizontale af te 
leiden: op de wijze 
van fig. 2. 

Fig. 3. 

 

Fig. 4. 

Zijn er meer punten over te 
brengen, dan neme men nog 
liever-lijnen door twee punten; 
zie 1 en rn op fig. 4. De lezer 
vergelijke deze simpele manier 
met die van fig. 2! 

Een recht vierzijdig pris-
ma heeft tot grondvlak 
PQRS; het snijvlak A is 
gegeven;gevraagd de door-
snede. Zie fig. 5; in de Ste-
reometrie zoeken we de 
snijlijn van het grondvlak 
en het snijviak; dat is 
AA 1 ; zie a, b, c en d; de 
lezer ziet direct de con-
structie. Ook kan men nog 
PR en QS gebruiken. 

De doorsnede van het 
snijvlak en het deelvlak van 

Fig. 5. 
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de tweede ruimtehoek is s12  (fig. 6); op deze lijn sn,ijdèn de le en 

.A2  

Fig. 6. 

2e projectie elkaar van elke zijde van de vierhoek. Met h bepaalt 
men P uit P 1 ; h 1  en,h2  leveren S 12 ; AS12  is de snijlijn. 

P 1 Q 1  snijdt s in a;'trek oP 2; dan vindt men Q; enz. 

:A2  

De manier van fig. 2 toepas- 
• 

	

	sen op fig. 6 en,op, fig. 7; drin- 
gend verzoek ik collega's voor- 

A' 2  As standers van fig. 2; dit werkelijk 
eens te 1  doen daarna op de 
manierefl Van fig. , 4, 5 en 6. 

Fig..7. 	• 
Wat zal een gebrtiiker van de ,,,methode" van ,fig. 2 zéggen, 

als hij door, een kennis wordt uitgenodigd .per automee te rijden 
van Amsterdam naar Rotterdam en deze hem 'de volgende weg 
voorslaat:Amsterdam,'de bochtige Vecht, het drukke'U'trecht 'niet 
:d.el spoorbanen, die altijd gesloten zijn, de weg met twee tollen 
naar V'ianen, dan naar Gorinchem, het pontveer, naar de Moer-
dijk, de 'pont naar Dordrecht, de pont, Rotterdam. 

Waarom een goede, korte weg, als en  Jonge, slechte omweg 
met hindernissen,, er je ook brengt? Ja, waarom ook? 

In ons geval zijn er zelfs vier wegen! 
Belangstellende lezers wode'n gewezen' op ,Èuclides' J. VII 

blz. 113 en Jg. VIII ,blz. 113. 	 ,. • 	,. 	. 	.W. 



BOEKBESPREKING. 

Dr. J. J. van Laar. Die Thermod:ynamik einheitlicher 
Stoffe und binaerer Gemische, mit Anwendungen auf 
verschiedene physikalisch-chemische Probleme. 

P. Noordhoff N.V. 1936, Groningen—Batavia, f12.—, 
geb. f 13.50, p. 377. 

In dit boek geeft een grootmeester der Nederlandsche thermodyna-
mica een samenvatting van zijn levenswerk. 

,,Het spreekt van zelf, dat aan een strenge behandeling der pro-
,,blemen met behulp van de thermodynamische potentiaal wordt vast-
,,gehouden zonder van surrogaten als osmotische druk, ,,Aktivitt" of 
,,zelfs Affiniteit te gebruiken. Wij zijn gelukkig ver verwijderd van 
,,de oertijd (1890) der physische chemie, toen deze begrippen ter 
,,vereenvoudiging der strenge theorie ingevoerd werden, daar de 
,meeste chemici van deze tijden (en ook nog veel later!) te weinig 
,,mathematische kennis bezaten om in de thermodynamica iets verder 
,,te gaan dan de elementaire kringprocessen." 

Op de basis van dit programma heeft van Laar vele jaren gewerkt 
en wij mogen zeggen gestreden - dit werk is in het boek, dat wij 
thans bespreken, uitgekristalliseerd. 

Het werk is in twee boeken ingedeeld: I. de enkelvoudige stoffen, 
II. de binaire systemen. De drie hoofdstukken van het eerste boek 
behandelen: le. de toestandsvergelijking, 2e. de. thermodrynamische 
grootheden voor enkelvoudige stoffen, 3e. de heterogene evenwichten 
tusschen verschillende phasen van enkelvoudige stoffen. Het tweede 
boek omvat 7 hoofdstukken achtereenvolgens beschrijvend: le. thermo-
dynamische potentialen, 2e evenwicht bij-gemengde phasen, 3e. even-
wicht in de homogene gasphase, 4e. evenwicht tusschen twee binaire 
vloeistofmengsels en in een homogene phase, 5e. evenwicht tusschen 
een binaire vloeistof en een binaire dampphase, 6e. het evenwicht 
vloeistofvast bij twee componenten en 7e. de verschillende vormen 
van het ontmengingsgebied, als de twee componenten een binaire ge-
deeltelijk gedissocieerde verbinding vormen. 

Het boek geeft een korte en bondige, maar toch een zeer duidelijke 
behandeling van de problemien; de theoretische beschouwingen worden 
aan de hand van het feitenmateriaal gevoerd en getoetst. Als leerboek 
der thermodynamica is het niet bedoeld; het is echter voor hen, die 
de grondslagen uit de vele goede bestaande leerboeken kennen een 
goede gids in het gebied, dat door den auteur met zooveel diepte 
doorzocht en met zooveel vrucht doorwerkt is. Het groote belang 
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der thermodynamische beschouwingswijze ligt er in, dat zij met mini-
mum van hypothesen orde leert, brengen in een groot gebied. Van 
Laar's boek is bij uitstek geschikt om de verkenning van dit gebied 
te bevorderen. De uitgever heeft voor een zeer fraaie uitvoering zorg 
gedragen. 

Utrecht. 	 L. S. 0. 

Nederlandsch Tijdschrift voor Natuurkunde. Redac-
tie: Dr. M. Minnaert, Dr. E. Oosterhuis, Dr. B. van der 
Pot, Dr. C. Zwikker en tal van medewerkers. Verschijnt 
10 maal per jaar; omvang ± 320 blz. Abonnements-
prijs voor Nederland en Koloniën f 7.50, voor 't buiten-
land f8.50. Martinus Nijhoff - 's Gravenhage. 

Als specimen van het Nederlandsch Tijdschrift voor Natuurkunde 
werd aan de Redactie van Euclides toegezonden nummer 1 van den 
derden jaargang met een inliggend blad, waarop 'de inhoud van deel 
111 afi. 1-4 vermeld staat. 

De bedoeling van dit tijdschrift is een andere dan die van ,,Phy -
sica". Neemt het laatste alleen origineele publicaties op, het eerste 
is bedoeld om alle belanghebbenden of belangstellenden op de hoogte 
te houden van de ontwikkeling der moderne natuurkunde. Uit den 
inhoud van het ontvangen nummer (De beteekenis van James ,Chlad-
wick voor de ontwikkeling der Kernphysica door G. J. Sizoo; 'de elec-
trische lichtboog 1 door H. Brinkman; Dissertaties; Verslag der Alg. 
Verg. der Ned. Nat. Vereeniging 1935, behan'delende Metingen aan 
trillingdempende stoffen door C. Zwikker en Magnetisme bij lage 
temperaturen door H. A. Kramers; De inhoud van Physica; Boek- 0 

bespreking) kan men opmaken, dat dit hoogst lofwaardige doel op 
ruime en uitstekende wijze nagestreefd wordt. 

D.P.A.V. 

Leerboek der Vlakke Meetkunde voor U.L.0.-, Kweek-, 
Handelsdagscholen e.d. 'door H. Püper. Deel la en Deel 
Ib bevat de stof voor het Mulo-Diploma A. Tweede 
druk. Prijs ing. f1.— en fl.25. W. Versluys' Uitgevers-
Maatschappij (N.V.). Amsterdam—Batavia—Parama- 

- 	ribo 1936. 

Merkwaardig: men vraagt een recensie. Doch heeft de schrijver nu 
maar eenvoudig genegeerd, hetgeen de heer Schogt in den 9en.jaar-
gang 1932/33 nr. 2, 'blz. 77, van Euclides over Meetkunde voor 
M U.L.0. heeft geschreven? Ik behoef thans aan dit oordeel van den 
heer Schogt niets meer toe te voegen: Men ziet hier nog steeds dezelf-
de feilen als achterlijkheden (bv. ,,lijn" in plaats van ,,lijnstuk"), 
dwaze en tot stordigheid leidende afkortingen (bv. bi.h.a 'd.k.d.s., 
parm.) en onjuistheden. 

Een tweede druk: Wat moet men van de gebruikers yan dergelijke 
gebrekkige boekjes denken?! 

D.P.A.V. 



HOOFDSTUK IV. 

OVER BOL EN CYLINDER. 
Böek 1. 

1. INLEIDING. 
• Het eerste van de twee boeken, waarin hët werk Over Bol en 
Cylinder verdeeld is, begint met een schrijven, aan Dositheos, 
waarin Archimedes eraan herinnert, dat hij vroeger reeds het be-
wijs vân de stelling heeft gezonden, dat ieder segment van een 
orthotome vier-derde maal zoo groot is als de driehoek met dezelfde 
basis en dezelfde hoogte '). Thans 'zal hij nieuwe stellingen aan-
toonen: S  
• a)De opperylakte van een bol is viermaal zoo groot als die 

van zijn grootsten cirkel ). 
De oppervlakte van, een bolsegment is ,  gelijk aan die van 

een cirkel, waarvan de straal gelijk is aan de rechte, uit den top 
-van het segment getrokken naar een punt van den omtrek van den 
cirkel, 'die de basis van het 'segméntis 3 )..  

De cylinder 4 ), waarvan de basis gelijk is aan een grootsten 
cirkel van een bol en de hoogte gelijk 'an den diameter, is zelf 
.nderhalf,maal zoo groot als de bol 5)  en zijn oppervlakte is ander-
halfmaal zoo groot als de oppervlakte van den bol 6 ). 

Op deze voörloopige-en gedeeltelijke opsomming van den inhoud 
van het werk volgt een uitlating, waarvan de juiste strekking aan 
twijfel onderhevig is en die we daarom in het oorspronkelijke met 
een proeve van vertaling mededeelen: 

• 1) Q.P. 17, en 24. Zie Hoofdstuk X. 
2) S.C. 1, 33. De Grieken zeggen ,,grootste cirkel" (pyLaxoç 

wat logischer is 'dan onze term' ,,groote cirkel". 
.3) S.C. 1, 42, 43. In overeenstemming niet deii' 'Griekschen tekst 

'preken,we, van d basis van een'bolsêgment, kegel, cylinder, prisma 
enz., waar men tegenwoordig grondcirkel of grondvlak zegt. 
• 4) Met cylinder wordt in' S.C. een rechte'êirkelcylinder bedoeld, 
met kegel een rechte cirkelkegel. • • 

5) In het Grieksch bestaat geen woord voor inhoud. Deze grootheid 
'wordt aangeduid met' den naam van het lichaam zelf. Hetzelfde ge-
beurt in planimetrische beschouwingen gewoonlijk met de oppervlakte 
van een figuur. 
• 6) S.C. 1, 34. Corollarium. 
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xc avprirbuara Tfi 

çnret 	OVYO)ZEV 71! Xt i7- 
,uévoc a5para, yvoeiro & 
Tcn' iroc ?utZv 7r! yW/16Telav 
dvaajtuvwv o3âsvdç a3rô5v 

tvEvorjx&roç, 6ri 7ov'ro.n' 1&v 

czidxwv kr!v avpter1at5tcre 
o3x ilv dvi5aat1ut dvwtaoaj9a)ïv 
a3Tâ neóg r xi roïç ?LUotç 
yewuraiç Tpva a! 7rQdÇ 
t &avxa ro2) 
?57d E'5c55ov 	râ 

w131vrwv, â'xt râ&a vL!ç 
tirov crr! u9Q0g nQi`uaaToç xo3 
ja'azv ?!OVTOÇ r?)V a'e'ynv ' fi  
tvciui& a! 'fuipoç aov, ai 6rt 
raç xô5p0ç 1xov uoç ar!v ToY 
va1v5Qov TO5 /9a'atv ixovToç X)V 

a'Yr'I»' xZ 	dvw a! i5poç 'iaov• 
al yae TOv'Twv 	ovcy5vxwv 

9vaz6ç 7r6! TaTa xd 
ioUô3v 'rad E5ôcov yEyv?7uvwv 
dt'wv 6y0v yewuerdiv uvv9at-
VEV 57u3 7rdvrwv dyvoîaat 4uô' 
5q' vdç ara3'or,rOFva. 

Deze eigenschappen bestonden 
ook vroeger al van naturein de 
genoemde figuren, maar ze wa-
ren onbekend aan hen, die voor 
ons de geometrie beoefenden, 
doordat geen van hen heeft in-
gezien, dat er tusschen deze figu-
ren symmetrie bestaat 7) .  Daar-. 
om zou ik ook niet willen aarze-
ten, om deze eigenschappen te 
vergelijken met wat door andere 
geometers is ingezien en met dé 
naar mijn meening meest uit mun-
tende van de theoremata van 
Eudoxos oïiitrent de ruimtelijke 
figuren, namelijk, dat elke py-
ramide het derde deel is van het 
prisma, dat dezelfde basis heeft 
als de pyramide en een even 
groote hoogte en dat iede,e ke-
gel het derde deel is van den 
cylinder, die dezelfde basis heeft 
als de kegel en een even groote 
hoogte 8).  Want hoewel ook 
deze eigenschappen van nature 
vroeger reeds in de figuren be-
stonden en er voor Eudoxos v:ele 
belangrijke geometers geweest 
zijn, zijn ze. aan allen onbekend 
gebleven en door niemand in ge-
zien 9). 

We gebruiken het woord symmetrie hier in de beteekènis van 
onderlinge meetbaarheid, die daaraan zoowel etymologisch als histo-
risch toekomt. 

Euclides XII, 7, Porisma. XII, 10. 
Elders (inleiding tot de Methode,. Opera II, 430) zegt Archime-

des, dat een niet gering deel van de verdienste van deze stellingen 
toekomt aan Demokritos, die ze het eerst, zij het ook zonder bewijs 
(dat wil zeggen, zonder een volkomen : exact bewijs), heeft. 
uitgesproken. Er bestaat tusschen deze twee medédeelingén een tegen_ 

6 
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Wanneer de voorgestelde vertaling juist is, dan schijnt Archi-
medes er hier zijn verbazing over uit te spreken, dat meetkundige 

• figuren van nature, d.w.z. zonder dat het gezegd wordt in de 
definitie, die wij ervan geven, merkwaardige eigenschappen kun-
nen bezitten, die ondanks hun eenvoud wellicht heel lang onopge-
merkt blijven. Het is de typisch-mathernatische verbazing over den 
ônvermoeden intrinsieken rijkdom van de eigen bepaling, die hier 
tot uiting komt. 

Aan het slot van zijn voorrede biedt de schrijver zijn werk aan 
alle deskundigen ter beoordeeling aan; hij betreurt het, dat het niet 
meer tijdens Konoon's leven het licht heeft kunnen zien, omdat 
deze zoo bij uitstek in staat zou zijn geweest, het te begrijpen en 
te beoordeelen. Hierna volgen nu eerst de axiomata en de lambano-
mena, die den grondslag van het betoog zullen vormen. 

2:  AXIOMATA. 
De eerste groep van de grondslagen draagt den naam Axiomata 

iii zooverre terecht, dat daarin het bestaan van zekere soorten 
krommenen oppervlakken wordt gepostuleerd. Anderzijds bevat 
ze echter ook twee zuiver nominale definities.. 

1. Er bestaan in een plat vkik zekere begrensde gebogen Ii]-
nen 10),  die 6f geheel aan denzeifden kant van de verbindingsrechte 
van hare uiteinden liggen 6f niets 6an den anderen kant daarvan 
hebben. 

Eutokios legt hierbij uit 11), dat onder de categorie van de ge-
bogen lijnen (auiat ycçuu&) ook lijnen vallen, die geheel of 
ten deele uit rechte lijnstukken bestaan. Daardoor kunnen o.a. de 
door Archimedes beschouwde krommen over een deel van hun be-
loop samenvallen met de rechte, die door de eindpunten bepaald is. 

H. Ik noem een dergelijke lijn ,,hol naar denzeifden kant" 
(r tck a3 -rá xo1), wanneer ze de eigenschap heeft, dat, wanneer 

strijdigheid, die niet is op te heffen, door te on'derstellen, dat Archi-
- medes bij het schrijven van S.C. nog niet geweten zou hebben, wat hij 

in Meth. vertelt; om verschillende andere redenen wordt nl. aange-
nomen, dat van de twee werken de Methode het oudste is. 

Hiermee wordt bedoeld, dat het beschouwde deel van de krom-
me twee eindpunten heeft. 

Opera III, 4; 1. 8 seq. 
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er twee. punten willekeurig op worden aangenomen, de rechten 12)  

tusscken zulke punten èf alle aan denzeifden kant van de lijn liggen 
è/ deels aan denzelfden kant, deels op haar, maar geen enkele aan 
den anderen kant.. 

De lijnen, die door Axioma II worden bepaald, behooren dus 
in de door Axioma 1 omschreven categorie; dit komt in de meeste 
vertalingen niet voldoende uit 13).  In moderne terminologie wordt 
door Axioma II vastgelegd, dat een lijn, die hol naar denzeifden 
kant is; met het verbindingslijnstuk van haar eindpunten een convex 
gebied ornsluit. 

Van de in fig. 51 geteekende lijnen met de eindpunten A en B 
behooren a, b en c tot de omschreven soort, d en e niet. 

CL2iT. 

	

A a B A bB 	ACB 

£Ï B  JÏ B  
Fig. 51. 

111. Evenzoo bestaan er zekere begrensde oppervlakken 14),  clie 
zelf niet in een plat vlak liggen, maar die hun rand in een plat vlak 
hebben en die èf geheel aan denzelfden kant liggen van het vlak, 
dat den rand bevat, èf niets aan den anderen kant daarvan hebben. 

Het is ook hier weer de bedoeling, dat de oppervlakken, waarvan 
sprake is, ook geheel of ten deele uit platte vlakstukken kunnen 
béstaan. 

IV. Ik noem dergelijke opperi'lakken ,,hol naar denzeifden 

De Grieken maken geen verschil tusschen rechte lijn en recht 
Iijnstuk. We zullen niettemin in vertalingen den laatsten term gebrui-
ken, waar de duidelijkheid dit eischt. In de meeste gevallen is trouwens 
de bedoeling wel uit den tekst op te maken. 

Eutokios zegt het uitdrukkelijk (Opera III, 4; 1. 16) :5.to'hwv 

	

, 97(t).oJ1 tcn' br. t id al)rd xoL.wp. 	 . 
Een verkeerde vertaling vindt men bij Czwalina, Kugel und Zylin- 

der p.  8. 
Hiermee wordt bedoeld, dat het beschouwde oppervlak een 

rand heeft. 
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kant", wanneer ze de eigenschap hebben, dat, wanneer er twee 
punten willekeurig op worden aangenomen, de rechten tusschen 
zulke punten 6f alle aan denzeifden kant van het oppervlak liggen 
6f deels aan denzelfden kant, deels erop 15),  maar geen enkele aan 
den anderen kant. 

Wanneer een bol gesneden wordt door een kegel, die zijn top 
in liet middelpunt van den bol heeft, noem ik stereo-sector 
(ropvç ot,o'ç) het 'lichaam, ingesloten door het oppervlak van 
den kegel en het oppervlak van den bol binnen den kegel. 

Wanneer twee kegels met dezelfde basis de toppen aan 
weerskanten van het vlak van de basis hebben, zoodat hunne assen 
op één rechte liggen, noem ik stereo-rhombos (o'p,8oç u'vo'ç) 
de ruimtelijke figuur, die uit de beide kegels bestaat. 

3. LAMBANOMENA. 

• Met dezen titel wordt een groep postulaten of axiomata in den 
zin van ,,onbewezen grondstellingen over reeds bekende figuren" 
aangeduid. 

Ik neem het volgende aan: 

1. Dat van de lijnen, die dezelfde uiteinden hebben, de rechte 
de kleinste is. 

Dat van cie andere lijnen 16),  indien ze, in één plat vlak ge-
legen, dezelfde uiteinden hebben, er twee ongelijk zijn, wanneer ze 
beide naar denzeifden kant hol zijn en bovendien 6f de eene geheel 
wordt omvat door de andere en door de rechte, die dezelfde uitein-
den heeft als zij, 6f deels door haar wordt bmvat, deels er mee 
samenvalt; en dat de omvatte de kleinste is. 

Evenzoo, dat van de oppervlakken, die dezelfde grenzen 
hebben, indien deze 'iii één plat vlak liggen, het platte het kleinste is. 

Dat van de andere oppervlakken, die dezelfde grenzen heb-
ben, indien de grenzen in. één plat vlak liggen, er twee ongelijk zijn, 

Hierbij moet worden gedacht 6f aan een regelvlak (ie. kegel 
of cylinder) of aan een oppervlak, dat geheel of ten deele uit platte 
vlakstukken bestaat. 

d.w.z. van alle lijnen,die niet recht zijn (dus de za)atycLz/lai). 
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wanneer ze beide hol zijn naar denzelfden kant en bovendien 6f het 
eene geheel wordt omvat door het andere en door het platte vlak, 
dat dezelfde grenzen heeft 6f deels erdoor wordt omvat, deels er 
mee sarnenva!t; en dat het omvatte het kleinste is. 

Hierna volgt het befaamde postulaat, dat, hoewel het reeds lang 
v66r Archimedes was ingevoerd door Eudoxos en gebruikt door 
Euclides 17),  veelvuldig nog ten onrechte als axioma van Archimedes 
bekend staat. 

V. Ext ô x&v dvlawv yeaul,Cop V. En ook nog, dat van ongelijke 
zat riv dvlawv avuöv lijnen, ongelijke oppervlakken en 
rdiv dvirwv crreee&v id zeïov ongelijke lichamen het grootste 
rov 9,láuaovog rv toto5xw, het kleinste overtreft met een be-
ô vvTe19upj'ov ar6 iavtôivvczr5v drag zoodanig, dat het, bij zich 
krv ?3rreyetv -radç roi5 ore- zelf gevoegd, ieder voor geschre-. 

voç rv zdç ?rja 	'o- Ven exemplaar van de soort der 
van'. 	 met elkander vergeleken groot- 

heden kan overtreffen. 
Het ,,bij zich zelf voegen" moet natuurlijk willekeurig vaak her-

haald worden gedacht; de beteekenis is dus: met een natuurlijk 
getal vermenigvuldigd. 

Er bestaan groote onderlinge afwijkingen tusschen de vertalin-
gen, die verschillende uitgevers van de laatste woorden van dit 
axioma avvJç ioi or19gvoç xôv neòç L?22a 2eyopv(ov 
geven. Zonder aanspraak op, volledigheid vermelden we de volgende 
opvattingen: 

Editio Princeps 18):  (omnern propositam sui generis quantitatem. 
Heiberg 19) 

	

	 : quamvis magnitudinem datam earum, 
quae cum ea comparari possint. 

Heath 20) 

	

	 : any assigned magnitude arnong those 
whicn are corn parable with [it and with] 
anot her. 

Heath 21 ) 	: any assigned magnitude of the sanie kind. 

Elementen van Euclides II, 58. 
geciteerd p. 36. noot 3; pag. 2 van de Latijnsche vertaling. 
Opera 1, 9. en eenigszins anders bij de vermelding van het 

axioma in Spir. (Opera 11,13). . . . . earurn, quae inter se comparari 
possint. 

Heath, Archimedes p. 4. 
Heath, Greek Mathematics II, 35. 
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Ver Eecke 22) 

	

	: toute grandeur donnée ayant tin rapport 
avec l'une et l'autre des premières. 

Czivalina 23) 	
: jede der beiden gegebenen Grössen. 

Wanneer men dus de beide ongelijke lijnen (oppervlakken, 
lichamen), waarvan Archimedes spreekt, resp. A en B noemt en 
A—B = C stelt, dan zeggen de vertalingen a), b.) en, voorzoover 
het de toevoeging tusschen [1 betreft, ook c), dat er een getal n 
bestaat, zoodat n . C > D, wanneer D met C vergelijkbaar of ,,van 
dezelfde soort" is; ook in d) schijnt dit bedoeld te worden. Dan 
rijst natuurlijk de vrg, wanneer twee grootheden' gelijksoortig 
of vergelijkbaar heeteni. Als men die vraag niet beantwoordt, is het 
axioma nietszeggend; als men het, wat redelijk ware, omschrijft 
als ,,ten opzichte van elkander voldoend aan het axioma van 
Eudoxos" 24),.j  het een tautologie; wanneer men het echter, zonder 
een scherpe definitie te geven, in dien zin interpreteert, dat lijnen 
met lijnen, oppervlakken met oppervlakken en lichamen met licha-
men gelijksoortig zijn, dan geeft men aan het axioma een betee-
kenis, die in strijd is met de töepassing, die er, zooals blijken zal, 
voortdurend van wordt gemaakt. Immers, wanneer men dan eens 
onderstelde, dat het verschil C van twee lichamen A en B en dus 
ook dat D een oppervlak was, dan zou het axioma slechts het be-
staan van een getal n eischen, waarvoor n . C > D is, terwijl het 
in de toepassingen steeds noodig zal blijken, dat n. C in het be-
schouwde geval grooter dan een willekeurig lichaam kan worden 
gemaakt. 

En die eisch wordt toch wel heel duidelijk in den tekst uitge-
drukt: n . C moet grooter kunnen worden dan elk exemplaar van 
de 'soort der in het begin van het axioma met elkaar vergeleken 
grootheden, dus opv. grooter dan elke lijn, elk oppervlak, elk 
lichaam, wanneer C zelf het verschil is van twee lijnen, van twee 
oppervlakken of van twee lichamen. Er is geen sprake van verge-
lijkbare, maar alleen van reeds in de daad met elkaar vergeleken 
grootheden. 

Het blijkt dus, dat de vertaling e), hoewel taalkundig niet nauw-
keurig met den tekst overeenstemmend, althans den zin van de 

22) Ver Eecke, Archimède p. 6. 
3) Czwalina, Kugel und Zylinder p. 9. 

24) In deze beteekenis wordt nl. gelijksoortig gebruikt bij Euclides 
V. Def. 3, Zie Elementen van Euclides II, 57. 
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uitspraak juist weergeeft. Immers D heeft volgens de redentheorie 
slechts dan een reden tot A en tot B, wanneer D met A en met B 
gelijksoortig is. 

De vertaling f) ten slotte vertoont geenerlei overeenstemming 
met dén tekst. 

De boven door ons aanvaarde en in de vertaling tot uiting ge-
brachte opvatting kan men o.a. aantreffen in Ue volgende over-
zettingen: 
Mersenne ) : quarncumque dictarum, et inter se collatarum 

magnitudinum. 
Nizze 	jede gegebene Grösse von der Art der verglichenen. 

We zijn op de vraag naar de juiste vertaling van het vijfde axio-
ma iets uitvoeriger ingegaan, omdat eerst nu de juiste beteekenis, 
van de woorden van Archimedes is vastgesteld, een discussie moge-
lijk is van de gewoonlijk veronachtzaamde, maar daarom niet min-
der dringende kwestie, welk motief hem eigenlijk tot het opnemen 
van dit axioma heeft kunnen drijven. Men bedenke nI. wel, dat, 
wanneer men in zijn woorden niet meer leest, dan dat een lijn 
(oppervlak, lichaam), die het verschil van twee lijnen (oppervlak-' 
ken, lichamen) is, ten opzichte van elk exemplaar van dezelfde 
soort aan het axioma van Eudoxos voldoet, de uitdrukkelijke vermel-
ding van deze uitspraak geheel ongemotiveerd is. Immers Archime-
des gebruikt in zijn geheele Werk èn de redentheorie van Eudoxos 27 ) 

èn het lemma van Euclides (Elementen X, 1), dat over devoort-
gezette dichotomie van een grootheid handelt (III; 0,5) en deze 
steunen beide op het axioma van Eudoxos. Waarom het dan 
nog eens afzonderlijk uit te spreken voor grootheden, die toevallig 
als verschil van twee andere optredeii? 

Wat.-li.iervan..nu.echter de..bedoeling.is, zal.na..het bov.enstaande. 
duidelijk kunnen zijn. Archimedes wil vaststellen, dat, hoe weinig 
öok-twee. lijnen (opperilakken, lichamen) van elkander verschillen, 
hun verschil stèeds weer een lijn (oppervlak, lichaam) is. Hij had 

Universae Geo,netriae, Mixtaeque Matlze,naticae Synopsis, Et 
Bini.. Refractionum Demonstrataru,n Tractatus. Studio et Opera F. M. 
Mersenne 'M Parisiis MDCXLIV. 

geciteerd p. 38, noot 4. 
d.w.z. de redentheorie van Eucli'des V. Elementen van Euctides 

1, 66. II, 56. 



dit zôé kunnen formuleeren, om dan de conclusie te trekken, dat 
zulk een verschil dus ten opzichte van elke grootheid van de soort 
der met elkander vergelekene aan het axioma van Eudoxos voldoet. 
Hij geeft nu die conclusie als axioma, daarmee de eerstgenoemde 
uitspraak impliceerend. 

Men kan nu ten slotte nog vragen, of er dan behoefte aan de 
uitdrukkelijke formuleering van die uitspraak kon bestaan. Het 
antwoord op deze vraag ligt voor de hand, wanneer men overweegt, 
dat in de Grieksche Wiskunde naast de strenge en officieele 
methode der indirecte grensbepaling de minder strenge, maar heu-
ristisch meer vruchtbare methode der indivisibilia heeft bestaan en 
dat Archimedes haar zelf als middel van onderzoek ijverig heeft 
toegepast 29).  In die methode wordt een lichaam als som van vlakke 
doorsneden, een oppervlak als som van lijnen beschouwd, terwijl 
de beschouwing van een kromme als ontstaan door iuxtapositie van 
punten er in thuishoort; dat kon gemakkelijk de gedachte wekken, 
dat dan ook het verschil van twee lichamen wel eens een oppervlak, 
dat van twee oppervlakken een lengte zou kunnen zijn. Of dat 
denkbeeld ooit practisch is toegepast, kunnen we in het midden 
laten. Maar het is in ieder geval begrijpelijk, dat Archimedes, waar. 
hij zijn resultaten streng wil gaan bewijzen met behulp van een 
methode, waarvan het essentieele fundament juist dit is, dat het 
verschil van twee grootheden van dezelfde soort, hoe klein ook 
gedacht, ten opzichte van elke grootheid van die soort voldoet aan 
het axioma van Eudoxos, het noodig vindt, om alle onstrenge voor-
stellingen, die de methode der indivisibilia op dit punt zou kunnen 
doen ontstaan, te verbannen. 

Hij sluit, om het modern te zeggen, het bestaan van actueel 
oneindig kleine grootheden uit; de grootheden, die hij gaat be-
schouwen, zullen Eudoxische systemen vormen. 

Aan het slot van de Lambanomena wordt, als conclusie uit het 
tweede vermeld, dat de omtrek van een in een cirkel beschreven 
polygoon kleiner is dan de omtrek van den cirkel. 

4. Inleidende Proposities. (1-6). 
In het eerste Boek van Over Bol en Cylinder zal -herhaaldelijk 

de redenvorm van de compressie-methode (III; 8,21) worden 

29) Zie Hoofdstuk X. 
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A. A. D. BOUWHOF en J. C. LAGERWERPF 
De elkander vlug opvolgende drukken van dit werk bewij-
zen, dat het ,,er in" is gegaan. Wie het, zoals ondergete-
kende bij zijn onderwijs gebruikt, zal wel ondervonden 
hebben, dat het uitstekend beantwoordt 'aan het doel waar-
voor het geschreven is. Chr. midd. onderwijs. 
Telken jare kan men er bijna op rekenen een herdruk van 
dit leerboek te ontvangen. Hieruit blijkt reeds op voldoende 
wijze de waardering, die het boek ten volle verdient. 

Handeiswetenschappen. 
Het succes van dit werk lijkt ons alleszins gerechtvaardigd. 

De spiegel v. handel en w. 
Bouwhof en Lagerwerff behoeven wij hier niet meer te intro-
duceren. De leerstof in dit boek is logisch ingedeeld, in ieder 
volgend deel heeft herhaling en uitbreiding plaats van een-
maal behandelde begrippen. Duidelijke voorbeelden van 
goede, geleidelijk zwaarder wordende opgaven, hebben er 
ongetwijfeld toe bijgedragen dit werk, waarvan de eerste 
druk nog maar enige jaren geleden verscheen, zijn spoedige 
bekendheid te geven. De assistent-accountant. 
Het is volstrekt overbodig nog eens al het goeds te herhalen. 
dat ik in de laatste drie jaar over de rekenboeken van 
Bouwhof en Lagerwerff heb verteld. In elke nieuwe druk 
bemerkt men, hoe nauwgezet de auteurs de opmerkingen der 
kritiek wegen en hoe dicht ze de dagelijks veranderende prak-
tijk op de hielen zitten, zonder nochtans met allerlei ,,ver-
beterde en vermeerderde uitgaven" vorige drukken, opgaven 
en uitwerkingen onbruikbaar te maken. Vooral dit laatste is 
zeer te prijzen. Het Katholieke schoolblad. 
Onze mening blijft, dat deze serie boeken een der beste van 
deze tijd in ons land is. 	 De examengids. 
Het munt uit door de sobere, heldere en streng methodische 
behandeling der stof. Voor hen, die geleidelijk de verschil-
lende examens denken door te worstelen is het een uitste-
kend boek, dat ook om zijn lage prijs wel zeer welkom zal 
zijn. Maandbi. '. h. handelsonderwijs. 
We kunnen van dit opus kort en bondig zeggen: 't is âf - 
en in alle opzichten practisch, doeltreffend, duidelijk. 

Het centrum. 
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toegepast. Als voorbereiding daartoe dient de grôep proposities 
2-6. Daaraan gaat vooraf de propositie 1, waarin uit het tweede 
axioma wordt afgeleid, dat de omtrek van een om een cirkel be-
schreven polygoon grooter is dan de omtrek van den cirkel. 

In de volgende proposities beduidt 

C een cirkel, C een om dien cirkel beschreven regelmatige veel-
hoek met n zijden, I. een in dien cirkel beschreven regelmatige 
veelhoek met n zijden. Alle drie teekens duiden tevens de opper-
vlakte aan van de figuur, clie zij voorstellen. De zijden der veel-
hoeken heëten opv. Z. en z,,. 

Propositie 2. 

Wanneer twee ongelijke grootheden gegeven zijn, is het mogëlijk, 
twee ongelijke rechten te vinden, zoodat de grootste rechte to.t de 
kleinste een kleinere reden heeft dan de grootste grootheid tot de 
kleinste. 

E 	 Bewijs: Laat (fig. 52) de gegeven grootheden 
AB en zl zijn (AB > /1). Maak BI' = A. Neem 
een willekeurige rechte ZH. Bepaal een veelvoud 

H A 	AO van A.f zoodat A&> 4 (postulaat van Eudoxos). 
T' 	Zij nu HE hetzelfde deel van ZH, als Al' van AO is. 

Dan is 
(EH,HZ) = (Al', AO) dus, wegens AO> 4, 
(EH,HZ) < (Af, 4) = (Af, PB). 

Componendo (III; 0,42) 
19 
B 	(EZ, HZ) < (AB, PB) = (AB, 4). 

Dit bewijs kan bij oppervlakkige beschouwing 
noodeloos lang lijken. Men zou nI. kunnen vragen, 
waarom men niet een willekeurig punt 0 tusschen 

Z 	 A en B kiest en dan besluit tot (A0, 4) < (AB, 4). 
ig. 52. 	Hierbij zou echter vergeten worden, dat AB en 4 

wel, om de gedachten te bepalen, door lijnsiukken worden voorge-
steld, maar dat het in werkelijkheid niet nader omschreven meet-
kundige grootheden b.v. lengten van krommen, opper-
vlakten of inhouden zijn. EZ en HZ daarentegen zijn echte 
lijnstukken. Van de grootheden AB en 4 wordt, hoewel het in de 
propositie niet uitdrukkelijk gezegd wordt, blijkens de gegeven 
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ongelijkheidsrelatie en de toepassing van het axioma van Eudoxos, 
ondersteld, dat ze gelijksoortig zijn. 

In moderne notatie luidt de gehouden redeneering als volgt: 
Zijn a eii b. twee ongelijke gelijksoortige grootheden (a > b), 

bepaal dan een natuurlijk getal n, zoodat 

n (a—b) > b 

Hieruit volgt 

n+I < L 
n 	b 

Propositie 3. 

Wanneer twee ongelijke grootheden gegeven zijn èn een cirkel, 
dan is het mogelijk, in den cirkel een poly goon te beschrijven en 
om den cirkel een ander, zoodat de zijde van het om geschreven 
polygoon tot de zijde van het ingeschreven polygoon een kleinere 
reden 'heeft dan de grootste grootheid tot de kleinste. 

- 	A 

'Fig. 53. Fig. 54. 

Bewijs (fig. 53): Laat gegeven zijn de grootheden A en B 
(A > B) .;en de cirkel H. Bepaal (prop; 2) twee rechten 0, KA 
(0> KA); zoodat 

(0,'KA) < (A, B). 

Construeer nu (fig. 54) een driehoek KAM, rechthoekig in 4, 
waarin KM = 0. Trek in den cirkel H twee onderling loodrechte 
middellijnen FE en AZ. Pas op den hoek PHzl dichotomie 
(III; 0,5) toe, totdat L NHF < 2. L.AKM.NF  is nu zijde 
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van een gelijkzijdig ingeschreven polygoon. HS zij deellijri 
van [THN, OH raaklijn aan den cirkel in S, dan is OH zijde 
van een 'gelijkzijdig omgeschreven polygoon. Snijdt nu HE NT 
in T, dan is 

[NH T < 2. [4KM, dus [THT < [1KM. 

Hieruit volgt: 
(PH,HT) < (KM,KA) 

of 
(HS,HT) < (O,KA) 

dus 
(HO,NT) < (0, KA) < (A,B). 

Moderne notatie: Men bepaalt een getal p, zoodat 

A. 
p 	B 

Construeer nu een hoek q  (AKM), zoodat cos 99
= 

	

Bepaal door dichotomie een hoek o = 	zoodat ot< 2q'. 

Laat oc nu middelpuntshoek zijn van een regelmatigen om- resp. 
ingeschreven veelhoek met n zijden (n = 2" + ), dan geldt voor 
de zijden Z, en z,, daarvan 

1 < 1 = p+ l < 	 .. - 
Z l 	cos q 	p 	B 

2 

P r o p o s i t i e 4. 

• Deze. is gelijkluidend met Prop.- 3, mits men inplaats van een 
cirkel een- ci.rkelsec-tor,ijgegeven denkt,. waar-in- en- waarom-gelijk-- - 
standige .geJijkzijiige polygoonstukken worden beschreven. De 
dichotomie wordt nu toegepast op den middelpuntshoek van den 
sector. • . . . .. . 

• P r o p o s i t i e 5.  
- Wanneer een cirkeï ge'even is èn twee ongelijke groot/reden, 

om den cirkel een poly goon te beschrijven en- -een ander etin, zoodat 
het omeschreven poly goon tot het ingeschrevene een kleinere reden 
heeft dan de grootste grootheid tot de kleinste. - 
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Oplossing: Laat gegeven zijn (fig. 55) de cirkel A en de onge-
lijke grootheden E, Z (E > Z). Construeer (prop. 2) twee rechten 
1', 4 (1' >4), zoodat (1', zl) < (E, Z). Bepaalde middeneven-
redige H van T nA, dan is T (H) = 0 (T, 4) < T(P), dus 
H < T. Beschrijf (Prop. 3) om A een polygoon C, en in A een poly-
goon 1,,, zoodat de verhouding der zijden Z,, en z voldoet aan 

(Za , z,,) < (1', H). 

Fig. 55. 
Dan is ook (III; 0,43) 

I1A(Z, z,) < JA (T, H) = (T, 4) 
dus 

(Ce, I) < (1', zl) < (E, Z). 
Moderne notatie: 

C,, Z, 	T2  T 2 	T E 
H2r <  T 

Propositie 6. 
Op dezelfde wijze kan de overeenkomstige stelling voor een 

cirkelsector bewezen worden. 
j9) Herinnerd wordt aan de stelling uit de Elementen (voorko-

mend in Euclides XII, 2), dat bij voortgezette verdubbeling van het 
aantal zijden van een ingeschreven gelijkzijdig polygoon de som 
der overblijvende cirkelsegmenten beneden een voorgeschreven 
oppervlakte daalt. 

Daarna wordt aangetoond, dat een overeenkomstige stélling 
geldt voor de som der raaklijnsectoren 30),  die binnen een omge-
schreven gelijkzijdig polygoon en buiten den cirkel liggen. 

30) Onder een raaklijnsector verstaan we de figuur, begrensd door 
de stukken van twee elkander snijdende raaklijnen van een cirkel tus-
schen het snijpunt en de raakpunten en 'den kleinsten boog van den 
cirkel tusschen de raakpunten. 
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Bewijs: Zij de voorgeschreven oppervlakte B en de oppervlakte 
van den cirkel C, dan is het mogelijk (Prop. 5), een getal n zoo te 
bepalen, dat 

(C,,, 1,) < (C + B, C) dus, wegens J, < C 
(Ch, C) < (C + B, C) 

dus 

C<C+B of C—C<B 

De eigenlijke beteekenis van de groep proposities 2-6 wordt 
duidelijk, wanneer we de telkens voorkomende verhouding van 
twee ongelijke gelijksoortige grootheden door e voorstéllen (waar-
bij dus e > 1). 

Bewezen is dan, dat uien n zoo kan kiezen, dat 

In Prop. 2 	1 < n+l < e 	d,w.z. 31)  Lim + 1 = 1. 

	

n 	 n- 

In Prop. 3 	1 < - < e 	d.w.z. Lim zL = 1. 
zil- 	 . n- 

In Prop. 5 	1 < 	< 8 	d.w.z. Lim. 	== 

	

1,, 	 fl -± JJ 

In Prop. 6 wordt er aan herinnerd, dat bij een gegeven getal 
ô > 0 een getal n zoo te kiezen is, dat 

	

0< C—I,,< 3 	d.w.z. Lim (C.--I,) =0 
fl-±rJ, 

en wordt bovendien bewezen 	 - 

	

0 < C,, - C < b 	d.w.z. Lirn (C - C) = 0. 

5. Ronde Oppervlakte van Cylinder en Kegel. Proposities 7-20. 

De hoofdstellingen van deze groep zijn de proposities 13 en 14, 
waarin de ronde oppervlakte van een cylinder, resp. kegel wordt 
bepaald. Als inleiding dienen: 

31) De bedoeling van deze opmerking -is, d'at tusschen de propo-
sities van Archimedes en de daarachter vermelde stellingen der van-
antentheorie uitsluitend een verschil in schrijfwijze bestaat. 
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Prop. 7 en 8, waarin de zijdelingsche oppervlakte van een in-
resp. omgeschreven regelmatige pyramide van 'een kegel wordt 
bepaald. 

Prop. 9 en 10, waarin deze zijdelingsche oppervlakten met de 
ronde oppervlakte van den kegel vergeleken worden. 

Prop. 11 en 12, waarin de zijdelingsche oppervlakten van regel-
matige prismata, die in- resp. om  een cylinder beschreven zijn, met 
de ronde oppervlakte van dezen cylinder vergeleken worden. 

Propositie 7. 

Wanneer in een gelijkbeenigen kegel een pyramide wordt be-
schreven, die een gelijkzijdige basis heeft, is de oppervlakte daar-
van zonder de basis gelijk aan een driehoek, die de basis gelijk heeft 
aan den omtrek van de basis [van de pyramide] en tot hoogte de 
lijn, uit den top loodrecht op ' een zijde van de basis getrokken. 

Tegenwoordig drukt men dit uit door te zeggen, dat de zijde-
lingsche oppervlakte van een regelmatige pyramide gelijk is aan 
het halve product van den omtrek van het grondvlak en het apo-
thema. Deze zegswijze heeft echter in de Grieksche wiskunde geen 
zin, omdat de lengten der lijnstukken, die wij vermenigvuldigen, 
in het algemeen niet door getallen zullen kunnen worden uitge-
drukt. Zoo moet de Grieksche wiskundige overal, waar wij, om een 
oppervlakte uit te drukken, een product van twee factoren gebrui-
ken, een vlakke figuur invoeren, welker oppervlakte aan clie der 
beschouwde figuur gelijk is. Dit maakt de redeneeringen in ons 
oog vaak omslachtig; het is echter een wezenlijke trek der Griek-
sche beschouwingswijze, die hier tot uiting komt. 

Het bewijs van Prop. 7 is overigens geheel gelijk aan het thans 
nog gebruikelijke. 

In Prop. 8 wordt de overeenkomstige stelling voor een omge-
schreven pyramide uitgesproken en bewezen. 

P r o p o s i t i e 9. 

Indien bij een gelijkbeenigen kegel een rechte lijn binnen den 
cirkel, die basis van den kegel is, valt en er worden vanuit haar 
uiteinden rechte lijnen naar den top van den kegel getrokken, dan 
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za) de driehoek, omvat döor de koorde en de verbindings/ijnen met 
den top kleiner zijn dcin de oppervlakte van den kegel tusschen dé 
verbindingslijnen met den top. 

dan is ôf (1) 
5f (II) 

() AAAB+ /ABP>AAAP 
(zie Opmerking). 

Stel AAAB+ AABP- 
AAAP=O (1) 

O 	cirkelsegment AB + cirkelsegnient BP 
O < cirkelsegment AB + cirkelsegment BP. 

Zij (fig. 56) zl . ABP de gegeven 
rechte cirkelkegel, AF éen koorde 
van den grondcirkel. Het gestelde 
luidt: 

A AAP < mantelsegment AAP, 
Bewijs: Zij B het midden van 

bg AF, dan is 

Geval 1. Wegens postulaat III geldt 

A AAB< cirkelsegment AB + manielsegmentAAB 
A ABP< cirkelsegment BP + mantelsegment A BP 

+ 
AAAB+ AABP< cirkelsegmentAB-J-cirkelsegment BP±mantèisegment AAP 

a fortiori: 

A AAB  + A ABP< 0 + mantelsegment AAP 
waaruit wegens (1) volgt: 

A zIAP< mantelsegmentAAP. 

Geval II. Pas op de bogen AB en BP dichotomie toe (III; 0,5), 
totdat de som der overblijvende cirkelsegmenten kleiner wordt dan 
0 (6f). Aangenomen wordt, dat dit reeds na één verdeeling bereikt 
is. Uit postulaat III volgt nu als boven: 

A AAE + A AEB  + A ABZ + A LIZP< som der cirkelsegmenten 
AE enz. + mantelsegment AAP. 

waaruit a fortiori volgt: 

A ÏIAB + A ABP< 0 + mantelsegment AAP 
dus wegens (1) 

A AAP< mantelsegment AAP, 



Het bewijs is zonder moeite uit te breiden op het geval, dat de 
dichotomie uit meer dan één stap bestaat. 

Opmerking: De voor het bewijs fundamenteele ongelijkheid (ix), 
die Archimedes zonder motiveering opschrijft, wordt in verschil-
lende edities en commentaren ôf niet ôf onjuist bewezen. Wat 
Eutokios 32)  er over zegt, is onbegrijpelijk. Heiberg en Ver Eecke 
meenen 33 ), dat de loodlijnen, uit zi op de koorden AB, BP, PA 
van de basis neergelaten, gelijk zijn en beroepen zich dan op 
AB+BP>AP. 

Met Orieksche methoden kan het bewijs als volgt geleverd 
worden: 

Wegens Euclides XI, 2Qis 

/AzIB+ LBLIP>LA4P 
dus, als 0 het midden van AP is 

LALIB > L.AAEL 
Ook is 

4B >40. 
Van de tlriehoeken zIAB en zIA0 is 

nu bekend AA = zlA, zlB > 40, 
L AzIB > / A40. Teekent men nu 
(fig. 57) de beide driehoeken in één 
plat vlak aan dezelfde zijde van A4, 
dan valt 40 binnen / AzJB. Is nu 
AK IAB, dan is AK > A0, omdat 
in den cirkel met diameter A4 de 
koorde AK een grooteren boog onder-
spant dan A 0. Daar nu bovendien 
AB > 40, is zeker 

A4AB>AAAO. 
Evenzoo is 

Fig. 57. AZIBP>A4OP 
waaruit het gestelde volgt. 

Uit de bewezen propositie volgt, dat de zijdelingsche oppervlakte 
van een in een kegel beschreven pyramide kleiner is dn de ronde 

Opera III, 24 
Opera 1, 31. noot 2. Ver Eecke, Archimède p. 17; noot 2. 
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Christiaan Huygens is verschenen. 
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Een functie met begrensde fluctuatie is Riemann-
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