EUCLIDES
TIJDSCHRIFT VOOR DE DIDAC-
TIEK DER EXACTE VAKKEN

ONDER LEIDING VAN
J. H. SCHOGT enx P. WIJDENES

1
MET MEDEWERKING VAN
Dr. H. J. E. BETH Dr. E. ]. DJKSTERHUIS
DEVENTER OISTERWIJK
Dr. G. C. GERRITS Dr. B. P. HAALMEJJER
AMSTERDAM AMSTERDAM

Dr. W. P. THISEN
BANDOENG

Dr. P. DE VAERE Dr. D. P. A, VERRIJP
BRUSSEL ARNHEM

10e JAARGANG 1933/34, Nrs. 5en 6

P. NOORDHOFF — GRONINGEN

= —_—

g7~ Prijs per Jg. van 18 vel f 6.—. Voor inteekenaars op het “E§

Nieuw Tijdschrift Wiskunde en Christiaan Huygens f5.—,



Nﬂ-u Al
i ;\,L\"Sy

N o = .o
NI w2 e TR era i, \fo-* 2 e
Q\; PIVNCRAGRCIE QIR A J\.v{f &.1380

£
—
a6

LT

verseaiint in zes tweemaande
@Zml&s Pm s per izargeng fS.—. Zij, die tevens cp uet Niesuw
\ ~ ;
) S iz

. .
b . e
ingatesizend, detalern f5.—.

Artiizelen ‘er coneming ‘e zenden azxn . L. Scheg!, Amsierdam.
Zuic, Frans van Mierisstrzal [17; el 28341,

Aar de schr¥yers van artixelen worden cp hun verzozk 28

&f ‘rukkem verstmc.; in net ve! gedrukl.
Reeixen fr Bespreking en fer aznkondiging le zenden zan

P. Wicenes, Amstergam-Zuid, jac. Obrechistraal 88; Tl 27170L.

INHOUD.

33z,
Vesslag van het tweeds Nederlandscn congres van jegraren
'r. de wiskunde en de natuurwetenschagpen . . . . 225—280 7

Iz, Jr. A. [. STARING, e kegelsneden in varband met hat

oncerwijs i natuurkunde, mechanica en kosmografie . 232--258
Do H 0 E 3ETHE, Zrkele esehouwingen inzzke el

Dre. A, VAN XREVELD, .ot moderne ontwilkkeling derfolo-
grafe” {mel fichibeelden; . . . . . . . . . . . HEZE

Cueezicat ver ¢ mnoud van ¢e eersle Uen jazrgangen. 280

oo ater it te geven complefe congresturituer zal $& volgords . -

et L
vanzeifsorekend — werder gewilzigd.



VERSLAG VAN HET TWEEDE NEDERLANDSCH
CONGRES VAN LEERAREN IN DE WISKUNDE .
EN DE NATUURWETENSCHAPPEN

op Donderdag 5 April 1934 te Utrecht.

De regelingscommissie bestond uit: Dr. D. P. A. Verrijp, Arnhem,
-voorzitter; W. de Lange, 'Amsterdam', secretaris; leden: Dr. P. G.
.Tiddens, Utrecht, W. L. Varossieau, ’s-Gravenhage en Dr. A. D.
.Nathans, Utrecht.

Het congres werd bijgewoond door de volgende genoodlgden
.en afgevaardigden:

de Heer ]. van Andel, inspecteur van het Mldd en Gymn, Onder-
-wijs, vertegenwoordiger van Z.E. den Minister van Onderwijs,
Kunsten en Wetenschappen;

Dz. S. Elzinga, Dr. E. H. Renkema en de Heer M. van der Weyst
- linspecteurs van het Midd. en Gymn. Onderwijs;

Dr. D. ]J. E. Schrek, namens het Bestuur van het Genootschap
-van Leeraren aan Nederlandsche Gymnasién; Dr. A. Houdijk,
'namens het Hoofdbestuur van de Algemeene Vereeniging van
‘Leeraren bij het M.O.; Ir. G. D. C. Eversmann, namens het Hoofd-
‘bestuur van de Kath. Leerarenvereeniging ,,St. Bonaventura”; Dr. P.
"Doornenbal, namens het Bestuur van de Vereeniging van Leeraren
.bij het Chr. M.O.; Dr. ]. J. Prins, namens het Bestuur van de Ver-
-eeniging van Directeuren; Dr. K. J. Riemens, namens de Groep
',»M0.G.A.”” van het Genootschap; Dr. E. Slijper en Dr. A. H. Kan,
‘namens de Groep Classici van het Genootschap; Prof. Dr. W. J.
‘de Haas, namens de Commissie ter behartiging van de belangen’
van het onderwijs in de wiskunde en de natuurwetenschappen op
‘H.B.S. en Gymnasium.

.. Voorts werd aan het Congres deelgenomen door:

Tr. J. P. C. van Asperen, ’s-Gravenhage; Dr. N. Bakker, Wage-
‘ningen; Mej. Ir. J. C. E. Bal, Rotterdam; Mej. Dr. Chr. Bastert,
«Amsterdam; G. W. M. Bazendijk, Baarn; Mej. T. A. Bekkering,
"Meppel; Dr. V. S. F. Berckmans, Maastricht; E. W. Beth, Leiden;
Dr. H. J. E. Beth, Deventer; ]J. Beunk, Baarn; Mej. ]J. Bleeker,
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Wageningen; Dr. H. ]. Blikslager, Middelburg; Dr. S. R. van
Asperen de Boer, Amsterdam; Dr. A. W. Boerman, Oud Beyer-
land; Dr.-S. C. Bokhorst, Amsterdam; Dr. I. A. Bongers, Tiel;
Dr. F. W. Bonnet, Utrecht; Ir. G. B, Boomer, Voorburg; Dr. T.
Bouma Harderqu Dr. N. Bouman, Amsterdam; Dr. H. P. Bouw-
man, Rotterdam; Dr. B. H. J. ter Braake, ’s-Graveland; Dr. A.
Brester, Amsterdam; Mej. Dr. A. ten Broeke,, -Haarlem; D. de
Bruin, Leeuwarden; Dr. H. R. Bruins, Utrecht; N. A. Brunt, ’s-Gra-
venhage; Dr. ]. B. du Buy, Utrecht; Prof. R. P. van Calcar, Leiden;
F..C. Cammel, Rotterdam; C. A. Campagne, Terneuzen; Zuster
Canisa, Tilburg; Dr. P. H. van Cittert, Utrecht; Zuster Clemen-
tine, Tilburg; Dr. P. Coebergh, ’s-Hertogenbosch; P. Coenraad,
Zaandam; H. Corver, 's-Gravenhage; Ir. ]J. G. Roest Crollius,
LeeuV\ia‘rden; G. A. van Delft, Utrecht; ‘Dr. A. ]. van Ditmarsch,
Zutphen; ]J. P. Donk, Zutphen; Dr. A. van Dop, Hilversum; C. W.
Dornseiffen; Amsterdam; ]. Drop, Vlaardingen; Mej. M. C. Duyn-
stee, ’s-Gravenhage; K. H. van Dijk, Haarlem; Dr. E. ]. Dijkster--
huis, Oisterwijk; C. P. A. van Eck, Roosendaal;-H. ]. van Eekeren,
Zeist; Dr. ]. Ellerbroek, Amsterdam; Ir. W. Estor, Hengelo (0.);
Dr. C. Baart de la Faille, Arnhem; Mej. P. ]J. Fluyt, -Arnhem;
Dr. J. Fokkens, Dordrecht; R. Frantsen, Rotterdam; Dr. A. L. W.
de Gee, Hilversum; S. J. Geursen, Tiel;’ M. van der Graaf, Schie-
dam; Dr.’G. B. R. de Graaff, Sneek; Dr. G. F. C. Griss, Doetin-
chem; A. van der Groen, Amsterdam; Dr. J. T. Groosmuller, Vel-
.sen; Ir. J. Groot, Amsterdam; F.-W. C. de Haas, Sneek; M. Hart-
zema, Amsterdam; Dr. A. van Haselen; Utrecht; Dr. H. B. van der
Heyde, Amsterdam; Dr. A. Heyting, Enschede; H.- Heitkamp,
Oldenzaal; Dr. K. F. Heyt, Zutphen; L. Hobma, Zeist, H. Hoek,
Haarlem; Pater P. van Hoek, Langeweg; A. ]. Hoekstra, Amster-
dam; Dr. J. Hoekstra, Maastricht; Dr. C. M. Hoogenboom, Deven-
ter; Dr. R. Hooykaas,  Utrecht; ' D. Hubbeling, ’s-Gravenhage;
Dr. M. ]. Huizinga, Haarlem; J. M. Hummelen, Zutphen; Mej. Dr,
H. Hylkema, Utrecht; H. Janett, Haarlem; Mej. A. F. ]J. Jansen,
Nijmegen; R. S. Kefel; Almelo; J. Keulen, Heerenveen; G. E.
Kiers, ’s-Gravenhage; B. Kleefstra, Haarlem; F. de Kok; J. W.
Koning, Zeist; Dr. W. Koster, Amsterdam; Me;j. Dr. A.T. M. Kramer,
’s-Gravenhage; Prof. Dr. H. A. Kramers, Utrecht; Dr. R. L. Krans,
Arnhem; Dr. A. van Kreveld, Amsterdam; J. M. A. Kroes, Assen;
M. Kruyswijk, Rotterdam; Ir. P. K. Krijger, Roermond; Ir. F. ]



Opname April 1932

Dr. D. P. A. VERRIJP

geb. 27 Jan. 1869; 1 Sept. 1892.leeraar aan de H.B.S. en B.A.S. te Deventer;

'1896—1 Sept. 1934 leeraar aan het Gymnasium te Arnhem; 1902(—1 Sept. 1934)

tevens verbonden aan de Handelsschool (later H.B.S.A) aldaar. )

1921--1934 voorzitter van de Groep Leeraren in Wiskunde en Natuurwetenschappen
aan Gymnasia en Lycea.

1932 en 1934 voorzitter van het Ned. Congres van Leeraren in de Wiskunde en
: de Natuurwetenschappen.

Bijlage: ,,Euclides”, 10e jg. Nis. 5 en 6.
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Kubatz, Haarlem; D. Kuyper, Ha;derwijk; Mej. N.- ter Laag, Gro-
ningen; Ir. A. J. van der Laan, Alkmaar; H. van Laarhoven, Roosen-
daal; Ir. A. A. Lagaay, Leiden; Mevr. Dr. M. de Lange—Zieren,
Amsterdam; A. van Leeuwen, 's-Gravenhage; ]. D. Rutgers van der
~ Loeff, Hilversum; A. ]J. van der Loo, Delit; C. ]. J. van der Maas,
Schiedam; Mej. C. S. Maks, ’s-Gravenhage; Mej. Ir. J. O. Matthij- .
'sen, Utrecht; N. J. Medemblik, ’s-Gravenhage; de Mes; Dr. W.
Middelberg, Hengelo (O'.).; Mej. Dr. ]J. G. Modderman, Hilversum;
J. Mulder, ’s-Gravenhage; Dr. P. Mulder, Gorcum; G. F. W. Mul-
ders, Ede; H. ]. Munzebrock, Baarn; N. Nieboer, Kampen; Pater -
H. W. G. Nieuwhof, Eindhoven; Dr. P. J. Nieuwkamp, Sneek;
Mevr. G. van Oorde—de Lint; Heemsted-e; R. Oort, Bussum; H. T.
Otten; Van Overb'eek; Mej. Dr. D. J. W. Pool, Groningen; Dr. W.
C. Post, Purmerend; Dr. G. Postma, ’s-Gravenhage; Punt; Dr. ].
G. van de Putte, Harderwijk; A. ]. Pijpers, Venlo; Mej. Dr. J.
~Reudler, ’s-Gravenhage; T. ]. Risselada, Nijmegen; Dr. J. C.
Rohner, Zierikzee; Dr. F. L. W. van Roosmalen, Tilburg; Dr. J.
Rozenberg, Amsterdam; Dr. A. J. Rutgers, Gent; J. Th. Hart de Ruy-
ter, Enschede; Mej. I. M. Saetrang, Baarn; A. Salverda, Groningen;
- Dr. H. C. Schamhardt, Zeist; Mej. H. B. Th. Schouten, Middelburg;
Ir. P. Schut, Amersfoort, A. H. Sedee, ’s-Gravenhage; Dr..]. Se-
gaar, Amersfoort; W..Simons, Amsterdam; Dr. L. J. Smid, Warfum;
Mej. Ir. J. R. Sonneveld, ’s-Gravenhage; D. H. .Stam, Kampen;
Ir. Dr. A. ]. Staring, Wageningen; G. G. Steemers, Arnhem; Dr. J.
C.van der Steen;, Gorcum; Dr. P. W. Steenbergen, ’s-Gravenhage;
Ir.-O: H. Stuiver, ‘Nijmegen; B. Swart, Zaandam; Mevr. C. H. H.
Swart, Zaandam; Mej. Dr. E. G. C. Talma, Zwolle; Ir. j J. Teke-
lenburg, Rotterdam; Dr. M. J. van Tussenbroek, Haarlem; Dr. S.
Tijmstra, Zwolle; Dr. A. Vega, Utrecht; J. J. van de Ven, Roosen-
daal; Mevr. C. J."J. Verrijp—Van Asperen, Arnhem; H. B. ]. Vlas,
Alkmaar; Mej. Dr. Ir. N. H. J. M. Voogd, Haarlem; W. de Vries,
Harderwijk; Dr. M. P. Vrij, Arnhem; Dr. J. H. Wansink, Arnhem;
E. J. Wasscher, Utrecht; E. C. Wassink, Utrecht; Mej. Ir. O. B.
van der Weide, ’s-Gravenhage; A. van der Werf, Gorcum; J. Wi-
chers, Arnhem; G. Wielenga, Amsterdam; Mej. E. Wieringa, Enk-
‘huizen; L.- H. Wilde, Groningen; Dr. A. A. M. Witte, Heerlen;
Dr. S. van Woerden, Oosterbeek; Prof. L. K. Wolif, Utrecht;
P. Wijdenes, Amsterdam; R. Wijmenga, ’s-Gravenhage; Mej. G.
M. van de Wijnpersse, Utrecht; Ir. D. C. ]. IJlst, Utrecht; Dr. M. A.
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IJsseling, Almelo; D. van Zanten, Zeist; Prof. Dr. F. Zernike, Gro-
ningen; C. K. Zuur, Enschede. ,

De regelingscommissie werd bijgestaan door de volgende dames
‘en heeren studenten:

Mej. M. Brand, Hilversum; H. van Olphen, Arnhem; Mej. B.
- 'Raven, Utrecht; D. Reiding, Arnhem; G. R6hrman, Utrecht; Me;j. G.
B. Scharp, Arnhem; M. Schregardus, Amersfoort; Me] E. v. d.
Slooten, Utrecht; J. A. Smit, Arnhem.

EERSTE ALGEMEENE VERGADERING

Verzorging: het bestuur van L.i.W.e.N.a.G.e.L.
‘1. Opening.

De Voorzitter (dr. Verrijp) opent te 10.30 “de vergadermg met
het uitspreken van de volgende woorden:

Dames en Heeéren,

- Bij de opening van het Tweede Congres van leeraren in de
‘Wiskunde en in de Natuurwetenschappen heet ik U allen hartelijk
welkom. In het bijzonder noem ik hierbij den Vertegenwoordiger
'van den Minister van Onderwijs, den heer Inspecteur van Andel,
verder de heeren Inspecteurs dr. Elzinga, dr. Renkema en van der
Weyst, de afgevaardigden van verschillende besturen, nl. van de -
‘Directeurenvereeniging dr. Prins, van het Genootschap van leeraren
‘aan Ned. gymnasia dr. Schrek, van de A. V. M. O. dr. Houdijk,
van C. M. O. dr. Doornenbal, van St. Bonaventura ir. Eversmann,
van de Groep Classici dr. Slijper en dr. Kan, van de Groep Mo.G.A.
dr. Riemens. Ook heet ik welkom prof. W. ]. de Haas als vertegen-
woordiger van de Commissie ter behartiging van de belangen van
het onderwijs in de natuurwetenschappen. Berichten van verhin-
dering zijn ingékomen van prof. van Poelje, dr. Coops, den heer
Bolkestein, dr. van den Ent en van het bestuur der Groep Teeken-
leeraren.

Ik verzoek U; door een oogenblik op te staan, piéteit te betui-
gen voor wijlen H. M. de Koningin-Moeder.

Laat ik vervolgens in het korte woord, dat ik heden tot U spreken
wil, eerst een paar mededeelingen doen, die het programma be- -~
treffen.

De algemeene vergadering, die in 1932 twee voordrachten in-
hield, is thans in tweeén gesplitst; er is nu één begin- en één eind-
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voordracht. Wij hebben deze regeling getroffen, omdat de vorige
maal algemeen gevoeld ‘werd, dat, na het groote succes van dat
congres een waardig slot ontbrak. Echter hadden wij dit bezwaar
wel voorzien. Maar wij ‘vreesden, dat het einde van den dag wel
eens minder belangstelling zou kunnen vertoonen dan het begin, wat
in ons land — met de haast, die velen hebben om in den namiddag
thuis te- komen-— een gewoon verschijnsel is. Ik hoop echter, dat
die vrees thans beschaamd zal worden. Als U bedenkt, dat de
Duitschers te Berlijn op heden nu al hun vierden congresdag-door-
maken, dat ze daaraan nog twee dagen vastknoopen voor. excur-
sies enz. en dat hun financieele verhoudingen — inderdaad de’
onze zijn veelal niet schitterend — ook niet zoo gunstig zijn, dan
zijn wij met één vollen Nederlandschen congresdag zoo bescheiden,
dat men dezén toch wel gehéél kan meemaken. Bovendien, wan-
neer het waar is, dat de Nederlander in tegenspoed niet versaagt,
dan heeft' men hier de gelegenheid om het idealisme, dat den
docent nu eenmaal eigen behoort te zijn, ook te toonen. :
-De tweede mededeeling betreft juist de eind-vergadering. Het
bericht van de verhindering van prof. Sizoo — zijn driejarig zoon-
tje was ernstig ongesteld en is inmiddels overleden — bereikte
ons, nadat de programma’s al verzonderi waren.'En wij mogen
ons' gelukkig rekenen, dat prof. Kramers terstond bereid- gevonden
werd om ons uit de plotseling ontstane -moeilijkheid te redden.

 D. en H. Ik stond zoo straks even — misschien naar uw meen}ng
wel wat té lang'— stil bij-een mededeeling, die aan het einde het
bij den docent behoorende idealisme aanroerde. Inderdaad behoort
ieder docent — in aanmerking genomen de groote zelfstandigheid,
die hem in zijn ambt nu eenmaal moet gegeven worden — dat,
idealisme te bezitten. En zeker moet het ons, docenten in de exacte
vakken, eigen zijn. Maar mijn veeljarig vereenigingsleven heeft mij
er van-overtuigd, dat de docent in de exacte vakken dit ook bezit.:
Onze methoden van onderwijs kunnen dikwijls verbetering be-
hoeven, doch het genoemde idealisme heeft ten. slotte op dat
onderwijs veel meer invloed dan welke methode ook. De misluk-
kingen wijte men dan ook in ’t algemeen niet aan den docent,
zooals onlangs met zekere aanmatiging iemand van wetenschap-
pelijke 'standing-in haar te Groningen gehouden lezing beweerde.

Die mlslukkmgen hebben heel andere oorzaken. ’
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Is dit idealisme onmisbaar, waar het geldt speciale doeleinden
te bereiken, gewichtiger is nog de algemeene beteekenis er van. In
dit opzicht sprak Bernhard Bavink het juiste woord, toen hij in
1931 te Dortmund in een indrukwekkende rede op het Duitsche
Congres den invloed schetste, die de nieuwere physica op onze:
werel‘dbeschouwing uitoefent: ,Ist es also nicht zutreffend,” zeide
hij, ,,wenn ich behaupte, dasz in diesem Sinne, die naturwissen-.
schaftlicien Facher die wichtigste Grundlage fiir die gesamte -
geistige Erziehungsarbeit zu geben haben?” ‘

Ik wil hieraan nog het volgende toevoegen. In de eerste plaats
mag gezegd worden, dat natuurlijk in dit verband ook de wiskunde
meegerekend moet worden-en de bewering is hierbij niet misplaatst,
dat het in den tegenwoordigen tijd een achterstand is, dat nog niet
op elke school van wetenschappelijk voortgezet onderwijs de aller-
eerste beginselen der infinitesimaalrekening onderwezen worden.
Maar in de tweede plaats moet ik onmiddellijk 'bij de geciteerde
uitspraak in herinnering brengen, dat men onmogelijk die nieuwere-
physica op zich zelf kan beschouwen. Men moet naar Galilei terug
om te betoogen, dat, eerst betrekkelijk langzaam, doch in de .
negentiende en twintigste eeuw met steeds indrukwekkender snel-
heid, de invloed is toegenomen, die de natuurwetenschappen op
de geheele maatschappij 'in doen en denken hebben uitgeoefend.
Men heeft daartoe maar een oogenblik door zijn gedachten te
laten gaan al hetgeen het energiebegrip in' zijn doorwerking door
de geheele natuurwetenschap verricht heeft, het inzicht, dat we
hebben verkregen in mikro- en makrokosmos en verder in de bio-
genese in haar uitgebreidste beteekenis. Ten slotte moet ik in de
derde plaats vermelden, dat door sommigen van U de opmerkin'g
gemaakt zou kunnen worden, dat men die nieuwere physica aan
de leerlingen toch niet duidelijk kan maken. Maar dan antwoord-
ik: daar gaat het thans niet om, en zeker niet, zoolang als de vorm’
waarin ze op 't oogenblik voorkomt, een volledige explicatie. uit--
sluit. Het gaat om wat anders: hét is de geest, die den docent bij"
zijn onderwijs moet- bezielen, die van deh tegenwoordigen stand-
der wetenschap heeft kennis genomen. En ik zou het zoo willen-
uitdrukken, dat het is het breken met hét starre materialisme, dat:
in de vorige eeuw — toen niet geheel ten onrechte —-hoogtij vierde:
en dat' men ons thans niet meer in de schoenen kan schuiven.

Geachte toehoorders, staat dit niet lijnrecht tegenover de op-
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vatting, die van zekere gezagdragende zijde voortdurend is ver-
kondigd, dat, ook met 't oog op de voorbereiding tot Universiteit
of Hoogeschool, moet aangestuurd worden op een verdeeling van
ons voortgezet onderwijs in een school voor geesteswetenschappen,
één voor de exacte vakken en een z.g. maatschappijschool? -En
houdt U het mij ten goede, indien ik, die maatschappij en weten-
schap mijn gansche leven als ten nauwste verbonden heb gezien, ‘
daarom ook onmogelijk een opleiding van wetenschappelijk voorbe-
reidend onderwijs als doeltreffend en zelfs ook uitvoerbaar kan
beschouwen, die een zoodanige principieele differentiatie vertoont.
Ik vraag mij af, of men hier niet — waarschijnlijk zonder dat men
dit juist wenscht — den invloed ondergaat van de gewone kort-
zichtigheid van het publiek van allerlei ontwikkeling. Dat op een
gymnasium en op een H.B.S. moderne talen behooren te .worden
onderwezen, vindt geen tegenspraak, maar zoodra als het gaat om
wiskunde en natuurwetenschappen treden aversie tegen haar moei-
lijkheid, eenzijdigheid door eigen opleiding (waardoor zelfover-
schatting), en struisvogelpolitiek ten opzichte van het toch reeds
sedert jaren veranderde wereldbeeld, zoowel maatschappelijk als
geestelijk, naar voren. '

Wij moeten vertrouwen, dat de Regeering, bij haar tegenwoor-
digen moeilijken arbeid, wel zeer doordrongen zal zijn van haar
plicht om alle meeningen naar haar hoogere geestelijke en maat-
schappelijke waarden af te meten. Zij zal dit moeten bedenken:
men karr cultureel niet meer terug; men moet de film der werke-
lijkheid niet in tegengestelden zin willen afdraaien.

D. en H. Ik hoop, dat de doorlezing van het programma U ge-
leerd .heeft, dat wij- zorg besteed hebben aan de ,samens_telliné;
daarvan. Het philosophisch element, in zijn tweeledigheid —
kennistheoretisch en wereldbeschouwend —, het maatschappelijk
~ element in zijn tweeledigheid — direct aanwendbaar en algemeen
bevorderlijk —, het eigenlijk vakelement eveneens in tweeledigheid
en wel als speciaal vakbelang en als verband zoekend met andgfe
vakken, hebben wij tot een geheel samengevat. v

. Laat ik besluiten met den wensch, dat.deze dag ons bevred:—
ging moge schenken.. . -



SECTIEVERGADERING WISKUNDE _
Verzorgmg het bestuur van_de Vereemgzng van Leeraren in de
Wzskuna’e enz. aan H.B.S.-en met 5-j. c. B. enz. '~

Te 130 opent de Voorzitter (dr. Tiddens). de- vergadermg
Allereerst. wordt de volgende voordracht gehouden:

DE KEGELSNEDEN IN VERBAND MET HET:
- ONDERWIJS IN NATUURKUNDE, MECHANICA

EN KOSMOGRAFIE.
DOOR

Ir: Dr. A. |. STARING.

Het wiskunde-programma voor de H.B.S. heeft vele gebreken,’
die ik hier niet behoef op te sommen: meer bevoegden dan ik heb-
ben daar reeds dikwijls de aandacht op gevestigd, helaas tot nu’
toe met ‘weinig succes. De vergelijking van het H.B.S. prOgramma'
met dat van het gymnasium-B zal aan menig leeraar in de w1skunde
aan een H.B.S. het onaangename gevoel geven, dat zijn schoal,
wat het wiskunde-onderwijs betreft, achter staat bij het gymna-
sium, hoewel men toch de H.B.S. gaarne beschouwt als de school’
voor de typisch mathematisch natuurwetenschappelijke opleldmg
En hij zal zijn gymnasiale collega’s benijd hebben bij het lezen-
van de voor(.jlracht, die Dr. Verrijp in"1925 gehouden heeft voor de
vergadering van Liw.en.a.gel over: De beteekenis van het’
onderwijs in de wiskunde voor de B-leerlingen van het gyrhna--
sium1), en zich hebben afgevraagd, waaraan de H.B.S. het te
wijten heeft, dat men haar bij voortduring de gelegenheid onthoudt’
om de wiskunde op z66danige manier te kunnen geven, dat haar
groote waarde voor de ontw1kkelmg van het wetenschappeh;k
denken tot haar recht komt.

Een tijd lang heeft men de hoop kunnen koesteren, dat werkehjk
belangrijke veranderingen op til waren: in 1926 verscheen het’
rapport der commissie-Beth. 2) Hoe verschillend men ook over
onderdeelen daarvan moge denken, men zal moeten erkennen dat
het werk der commissie een grootsche poging is geweest om het "
wiskunde- -onderwijs grondig te verbeteren, door het- functxoneele
denken op den voorgrond te plaatsen. o o

Ik breng dit in herinnering, omdat geheele of gedeeltelijke aan-
vaarding van het plan der commissie ook voor den docent in de

1) Bijv. N. T. v. Wisk. 11, 1.
2) Idem Il 113; zie ook Jg. III.
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mechanica van -groot belang zou zijn. Hij zou op beter voorbereiden
grond kunnen bouwen dan nu, en hij zou -ontlast worden van de
moreele verplichting om jaarlijks een inleidenden cursus te geven
over zuiver wiskundige onderwerpen, waarvan de kennis vereischt
wordt om een eenigszins behoorlijk begrip te krijgen van de leer
der bewegingen: limieten, differentieeren, limieten in de meetkunde,
raaklijnen, kromtestralen. Uit het feit, dat deze onderwerpen min of
meer haastig behandeld moeten worden in ‘uren, aan de eigenlijke
mechanica onttrokken, blijkt duidelijk het ontoereikende van het
bestaande wiskunde-programma, niet alleen wat de methode, maar
ook wat de stof betreft. In mindere mate gelden de bezwaren .voor
de natuurkunde. : '

Ook dit is reeds vele malen naar voren gebracht, en het is niet
mijn bedoeling daar verder op in te gaan. Maar wel lijkt het mij
goed er eens op te wijzen van hoeveel belang voor het onderwijs
in de genoemde vakken en de kosmografie zou kunnen zijn een
klein onderdeel door de commissie-Beth in het ontwerp‘_-_l?eerplan
genoemd: nl. de behandeling der kegelsneden. 1k hoopi"d‘alardoor
belangstelling te wekken voor dit.deel van het wiskunde-pro-
gramma, ook bij de collega’s, die alleen wiskunde doceeren: immers
het kan hun enthousiasme slechts verhoogen indien zij weten dat
de kennis, die zij bijbrengen niet alleen meer wiékundig inzicht
geeft, maar ook de mogelijkheid schept in andere takken van
wetenschap dieper door te dringen.

Het wiskunde-programma voor de 5e klasse van het gymna-
sium-B bevat: ,;,de analytische meetkunde. tot en met de kegel-
sneden”; de bedoeling is blijkbaar deze krommen zuiver volgens
de methoden der analytische meetkunde te behandelen..-Het ontwerp
leerplan der commissie-Beth geeft bij de meetkunde in den.i}e-, klasse:
»meetkundige behandeling van de eeni/oudigste eigenschappen
van parabool, ellips en hyperbool”; voor de 5e klasse wordt ge-
noeimd: ,,meetkundige behandeling der kegelsneden, met als uit-
gangspunt de stelling van Dandelin.” lk ‘wil beginnen met op te
merken dat voor toepassing in de andere vakken het eerste gedeelte
van dit programma voldoende is; slechts de -allereenvoudigste
eigenschappen behoeft men te kennen, nl. die, waarop de construc-
ties van punten en raaklijnen berusten. Men kan deze afleiden uit
de definities, waarbij de parabool gegeven wordt als de meetkun-
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dige plaats der punten, die gelijke afstanden tot richtlijn en brand-
punt hebben, en-de €llips (hyperbool) als de meetkundige plaats.
der punten, waarvoor de som (het verschil) der afstanden tot de
brandpunten constant is. Uit deze definities volgen:

ELLIPS

RAAKLIN IN A ,";2

[

f,

ee oo Fig 1

1. de elgenschap van de rafklun, die men voor de ellips b.v.
als volgt kan afleiden (zie fig. 1):

A en B zijn 2 punten van de ellips, waarvan F; -en F2 de brand-
punten zijn. Maak

FiC = FA , en FD = F2A
dan volgt uit de definitie der ellips «dat
BC = BD
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De sinusregel, toegepast in de driechoeken ABC en ABD, geeft

BC_BD__ sin B, _ sinf, - dus
AB ™ AB7 sin(90° — 1/,a,) sin (90° — 1/,a,)’
sin 8, __sin (90° — 1/,a,) -
sin B, sin (90° — Y/,a,)
; sin By __ .. sin(90° — Y,a,) —1 '
 B>aSINfy 4 508in (90° —1/pay)
: >0
dus lim gy, =I1im g, , daar g, 4 B, < 180°.
2. de constructie met.behulp van richtliin (richtcirkel) en

brandpunt of brandpunten (zie fig. 2a en b). Deze constructies

7 ELLIPS
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zijn van zooveel belang, omdat daérbij raaklijn en normaal in een
punt vanzelf te voorschijn komen.

De raaklijneigenschap en de genoemde constructie kan men
voor de ellips en de hyperbool niet zoo eenvoudig afleiden, wan-
neer men als, uitgangspunt neemt de gemeehschappelijke definitie
der kegelsneden, als meetkundige plaatsen der punten, waarvoor
de verhouding der afstanden tot richtlijn en brandpunt constant is.

- Niet direct tot de planimetrie--behoorend, maar vereischt voor
toepassing in de mechanica, is kennis van de vergelijkingen in
rechthoekige codrdinaten:
voor de parabool: y—ax>+bx-+c

X ) x2 y2
en voor de ellips: F-{——EE:

Door de assenvergelijking van de ellips te vergelijken met die
van den hoofdcirkel, kan men op eenvoudige wijze de formule
voor de oppervlakte der ellips afleiden. Deze behoort ook tot de
noodzakelijke kennis. :

‘Wat de hyperbool betreft, zou .men voor de natuurkunde en de
mechanica desnoods kunnen volstaan .met behandeling van de
orthogonale hyperbool, en wel: puntenconstructle en raaqun—’
eigenschap, in verband met de asymptoten, uitgaande van de ver-
gelijking in den vorm

' x.y=C_

We beschouwen deze kromme dus als een grafische voorstelling
van het verband tusschen twee grootheden, die omgekeerd even-
redig met elkaar zijn. De toepassingen berusten trouwens bijna
altijd op deze eigenschap. :

Begint men met het meest aanschouwelijke voorbeeld het ver-
band tusschen lengte en breedte van rechthoeken met gelijke
oppervlakte, dan komt-men tevens tot een eenvoudige constructie
voor punten van een orthogonale hyperbool, waarvan de asymp-
toten en €én punt gegeven zijn (zie fig. 3). Zij A een punt van de
hyperbool. Construeer een rechthoek APBQ, met zijden even-
wijdig aan de coordinaat-assen, en waarvan de diagonaal PQ,
verlengd, door den oorsprong-gaat.. Dan is B 0ok een punt van de
hyperbool. Het bewijs volgt onmiddellijk uit de gelijkheid der gelijk-
genummerde driehoeken. '
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Men kan de punten A en B noemen: aan elkaar toegevoegd ten
opzichte van de lijn OP.

Het is dUIde]l]k dat de koorde AB, die met de x-as eenzelfden
hoek maakt als OP, tot limietstand-heeft de raaklijn in het.punt A
der hyperbool, als.B tot A nadert. De raaklijn in A maakt dus met

de x-as denzelfden hoek als de lijn OA.

ORTHOGONALE
| HYPERBOOL

x

CONSTRUCTIE  RAAKLIUN
Fig. 3. :

De genoemde constructie doet tevens een gemakkelijk herken-

" ningsmiddel van de orthogonale hyperbool aan de hand; dit is van

belang in de natuurkunde, als deze kromme het resultaat van een

-proef grafisch voorstelt (bij de proefondervindelijke afleiding van
~de wet van Boyle b.v.).

.Men zal de hiervéér genoemde eischen betreffende kennis der
kegelsnedéen bezwaarlijk overdreven kunnen noemen. De beteekenis
van de raaklijn in een punt van een kromme is één der dingen die
thans bij het wiskunde-onderwijs niet duidelijk uitkomen. Dikwijls
krijgt men de eerste maal, dat een raaklijn aan een andere kromme
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._dém een cirkel ter sprake. komt, op de vraag; -wat daaronder ver-
staan moet worden, ten antwoord: een lijn loodrecht op. den straal!
~ Daar men in de mechanica steeds met raaklijnen te maken krijgt,
is het noodzakelijk, dat déze niet alleen besproken worden bij den
cirkel,. maar ook bij andere krommen, en de kegelsneden leenen
zich hiervoor uitstekend. Deze meetkundige toepassingen van het
limietbegrip zijn niet te moeilijk voor leerlingen aan het einde der
3e of in het begin der 4e klasse. o

Bewegingen langs kegelsnedén. .

Wanneer ik nu het eerst enkele toepassingen in de mechanica
en de kosmografie ga bespreken, dan is de reden, dat men bij het
doceeren van deze vakken wel het meest de behoefte gevoelt aan
eenige kennis der kegelsneden bij de leerlingen. In het bijionder_
de kinematica en de dynamica van het stoffelijk punt, zooals die op
de H.B.S. thans moeten worden behandeld, lijden onder gebrek aan
die kennis. Dé fundamenteele begrippen tangentieele en normale
versnelling ‘kan men bijbrengen zonder een speciaal bewegings-
geval te behandelen. Men moet echter niet volstaan met aan te
toonen dat bij een kromlijnige beweging de \)ersnelling eén nor-
male componente heeft; men moet de gelegenheid aangrijpen om
een toepassing van het limietbegrip te maken, waarbij men zbnd_er
veel moeite bewijst, dat de normale versnelling evenredig is met
het kwadraat van de snelheid, en dat de evenredigheidsfactor een

-meetkundige grootheid is, geheel onafhankelijk van de beweging, . s

en alleen afhankelijk van den vorm der baan, en”in 't algemeen
van punt tot punt veranderlijk.

Als deze basis dan gelegd is, kan men zich afvragen, op welke
bewegingen men die begrippen kan toepassen, bewegingen die
werkelijk véoérkomen, en niet gecomponeerd zijn ter wille van een
vraagstuk. Dit aantal is eigenlijk zeer klein: de eenparige bewe-
gingen langs rechte lijn en cirkel, val- en worpbeweging, de
harmonische beweging langs een rechte lijn. Goed beschouwd dus
twee kromlijnige bewegingen, waarvan de ééne uiterst eenvoudig
is. Alleen de worpbeweging komt dan in aanmerking als voorbeeld
van een beweging met tangentieele en normale versnelling. Maar
zonder iets van de meetkunde van de parabool te weten kan men
b.v, aan dit concrete voorbeeld niet de bovengehoemde eigenschap
der normale versnelling laten zien. In de mij bekende schoolboeken
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wordt dan-ook over normale en tangentleele versnellmg bl] de
worpbeweging niet gesproken. Co

.-Met behulp van de constructiefiguur voor de parabool kan men
de bedoelde eigenschap als volgt aantoonen (fig. 4a).

a Q

a | X

PARABOLISCHE BANEN
" WORPBEWEGING - KOMETEN-BEWEGING

Fig. 4.

Beschouwen wij een uit.O-horizontaal met snelheid v, wegge-
worpen punt. De bewegingsvergelijkingen zijn:
x=vwt = y=1hgh
zoodat de baanvergelijking is ‘
xr= 2;’ y-
‘De baan is dus .een parabool met pz—g-
"In het punt P, bepaald door /£ a, is

Vo
COS a

a, =gcosa
dus ‘
S v v _p

a,  gcosPa  cosPa e
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éen’ grootheid (de kromtestraal: in P) geheel onafhankelqk van
de beweging. .

- 'Dit voorbeeld kan dus als toehchtmg dnenen van de algemeene
vergelqkmg '

V
. an._Cvz——.—'.. -

Kennis van de uitdrukking voor den kromtestraal in een punt
van een parabool komt te pas, als men kinematisch de versnelling
van een komeet langs een parabolische baan wil bepalen. lk zal
dit geval echter straks dynamisch behandelen.

Als uiterst-belangrijke toepassingen der bewegingsleer kan men;
toegerust met elementaire kennis der ellips, bespreken de twee
centrale bewegingen langs een ellips, nl. de harmonische (Lissa-

jous-)beweging, en de planetenbeweging.
Ik veronderstel, dat eerst de eigenschappen eener geprojecteerde
beweging besproken zijn, en als toepassingen daarvan de worp-
beweging en de harmonische beweging langs een rechte lijn. Dan
volgt een beweging, waarvan de projecties op twee dnderlmg
loodrechte assen harmoiiische bewegingen uitvoeren met gelijken
trillingstijd en een' phaseverschil van.909.. Hiervoor geldt:

. t . ‘ EAR
x=1sin (2::T) y=kcos (ZnT),
zoodat de baanvergelqkmg is
T "'y —l .

De baan is dus een.ellips en men bequt gemakkeh]k dat de
versnelling naar het middelpunt gencht is, en evenredlg is met den
voerstraal:

a _ 4n°
- T S

We hebben hier dan een voorbeeld van een-centrale beweging
(waarvan de eenparige beweging langs een cirkel een bijzonder
geval is), en dit is de aanleiding om.centrale bewegingen te be-
spreken, in 't bijzonder de wet der perken. Voor een gesloten baan
wordt deze gebracht in den vorm: het moment der snelheid ten

opzichte van het centrum is gelijk aan de dubbele opperviakte,
door de baan omsloten, gedeeld door den omloopstijd.
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- Uit fig.-5 volgt dan, dat in het punt van de ellips, bepaald
door £ a: ’

met
h,=Icosa,
zoodat .
' o __ 2ak
~“Tcosa

ELLIPTISCHE BANEN

'HARMONISCHE BEWEGING EN PLANETEN-BEWEGING
‘ Fig. 5. o
Daar verder:

42

| =Tz"
volgt uit gelijkvormigheid van driehoeken:

2 2
%hlz‘—k—z—lcos a.

a, = 2
‘Het verband tusschen a, en v is: -

v?

. 'an: ’

16
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waarin o ‘de kromfestraal is in‘het beschouwde piiiit van-de éllips.

Dus is , N : IR I
kR

=4, Icos’a

Deze uitdrukking voor den kromtestraal kan gebruikt worden

om te bepalen, welke versnelling een planeet moet hebben, .die

volgens de wetten van Kepler om' de zon loopt. De wet der perken
geeft in dit geval (fig. 5) '

v 2akl
RN N e
] T -l
met
. hy=rycosa, _
zoodat  :¢
’ p—_ 2nkl
' : ~ Trycosa . ‘ ,
* De versnelling a is naar F; gericht, en de normale versnelling is:
a A, i cos
e j— a.
In =" T T2

De totale versnelling is

g 4P C

Tcosa TP 1t ,

dus omgekeerd evenredig met het kwadraat van den.afstand to

het centrum. Volgens de 3e wet van Kepler heeft C voor alle

planeten dezelfde waarde.?)

Og'séortgelijke wijze kan men, door vergelijking van een kogel-

" baan én een parabolische kometenbaan, bewijzen dat kometen een

naar de zon gerichte versnelling hebben, omgekeerd evenredig

met het kwadraat van den afstand tot de zon. Hyperbolische

kometenbanen kunnen echter op deze wijze niet behandeld worden,

omdat geen beweging langs een hyperbool mogelijk is, die opge-

bouwd is uit elementaire rcch'tlijnige bewegingen (eenparige, een-
_ parig veranderlijke, of harmonische). = ‘

1) Directe vergelijking van een harmonische beweging en een
planetenbeweging langs dezelfde ellips met denzelfden omloopstijd
ligt ten grondslag aan het -idee om de beweging van een planeet te
beschrijven met behulp van een ,middelbare planeet”; dit voert op
zeer eenvoudige wijze tot de z.g. vergelijking van Kepler, die het
verband geeft tusschen middelbare en excentrische anomalie.
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Het is duidelijk, dat het bewijs, dat planeten en kometen. ten;
opzichte van het sterrenstelsel naar, de, zon gerichte versnellingen
hebben, die alle op dezelfde wuze van den voerstraal afhangen,
een aanwijzing is, dat dit stelsel bljzonder belangn]k is om de be-
wegingen “dezer ‘hemellichamen op ‘t& betrekken ‘even. belangn]k
als, de aarde het is voor de beweging’ Van aardsche llchamen"‘
Zoodra d1t mge21en wordt, ‘is het bespreken van ‘de vraag ten{
opzmhte van welk stelsel moeten de’ versnellmgen bepaald worden,
die men aan krachten moet toeschn]ven? mogelqk geworden'
Deze voor de begmselen ‘der dynamlca zeer belangn]ke “kwestie
behoeft niet verdoezeld te worden 1nd1en men de leerlmgen verder“
laat kijken dan de aarde, ST :

" Dit alléén reeds zou m1 de behandelmg der planetenbewegmg'
rechtvaardlgen ook als dlt onderwerp voor de verdere verdulde-'?
lijking van kmematlsche en dynamlsche begnppen niet zoo b1].'
untstek geschlkt was. Tot staving van deze bewermg qu ik er op,'
dat de besproken’ bewegmgsgeva]len zich ‘ritstekend Iéenen voor
toepassingen van de arbeldsverge]qkmg Dit is een niet te onder-
schatten voordeel; immers ook voor deze vergelqkmg is het gebled:
der toepassingen en oefemngen anders zeer klein. Ter afwisseling
zal ik thans de parabool nemen en de vraag stellen: welke. krachtv
naar het brandpunt gericht, veroorzaakt een bewegmg ]angs de:
parabool‘i’ ' i

De gedachtengang is: men moet 1/2 mi? ultdrukken in r, metj
behulp van de voorwaardeverge]ukmg (hier. de wet der perken),:
en meetkundlge betrekkmgen ‘De eerste geeft (zxe f:g 4b) '

, S V. rcosa—C v T
en de tweede]: '

. 2, __P
r‘co}s a_.—z—;. L
zoodat - B
Lmvz—_l_m C2 f— mcz.
2 T2 rfcosta  pr
Dus:

(gemiddelde kracht over r,—r) X (r,—ry) =
mc2( _N\_mC n—r
ry

» p n _ p nry
De gemiddelde kracht over r, — r, is dus
mC? 1

P nr
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De kracht op afstand r, is dus:’

' | . mC 1 mC

lim === .
rn—>n P nry Pff

~ De kracht is omgekeerd evenredig. met het kwadraat v’an den
afstand tot het brandpunt. - _

. Hier komt tevens een voor de toepassmg in de electrostatlca
belangrijke eigenschap voor den dag betreffende. den arbeid, ver-
- richt door een kracht volgens Newton of Coulomb. Men kan deze
nl. berekenen met behulp van een gemiddelde waarde voor de
kracht, die de middenevenredige is tusschen begin- en eindwaarde.

De andere bewegingen langs de kegelsneden (ook langs een
* hyperbool) leenen zich tot soortgelijke berekeningen. ) Schrijft
men de kinetische energie van den planeet op als functie van den -
voerstraal, dan blijkt deze nul te moeten zijn op den richtcirkel
om de zon; aan deze uitkomst kan een beschouwing worden vast-
geknoopt over de parabolische snelheid, zoodat duidelijk wordt in
welke gevallen men een parabolische, en in welke een elliptische
of hyperbolische baan moet verwachten.

Met het voorgaande meen ik te hebben aangetoond dat zeer
“geringe kennis van de meetkunde der kegelsneden ons in staat
stelt het gebied van kinematica en dynamica voor de H.B.S. zoo-
danig te verruimen, dat een beter inzicht verkregen kan worden
in bewegingskwesties. Het heeft noodzakelijk tot gevolg een dieper
ingaan op enkele fundamenteele zaken, waarbij de hoeveelheid te
behandelen stof niet zoo heel veel toeneemt. M.i. kan compensatie
. verkregen worden door vereenvoudiging der statica en der bere-
f.kenmgen over zwaartepunten, onderwerpen die dikwijls een te
groote plaats innemen ten koste van de veel belangnjker kwesties
van kinematischen en dynamischen aard.

Toepassingen in de statica.

Ook in de statica Kan men kennis der kegelsneden gebruiken.
Een eenvoudig vraagstuk als: welke plaats zal, onder invloed
van zijn gewicht, een stoffelijk punt innemen, dat zich zonder
wrijving langs een .volkomen buigzaam gewichtloos koord kan

1) Zie voor de pianetehbeweging: Euclides VIII, 139.
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bewegen, dat tusschen twee punten.hangt?,;kan met meer, inzicht
behandeld worden, als men de mogelijke baan van het punf, een
ellips, beschouwt, dan wanneer men zonder meer de evenwichts-
voorwaarden opschriift.

Als interessante toepassing van de parabool wil ik noemen de -

‘hangbrug. Men denke zich €en aantal gelijke gewichten G opgé-

hangen aan een volkomen buigzaam, gewichtloos koord, dat tus-
schen twee punten hangt, op z66danige wijze, dat in den- even-

|

HANGBRUG

N
‘\\\‘--& ?

ROTEERENDE VLOEISTOF

GESPANNEN DRAAD ,
Fig. 6.

wichtstoestand de ‘horizontale afstanden der gewichten gelijk zijn.
Aan welke voorwaarde moeten de vertikale afstanden 'fier ‘aan-
grijpingspunten Po, Py, ... Py, ... der gewichten voldoen?

Op het punt P, (fig. 6 boven- rechts) werken drie krachten, die

" evenwicht moeten maken: de spanningen S en S, en G: Blijkbaar

:moeten.de horizontale ontbondenen der spanning elkaar opheffen;

gemakshalve kiezen we daarom den krachteenheidsvector z66, dat
S.door de lengte P,_, P. wordt voorgesteld; P, Pe,, stelt’dan §
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'ivoor Samenstellmg der .verticale componenten -geeft. dan:
S ...‘. ot .___V_G_O
YR e
Vi—V = G = constant,
_zoodat overgaande tot de werkelqke afstanden en bl] het aannemen
_ van een vertikale y-as, men heeft:

Virr — Vo) — (Y — Yot) = constant = 2c
yn+1_‘2yn }’n~1+2¢‘
Dat-de aangrijpingspunten op een parabool liggen blijkt als

volgt: Kiezen we gemakshalve den oorsprong in het punt, waar- - .

voor n= 0 is, dan is, als h een constante voorstelt:

Xo =0 Yo =0

x =1 yh=h

X, =2/ y2_2h+2c

xg —3! ys —=3h 4 6¢

x, =4l y4__4h+120

Xp=nl y,._nh-l—n(n—l)c
=n%c + n(h — ¢).

Eliminatie van n uit x, en y, geeft
c h—c -~

Vn zﬁxﬁ +_i"‘xn-‘

De aangrijpingspunten liggen dus op de parabool
' c h—c¢
y "_—'FXZ + :TT_x,

~waarvan de as.vertikaal is. .
_ Dit evenw1chtsgeval doet zich voor blj hangbruggen (zie fig. 6),
de ophangpunten op een kabel zullen met groote benadering op
een parabool liggen, indien men gelijke belasting der vertikale
kabels ‘aanneemt. Men kan dit resultaat gemakkeluk met een een-
voudig model aantoonen.

Een vrij strak gespannen draad (telegraafdraad b.v.; zie fig. 6)
kan bij benadering als een bijzonder geval van het vorige be-
'schouwd worden. De gelijke krachten op onderling gelijke horizon-
tale afstanden zijn nu de gewichten van gelijke stukjes; deze :zijn
bij benadering op onderling gelijke horizontale afstanden, zoolang
‘derhelling niet te ‘groot wordt. De draad kan dan als parabool
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beschouwd; worden. -Zij;.de .lengte /,: de. pijl.fr,. en het gew1cht G.
De, honzontale kracht H, waarmede de draad aan de palen trekt
is gemakkeljjk te.vinden uit de construc’ueﬁguur van de parabool
hieruit: blijkt: o A
R 1,GrH="h :"/4‘1'. .
g

: H:‘/BG—h—

of : .

Roteerende vloezstof (fig. 6).
Wanneer een gedeeltehjk met vloeistof gevuld vat eenparig wordt .
_rondgedraaid om een vertikale as, dan is de meridiaan doorsnede
“van het vloeistofoppervlak een parabool. Dit berust op de eigen-
" schap van die kromme, dat de subnormaal op ‘de as constant is,

.. hetgeen uit de’ constructiefiguur (fig. 2, boven)' blijkt. De nood-

zakelijkheid van deze eigenschap voor de meridiaandoorsnede
volgt uit fig. 6 (zie rechts onder), waar op een bepaalde schaal
de krachten geteekend zijn, werkend op de massaeenheid van een
vloeistofdeeltje aan het oppervlak. Op die schaal (waarbij de
_ centripetale versnelling w?r wordt voorgesteld door r lengte-
eenheden), ymoet de subnormaal de versnelling g voorstellen.
" Hiermede is natuurlijk niet streng bewezen, dat de kromme een

e parabool is, maar het kan wel aannemelijk gemaakt worden.

Toepassingen in de Optica.

Ik stap hiermede voorloopig af van de toepassingen, die de
mechanica betreffen, om in herinnering te brengen, dat ook op het
‘ gebied van de physica.in engeren zin leerrijke toepassingen van
. de meetkunde der kegelsneden te maken zijn, nl. op het gebied der-
: optlca
" De terugkaatsing en de breking .van licht door omwentelings-
oppervlakken met een kegelsnede tot meridiaandoorsnede geeft
eenerzijds gelegenheid om het verband te laten zien tusschen ver-
schillende meetkuridige eigenschappen van de betreffende kromme,
en. andeizijds om het verband aan te toonen tusschen stralen. en
‘golffronten. Dit is dus een uitstekende oefemng in de-toepassing
van:het beginsel van Huygens.

* Met stralen werkend, zal men zeggen (fig..7 lmks) een bundel
stralen,. invallend evenwijdig aan-de as van een Aparabpllsc_hen
hollén spiegel, :gaat. na -terugkaatsing door het brandpunt: Dit is
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dan- een direct- gevolg van het uit de constructleﬁguur volgende
feit, dat de. normaa] in*P den hoek tusschen FP-en het’ verlengde
van QP halveert Met golffronten werkend, zegt men (fig. 7 rechts):

vlakke golffronten, loodrecht op de as van een parabolischen spie-
gel, worden door de terugkaatsing veranderd in bolvormige, met
het brandpunt tot middelpunt. Dit is dan een direct gévolg‘v‘an het’
feit, dat PQ = PF is. Dit blijkt uit de beschouwing van de flguur,
waarin verschillende golffronten geteekend zijn in de standen die

PARABOLISCHE ,  SPiEGEL § |
' - _ . | 1%7

ze op zeker oogenblik zouden innemen zonder, en met terugkaat-
sing. Door toepassing van het beginsel van Huygens. wordt ge-
vonden, dat een vlak golffront, dat zonder de aanwezigheid van den
parabolischen spiegel op zeker oogenblik den gestippelden stand
5 zou innemen, door de terugkaatsing vervormd is tot het bolvor-
mige golffront 5, met F als middelpunt. Noemen we twee gelijkge-
nummerde golffronten aan-elkaar correspondeerend, dan heeft men
-de eigenschap: de toestandsverandering doorloopt dén afstand tus-
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ELLIPTISCHE LENS -e=

|-

8 7 8 S 4 3 2
: Fig. 8.
schen twee golifronten in denzeliden tijd als den afstand tusschen
de correspondeerende golifronten.

Aan het golffront 1 (waarin de richtlijnen van de parabolische

- meridiaandoorsneden van den spiegel liggen) correspondeert -het
' puntvormige golffront 1, het brandpunt F, omdat elk punt van de
‘parabool even ver van F als van de richtlijn ligt.

Beide uitdrukkingswijzen om deze . terugkaatsing te verklaren,
zijn gelijkwaardig; daaruit volgt de directe samenhang der beide
meetkundige eigenschappen. Er volgt verder uit, 'dat de paraboli-
'sche spiegel de eenige is, die dit geven kan, maar ook dat het -
alleen.geldt voor een bundel evenwijdig aan de as. Werkt men met
golffronten, dan zijn deze laatste uitspraken evident; ‘met stralen
werkend, zou het bewijs hiervan niet eenvoudig te geven zijn.

Gelijk bekend, kan men deze vervorming van golffronten laten
zien met behulp van golven over een wateroppervlak. ..

Bij een elliptischen spiegel (omwentelingsellipsoide, verkregen
door wenteling van een ellips om de groote as), zij'n de twee
brandpunten koppelbrandpunten. Dit beteekent zoowel: de normaal
in" een punt van de. ellips deelt den hoek tusschen de beide voer-
stralen middendoor, als: de som der voerstralen is constant; want
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‘ d1t is de voorwaarde dat. bolvormlge golffronten met F; a]s centrum
‘door de terugkaatsing veranderd worden in bolvormige golffronten
‘met F, als centrum. Dit geval is alleen van theoretisch belang, maar
wel geschikt om den bedoelden samenhang van elgenschappen dui-
‘delijk:te. maken.

Soortgelijke’ beschouwmgen kan men . houden naar aanleiding
'van de breking.van een bundel stralen, invallend evenwijdig aan
‘de as. van een omwentelingsellipsoide, welks . excentriciteit het
iomgekeerde is van den brekingsindex. Uit de_constructiefiguur
-van de ellips volgt door toepassmg van den smusregel i A OFIR
‘(zie fig.:8): R <

..0 — lAi .
| .Flg'g
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e et S E b e e s
wn sin 7 l:-fe =n Par o S L
nix De bedoelde bundel stralen wordt: dus gebroken naar F2 In. de
agolftheo_ltlg stelt-n-voor de verhouding-der voortplantingssnelheden
sin; de’ eerste "en -in «de-tweede:.middenstof. We:kunnen:nu weer
golffronten teekenen en daarbij komt de eigenschap te voorschijn,
dat voor elk punt van de ellips de verhouding van den afstand tot
F; en den afstand tot de lijn, die de doorsnijding is van het onge-
broken golfiront. 1..met het vlak’van teekening, constant .s, en

gelijk aan %, of e. Deze snijlijn is de richtlijn van de ellips.

Toepassingen van de orthogonale hyperbool.

Als eerste toepassing noem ik de verdeeling op den steel van
een areomieter: ondergedompeld volume van den areometer en
soortelijk gewicht van de vloeistof :zijn .omgekeerd evenredig met
elkaar (fig. 9). Het belang van deze toepassing voor het natuur-
kunde-onderwfjs in de derde klasse is, dat men daarbij gelegenheid
heeft de kromme te bespreken, zoodat later, wanneer het verband
tusschen druk en volume van een bepaalde hoeveelheid gas bij
constante temperatuur proefondervindelijk- wordt nagegaan, uit de
grafische voorstelling van dit verband de wet van Boyle kan wor-
‘den gevonden. Ik stel mij daarbij het gebruik van een- toestel voor,
met behulp waarvan over een voldoend -groot drukgebied (b.v. van
0.5 tot 1.5 & 2 atm.) een 20-tal metingen worden verricht. In de’
kromme meenen de leerlingen een hyperbool te herkennen; het
grafische toetsingsmiddel met behulp van willekeurige lijnen door
den‘oorsprong” (fig. 3) bewijst de juistheid der. veronderstelling.
Deze'verificatie is gemakkelijk en geeft een beteren indruk van de
nauwkeurigheid, waarmede: de wet geldt, dan de uitkomsten. der
vermenigvuldigingen, die voor ongeoefenden in het vergelijken
. van getallen dikwijls allesbéhalve’ constant lijken.

Verdere toepassmgen van de orthogonale hyperbool en zqn
COllStI‘UCtle betreffen de functie '

_ax+—

imet a en b, en ook x, positief. - ., : : :
~-Men_komt deze functie tegen in: de natuurkunde o.a. blj het
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~ beantwoordén van' de overigens niet zeer belangrijke vraag, hoe
men een ‘gegeven aantal gelijke elementen moet schakelen, om in
‘een ‘gegeven keten de maximum stroomsterkte te krijgen; in de
mechanica ontmoet men haar in het vraagstuk van den physischen
slinger. De -eerste vraag betreft het minimum van de functie; het

DE FUNCTIE y=ax+3

L
-3r ¥}
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Fig. 10.

tweede brob]eem betreft het stel waarden van X, waarvoor y een-
zelide gegeven waarde heeft. ' '
We denken ons .(zie fig. 10) de lijn

y=ax-+ x
als de somlijn van
' ' y=ax (rechte OA door den oorsprong)
en y== % (orthogonale hyperbool met de coordmaatassen tot

asymptoten).
Nu is de somlijn van OA en de raaklijn in A aan de hyperbool
een horizontale rechte op afstand 2y, van de x-as. Daar-de hyper-
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bool overal elders boven de raaklijn in A ligt, alleen in A er mede
samenvalt, heeft de lijn

b
y=ax+ -~

in B een laagste punt. De functie is dus minimum voor de waarde
van x, die hoort bij het snijpunt van rechte en hyperbool m.a.w.
voor die waarde van x, waarvoor

ax=-— “
X

Heeft men nu n elementen met electromotorische kracht E en
inwendigen weerstand r, en schakelt men deze in x rijen parallel,

“elke rij bestaande uit —% elementen achter elkaar, dan is bij een

uitwendigen weerstand R de stroomsterkte

_E nE-

r+R — L 4Rx

i zal maximum zijn voor-de. waarde van x, waarvoor de noemer
mlmmum is, dus als

z:

T —Rx of o =R
x x

is, m.a.w. als de inwendige weerstand gelijk is aan den uitwendigen. |

Kan aan deze voorwaarde niet voldaan worden, dan blijkt uit
' het niet-symmetrisch zijn van de kromme ten opzichte van de lijn -
AB, dat men de dichtst bijliggende mogelijke waarden van x,
grooter en kleiner dan x,, moet beproeven; niet per sé geeft de
dichtst bij xA liggende waarde van x de schakelmg et grootste
stroomsterkte

Gelijk bekend wordt de lenzenformule

_1
ook voorgesteld door een orthogonale hyperbool de asymptoten
loopen dan eveandlg aan de v- en de b-as op afstand f. De vraag:
bij welken stand van het vporwerp is de afstand tusschen voor-
werp en beeld zoo klein mogelijk, geeft aanleiding tot een soort-
- gelijke beschouwing, waarvan het resultaat is dat b 4 v een
minimum waarde heeft, als b = v is.
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. ‘Belangrijker is'de toepassing in de theorie van' den physischen
slinger. De grafische voorste]lmg werkt daarbij zeer-verhelderend.
De functie '

—ax + — .
heeft «dezelfde. waarde voor twee’ waarden van x;: x1 en. x2, behoo--

rende bij twee punten van de hyperbool y —':—i— ‘die aan elkaar:‘

toegevoegd zijn ten opzichte yan-de»rechte liin y = ax. Men ziet
dit direct uit fig. 10. '

A0 ..UA |

TA
Z Y
0 4x'1 X2 X ‘SW si
' PHYSISCHE fSI‘;:LINPER o
1g.1_..

Tevens blijkt, dat dan
ax; =
en
. ax. —2°
T x A
Beschouwen wij nu het geval van den physischen. slinger:
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(fig. 11). Het -ophangpunt:0. is het snijpunt- van de_horizontale

slingeras met een vlak door het zwaartepunt Z loodrecht op die

as. S is het slingerpunt. De hoekversnel]mg bedraagt bij den uit- _

wijkingshoek « - . o '
ng sina

. '.____ﬁi:‘—_?', . IR

- waarin To het traagheldsmoment ten opzichteé van de as. door O

is, en M de massa van den slifiger. ‘Voor een rathematischen slin-
‘ger met- Iengte l'(= OS) zou: bu denzeliden hoek: « de hoekver-

snellmg zun
gsina

[ e

Physische en mathematische slinger hebben denzelfden slinger-

tijd- als

ng sin a gsm a.

: o o To L
ofals - . .
, : T,
= M. x

Nu 1s volgens een bekende elgenschap

' T, =Mx*+T,

dus
x+ Mx _‘X+—7 .

waarin r de traaghe1dsstraal ten opzwhte van 'het zwaartepunt is.
Uit fig. 11 blijkt, dat dezelfde waarde van [ behoort bq 2. waar-
‘den van X, nl. x; en X2, 206 dat

N
. SEREN
.en
r2
X2 — x—l‘
en
R N l—— x1‘+'x2
Hieruit bh]kt de verwisselbaarheid van ophangpunt en slmger-
punt. .

Op een rechte door het zwaartepunt in het vlak loodrecht op de
slingeras zijn 4 punten aan te geven, aan weerskanten van Z op
afstanden x; en x. gelegen, die als ophangpunten kunnen dienst
doen voor een zelfden slingertijd. Van twee dier punten, op onder-
lingen afstand I, kan het eene dienst doen als ophangpunt, het
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andere is dan slingerpunt. De minimumwaarde voor I, dus den -
minimum slingertijd, heeft men voor S

xl = X2 =r. .
De twee paren punten -herleiden zich dan tot één paar.

Met dit eenigszins ingewikkelde geval, dat m.i. door de grafische
behandeling aan duidelijkheid wint, eindig ik de reeks voorbeel-
den, die bedoeld zijn om aan te toonen dat niet de wiskunde alléén,
maar ook andere vakken gebaat zouden zijn met een verandering
in het wiskunde programma, waarbij elementaire kennis der kegel-
sneden aan het einde der derde klasse den leerlingen bijgebracht
zou kunnen worden. _

Resumeerende: Kinematica, dynamicai;-statica en optica zouden
profiteeren van die kennis, maar ik wil den nadruk leggen op- het-
geen mij hierin het belangrijkste schijnt','r{l.- dat men, bouwend op
die kennis, in staat is om van de kinematica en de dynamica van
een stoffelijk punt een geheel te maken dat ook den beginneling
boeit, omdat het hem, gesteund door hetgeen in de kosmografie-les
onderwezen wordt, een beter inzicht kan geven in de beteekenis
der mechanica van Newton, dan men zonder kennis der kegelsneden
kan krijgen. -

Na de voordracht van den Heer Staring geeft de Voorzitter gelegen-

heid tot het stellen van vragen aan den spreker,
- 'De Heer van der Loo- stelt een eenvoudiger. methode. voor om na te
-gaan of een gegeven kromme een orthogonale hyperbool is, nml. door
‘gebruik te maken van de eigenschap, dat de twee segmenten,- op een
willekeurige rechte uitgesneden door een hyperbool. en haar asymp-
toten, gelijk zijn. ' C

De Heer Staring bevestigt de juistheid van deze methode. *)

De. Heer van der Loo vraagt verder, of men, hetgeen door spreker
" voor de ellips is afgeleid, kan overdragen op de parabool, door één
van de brandpunten van de ellips zich naar het oneindige te laten
verplaatsen, :

De Heer Staring verklaart, dat dit mogelijk is.

Daar niemand meer het woord verlangt, bedankt de Voorzitter
den spreker voor zijn duidelijke voordracht en voor de groote zorg
en den velen tijd door hem aan de voorbereiding er-van besteed.
Hij spreekt der wensch uit, dat de Heer Staring succes zal mogen
hebben van zijn pogingen.

" De fweede voordracht wordt nu gehouden over:

1). Noot bij de correctie. De beschikbare ruimte laat toepassing
hiervan echter niet altijd toe. Bij gebruik van millimeterpapier is het
aangeven der punten P en Q (fig. 3), en het onderzoeken of O, P
en Q op één rechte liggen, eenvoudiger dan de methode van den Heer
van der Loo.



«  ENKELE BESCHOUWINGEN IN. ZAKE HET
MEETKUNDE-ONDERWIJS

DOOR

Dr. H. ]J. E. BETH.

. Van de opmerkingen, die ik wil maken, staan enkele met elkaar
in verband; zij vinden echter haar gemeenschappelijke oor-
sprong in het streven, het meetkunde-onderwijs beter .dan thans
wellicht het geval is, aan het doel van alle wiskunde-onderwijs,
zooals ik dat zie, te doen beantwoorden. Ik wil derhalve voorop-
stellen, wat ik niet en wat ik wel als dat doel beschouw. Ik be-
schouw niet als het doel: het aanbrengen van de kennis van een
zeker aantal stellingen, formules en constructies en van vaardigheid
in het hanteeren van die hulpmiddelen met het oog op de eischen,
die de eindexamens aan al onze leerlingen, en de eischen, die
inrichtingen van hooger onderwijs aan een aantal hunner stellen.
Wel beschouw ik als dat doel de stelselmatige oeféning van het
verstand door middel van daartoe aan de wiskunde ontleende en
met'zorg uitgezochte, in verband met leeftijd en ontwikkeling der
leerlingen geschikt bevonden, leerstof. Ik zeg: ontleend aan de
wiskunde, en niet: aan de lagere wiskunde. Ik weet namelijk: nog
altijd niet, waar de grenslijn tusschen de lagere en de hoogere
wiskunde loopt, noch wie haar getrokken heeft.

Z'ij, die het doel van het wiskunde-onderwijs anders zien dan ik
het zie, zullen in mijn beschouwingen weinig van hun gading
vinden; voor hen heb ik ze dan ook niet bestemd.
~. Ik zal thans vooral spreken over het wiskunde-onderwijs in de
hoogere klassen. Wat het aanvankelijk onderwijs in de eerste
klasse betreft, hierover is heel wat gezegd en geschreven. Toch
geloof ik, dat we het op dit punt wel eens zijn. We weten allen,
dat hier met jonge leerlingen op voorzichtige wijze met een nieuwe

' 17
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-wetenschap moet worden begonnen, dat men een ruim gebruik
moet maken van aan de aanschouwing ontleende begrippen en de
leerlingen geleidelijk moet trachten te doordringen van het streven,
een stelsel op te bouwen, dat oog en hand, vooral in het begin,
een gewichtige rol te vervullen hebben. Slechts in schijn zijn wij
op dit punt in twee partijen verdeeld. De ijverigste verdediger
‘van de propaedeutische cursus zal wel na enkele maanden zoo
ver zijn, dat hij orde gaat scheppen in de. verworven kennis; de
meest overtuigde propagandist der exactheid laat in de eerste tijd
veel figuren teekenen en daarin elgenschappen met het oog ont-
dekken.

Gelukkig zijn omtrent d1t alles geen strenge voorschriften ge-
geven. De docent mag een zekere mate van vrijheid voor zich
opeischen. Ook zou een streven naar- eenvormigheid onjuist zijn,
omdat de organisatie van het lager onderwijs, dat onze leerlingen
voorbereidt, niet overal dezelide is,.zoodat b.v. de gemiddelde
leeftijd der leerlingen bij toelating tot de eene of.de andere
school een jaar of meer kan uiteenloopen. Wanneer voorts op de
lagere school meetkundig rekenen beoefend is, en wanneer in de
teekenles- meetkundige figuren als voorbeelden gekozen zijn, dan
is ons hierdoor reeds eenig werk uit handen genomen. Dit verschil:
in leeftijd en ontwikkeling van de leerlingen 'bij aankomst zal ook
wel een van de oorzaken zijn, waardoor de eene docent reeds in het
eerste jaar op het punt van strengheid verder durft gaan dan de
andere; ongetwufeld spreekt hierin ook de persoonh]ke smaak
van de docent een woordje mee.

“.Dat tot onze onderwijsstof dat gedeelte der. meetkunde gerekend:
wordt, dat van oudsher tot de Elementen behoort en zijn afsluiting
vindt in de leer van de regelmatige veelvlakken, zal geen verklaring
behoeven. De deugden van deze stof als onderwijsstof Zijn zoo
vaak en in zoo welsprekende en overtuigende bewoordingen ge-
prezen, dat het onnoodig is daarover thans nog uit te weiden.

Daarmee is -echter nog niets gezegd omtrent de gang, die men
bij het onderwijs in deze stof zal volgen. Velen zullen kunnen ge-
voelen voor een rangschikking van de meetkundige. waarheden
volgens het moderne groepentheoretische beginsel,.niet het minst
met het oog op het aanvankelijke onderwijs. Uit hetgeen ik hier-
th}ent gevonden. heb (in een geschrift van Salkowski °,,Der
Gruppenbegriff als Ordnungsprinzip des "geometrischen -Unter-
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fichts” 1) vindt men ‘heel wat literatuitr over het onderwerp; het
bekende elementaire leerboek van-Emile Borel 2) dagteekent reeds
van 1905) zou ik willen besluiten, dat deze behandelingswijze
voor -het -allereerste onderwijs nog niet geschikt gemaakt -is, dat
zij echter van groot belang is in een verder stadium; ik kom
hierop straks nog terug. Daarom lijkt mij het veiligst, bij het eerste
onderwijs aan het Euclidische voorbeeld in hoofdtrekken te blijven
vasthouden. : : S
+ Dat men zich in vele opzichten op goede gronden vrij ver van
dat voorbeeld verwijdert, is wel bekend. Er is echter een punt,
waarop men het m.i. met al te pijnlijke nauwgezetheid volgt. Een
der bezwaren, die men tegen Euclides -gemaakt heeft, bestaat;
zooals men weet, hierin, dat hij in zijn bewijsvoering van het
bewegingsbegrip gebruik maakt, zonder de bewegingsmogelijkheid
van meetkundige figuren door een stelsel van.axiomata te hebben:
vastgesteld. Daardoor maakt hij de fout,- dat hij in zijn -logisch
stelsel, dat over onstoffelijke dingen handelt, overwegingen in-
voert, die de aanschouwing- ons: ingeeft omtrent. lichamen,. die
wij vast-noemen. lk behoef niet te spreken over de kritiek, die in
de laatste eeuwen hierop is uitgeoefend.. Gij kunt er -over lezen in
het bekende werk van Dijksterhuis: 3) Men -vindt daar- ook, dat
Euclides zelf- de methode van het op elkaar leggen.niet zonder
tegenzin gebruikt, want het valt op, -dat.hij- haar zoo weinig
mogelijk toepast.. Hij gebruikt haar voor het bewijs wan . het
congruentie-geval van driehoeken voor twee zijden en de inge-
sloten hoek en voor dat van de drie zijden,-en-later voor het be-
wijs van de congruentie van gelijkvormige. cirkelsegmenten met
gelijke koorden; maar vermijdt haar.in vele "gevallen, waarin
men haar toepassing zou verwachten. SEE

Dat men in de tijd van hernieuwde opbloei der axiomatica sinds
1880 het zoo even bedoelde bezwaar heeft weten te overwinnen
en dat de congruentie thans door een stelsel axiomata vastgelegd
wordt, is evenzeer bekend. Schogt volgt in zijn fraai Leerboek der

.1) .Beiheft zur Zeitschrift fiir math, u. naturwiss. Unterricht; 1924.
" 2) Géométrie; een Duitsche vertaling van de hand van Stéckel ver-
scheen in 1909 bu Teubner. -

8) De Elementen van Euclides, dl. I blz 147 Ik verwijs tevens

naar Klllmg, Emfuhrung in die Grundlagen der Geometne 11, Pader—
‘ born 1898."
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Meetkunde deze zelfde weg, en het is vooral om- deze reden, dat
ik van oordeel-ben, dat deze voortreffelijke schrijver te ver gaat.
Waar wij genoodzaakt zijn, eenige aan de aanschouwing ontleende
begrippen ongedefinieerd als' grondslag voor de opbouw te nemen,
moet naar mijn overtuiging het bewegingsbegrip daartoe behooren.
Ik-acht het onnatuurlijk, dit begrip, waarmede wij van onze. ge-
boorte af vertrouwd zijn als met geen ander, uit het aanvankelijk
meetkunde-onderricht te willen verbannen.

. Zelfs wil ik een stap verder gaan, en mij in het gebruik van dit
begrip geen enkele beperking opleggen. Wanneer men het over
zich kan verkrijgen éénmaal-een beweging van het vlak in zichzelf
toe te laten, dan ishet slechts schijnbaar in strijd met de logische
. strengheid, indien men die beweéging zoo vaak uitvoert als men

er voordeel in ziet. De schrijvers van leerboeken hebben in het
algemeen blijkbaar niet-de vrees kunnen overwinnen op dit punt
te ver van Euclides af-te wijken en men ziet hen stellingen omtrent
congruentie toepassen in gevallen, waarin een eenvoudige bewe-
ging .onmiddellijk tot het doel voert. -
Ik noem enkele voorbeelden van stellingen, die dadelijk met

behulp van het bewegingsbegrip te bewijzen zijn; ieder Uwer
vermeerdert ze gemakkelijk met een tiental. Twee overstaande
hoeken zijn gelijk, omdat door een wenteling van het vlak om het
hoekpunt over een gestrekte hoek de eene hoek met de andere tot
bedekking te brengen is. Twee hoeken, waarvan de beenen evenwij-
dig zijn in dezelfde zin, zijn gelijk, omdat een verschuiving de eene
hoek met de andere kan doen samenvallen. Twee gelijksoortige
hoeken, waarvan de beenen loodrecht op elkaar zijn, zijn gelijk,
omdat een verschuiving, gevolgd door een wenteling over een rechte
hoek, de eene hoek met de andere doet samenvallen. Een vierhoek,
waarvan de diagonalen elkaar middendoor deelen, is een parallelo-
gram, omdat bij een wenteling over een gestrekte hoek de zijden
-met de overstaande tot bedekking komen, enz:

- De cirkelomtrek kan bij definitie de lijn zijn, die een punt be-
schrijft, als het vlak een draaiing uitvoert.

_Over het feit, dat we, zonder het behoorlijk gemotiveerd te
hebben, van het bewegingsbegrip gebruik maken, zou ik in de
lagere klassen in het geheel niet willen spreken. Ik wil dit onder-
werp bewaren tot aan. het begin der 4e klasse, waar ik opnieuw
de eerste beginselen der meetkunde aan de orde wil stellen, tevens
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als inleiding tot- de stereometrie. Hierover schreef ik reedsi-vroe-
ger1); ik liet toen o.a. zien, hoe men op dat oogenblik op m.i.
bevredigende wijze deze zaken kan behandelen. We kunnen de
- bewegingsmogelijkheid van het platte vlak in zichzelf vergelijken
met die van het bolvlak, het eivlak, het cylindervlak, het kegelvlak
in zichzelf en aldus aantoonen, dat de bewegingsmogelijkheid een
der eigenschappen is, ,,waardoor het platte vlak zich van andere
vlakken onderscheidt”, b.v. van het eivlak, .d‘och niet van het
~ bolvlak; ter onderscheiding van het platte vlak en het bolvlak is nog
een ander hulpmiddel noodig. Geheél op de begane grond blijvend,
dus zonder de begrippen kromming in het algemeen en stand-
vastige kromming in het bijzonder noodig te hebben kan men
aldus duidelijk maken, dat het gebruik van het bewegingsbegrip
in de meetkunde een rechtvaardiging behoeft en dat men om de
meetkunde van het platte vlak op te bouwen een aantal axiomata
noodig heeft, waardoor de bewegingsmogelijkheid, die het platte
vlak in zichzelf bezit, vastgesteld wordt. Die axiomata kunnen
zijn: 1°. de mogelijkheid van rotatie om elk van zijn punten; 2° de
mogelijkheid van' translatie volgens elk van zijn rechten. Door deze
wordt het gerechtvaardigd, dat we een figuur op zoodanige ‘wijze
verplaatsen, dat een gegeven halfrechte de plaats van een andere
gegeven halfrechte  gaat innemen. S
Het is mij bekend, dat men tegen dit alles bezwaren kan aan-
voeren; voor de leerlingen acht ik echter deze wijze van handelen
volkomen voldoende. Het lijkt mij niet geheel onnoodig op te
merken, dat, al zou men ook op de geschetste wijze komen tot een
onberispelijke behandeling van de congruentie in het platte vlak,
daarmede de congruentie ‘in' de ruimte nog in het geheel niet vast
staat. Ik neem als voorbeeld een der eerste stellingen uit de stere-
ometrie, waarin gewoonlijk van de congruentie gebruik gemaakt
wordt: ;,Twee hoeken zijn gelijk, als de beenen van de eene hoek ~
in dezelide zin evenwijdig zijn met de beenen van een .andere
hoek”. Vooreerst de opmerking, dat men niet vooraf de gelijkheid
van hoeken in verschillende vlakken gedefinieerd heeft. Vervolgens
het bewijs (zie figuur 1): neem PA = P’A’, PB = P'B’;
dan volgt: PP” // BB’, PP’ // AA’, dus BB” [/ AA’. De laatste
gevolgtrekking is gedeeltelijk juist. Inderdaad is BB’//AA’, want het

1) Euclides, Jaargang VI, blz. 250. -
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algemeene bewijs van de transitiviteit der evenwijdigheid heeft men
/ laten voorafgaan; maar dat BB’ = AA’
T is, mag men nog niet zeggen, omdat
" -de transitiviteit'van ‘de gelijkheid van
lijnstukken wel-in -€én plat vlak vast-
staat, 'maar niet, als die lijnstukken. niet
in één vlak liggen, omdat men nog
slechts beweging in één vlak kent. Ten
slotte mag men uit de gelijkheid van de
overeenkomstige zijden van de drie-
hoeken PAB en P’A’B’ nog volstrekt
niet besluiten tot de congruentie van
d1e driehoeken, die immers niet in hetzelfde vlak gelegen - zijn.
-Dat dit bezwaar niet gezocht is, zien we in, als we denken aan
twee boldriehoeken op bolvlakken van verschillende straal, welke
driehoeken niet congruent zijn, al zijn‘obk de lengten der overeen-
komstige zijden gelijk. Dit is hiervan het gevolg, dat de bolvlakken
zelf niet congruent zijn. We zien hieruit, dat we in het bewijs van de
congruentie-van'de platte vlakken gebruik gemaakt hebben zonder
die congruéntie bewezen of gepostuleerd te hebben, dat we dus
weder de krommingseigenschappen der ruimte of de bewegings-
mogelijkheid der ruimte in zichzelf stilzwijgend toegepast hebben.
-~ De bewegingsmogelijkheden, die ik wil eischen, zijn die'van de
translatie met elke rech’ge; en die van de rotatie om elke rechte.
Natuurlijk eischen we hier te veel, maar daarom bekommeren we
ons niet. Het spreekt vanzelf, dat ik van die bewegingsmogelijkheid
weder een onbeperkt gebruik wil maken in de definities, bij de
constriicties en bewijsvoeringen. Om een enkel voorbeeld te noe-
men wijs ik op de congruente figuren, die optreden in de bewijzen
voor de eigenschappen omtrent inhoud van figuren; hierbij kunnen
we in het algemeen met een:rotatie of een translatie volstaan.
Om niet te uitvoerig-te worden sprak ik ‘alleen over congruentie
en beweging, niet -over symmetrie en spiegeling. Formeel heeft
men dit begrip in de planimetrie ‘slechts eenmaal noodig; nl. voor
de gelijkbeenige driehoek. Een ruimer gebruik van het begrip kan
echter aan de kortheid, tevens aan de dUIdell]khEId ten goede
komen.- ’ o i C
De. meetkundlge verwantschap, die men ‘na ‘die der congruentie
en die der symmetrie, bespreekt, ;is -die  der gelijkvormigheid,

~ Fig. 1'
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waarbij we weer directe ~.en -indirecte -gelijkvormigheid .onder-
scheiden. Tegenover. de: hardnekkigheid, ‘waarmede men de be-
weging in- de meetkunde vermijdt,-staat het daarom des te meer
verblijdende verschijnsel van de algemeenheid, waarmee de trans-
formatie der vermenigvuldiging in gebruik gekomen is. Men heeft
eenige tijd een gereserveerde houding aangenomen, maar ten slotte
algemeen ingezien, dat het juist. deze wijze van ontstaan van
gelijkvormige figuren is, waardoor het begrip van gelijkvormig-
heid op de meest natuurlijke wijze het eigendom van de leerlingen
wordt. Het hulpmiddel der vermenigvuldiging voor de uitvoering
van constructies-vindt bij hen gemakkelijk ingang. 4
_ -Het is echter niet over de verwantschap der gelijkvormigheid,
dat ik verder wilde spreken, doch over het feit, dat men met die
verwantschap de vlakke meetkunde besluit, en niet een stap verder
gaat en niet de affiniteit in de leerstof opneemt. Daarvoor zijn zoo
veel argumenten aan te voeren, en de bezwaren zijn zoo gemakkelijk
te weerleggen, dat ik het noodzakelijk acht voor dit punt Uw aan-
dacht te vragen. '
. Men heeft steeds de invoering van het begrip affiniteit. willen
vastkoppelen aan het onderwijs in de beschrijvende meetkunde. 1)
Ik acht deze zienswijze onjuist en zal trachten aan te- toonen, dat
dit begrip een onmisbaar hulpmiddel is bij het onderwijs in de
ruimte-meetkunde in het algemeen. Om de zoo juist genoemde
reden zal ik echter vooraf enkele opmerkingexi maken omtrent de
" beschrijvende meetkunde. SR ‘
Terwijl er blijkbaar geen verschil van meening bestaat aangaande
de vraag, of de leerstof, die men tot de planimetrie en tot de stere-
ometrie rekent, op onze scholen thuis behoort, bestaat: zulk een
meeningverschil wel ten aanzien van de beschrijvende meetkunde.
Het is ons allen bekend, dat men wel eens heeft overwogen, dit
onderdeel der wiskunde van het programma der H. B. S. af te
voeren. Dit mag ons van de zijde van leeken niet verwonderen,
want inderdaad heeft de beschrijvende meetkunde wel heel erg de
schijn tegen zich. Het is de teekenmethode, van. welke de construc-
teurs van bouwwerken en van werktuigen.zich bij yoorkeur bedie-

. 1) . Somiige schrijvers, o.a. Couturat. geven de affine meetkunde
met de benaming ,beschrijvende meetkunde”  aan, hetgeen zin heeft

voor methoden van parallel-projectie (Die Philosophischen Prinzi-
pien der Mathematik; Deutsch -von Dr. Carl Siegel; Leipzig 1908).
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nieri en schijnt daarom van belang voomamell]k zoo -niet ultslur-_
tend; voor de leerlingen, die voor de studie:in de technische richting
bestemd zijn. Indien dit juist was, dan zou deze leerstof op ons
programma inderdaad mlsp]aatst zijn.

Door de voorstanders van het onderwijs in beschnjvende meet-
kunde wordt hierop in de regel ‘geantwoord, dat dat onderwijs
vooral zijn beteekenis hieraan ontleent, dat het in zoo hooge mate
bijdraagt tot de ontwikkeling van het ruimtelijk voorstellingsver-
mogen. Ik wil dadelijk opmerken, dat.ik voor dat antwoord niets
gevoelen kan maar zal er even op ingaan omdat de genoemde
is zoo weinig aanlokkeh]k omndat men het over begnp.pen heeft,
die men slechts op zeer onvoldoende wijze definieeren kan en
omdat men allicht tot uitspraken komt, die meer op subjectieve
overtuiging dan op redelijke gronden steunen. _

Onder ruimtelijk voorstellingsvermogen verstaat men, geloof ik,
zoo iets als het vermogen, ruimtelijke dingen te denken, alsof men
ze met het lichamelijk oog ziet. Als een houten blok voor ons
geplaatst wordt, dat een regelmatig twintigvlak moet voorstellen,
dan kunnen wij in gedachten ook de zijvlakken en de ribben zien,
die z'ich. aan de van ons af gekeerde zijde bevinden en dus voor
het lichamelijk oog verborgen blijven. Het schijnbaar optreden
van een visueele gewaarwording is een gevolg van de gecombi-
neerde werking van geheugen en begrip; het tweede gebruiken
we minder naar gelang het eerste ons in. meerdere mate tegemoet
komt.

Blijkbaar is het bedoelde vermogen bij elk normaal mensch
aanwezig; het ontstaat of wordt versterkt door gevoels- en gezichts-
gewaarwordingen en door de beweging: Om in letterlijke zin onze
weg te kunnen vinden, hebben we dat vermogen noodig. De eené
mensch heeft er echter.in verband met de aard van zijn werkzaam-
heid meer behoefte aan dan de andere. Het is van groot belang
voor den constructeur, den bioloog, den chirurg, den aviateur,
om enkelen te noemen. :

Van belang is thans de vraag, of het bedoelde vermogen ge-
durende het verdere leven door stelselmatige oefening te versterken
is, en of het-onderwijs aan de bereiking van dat doel dienstbaar
kan worden gen{aakt. Op grond van mijn ervaring ben ik geneigd
de vraag in ontkennende zin te beantwoorden; ik spreek het aarze-
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lend uit, omdat ik weet, dat velei van:gen tegengestelde meening
zijn. Indien het zou kunnen blijken, dat het ruimtelijk voorstellings+
" vérmogen van onze leer]mgen b1] het verlaten ‘der school grooter
~is dan- bij hun. toelating, -dan nog zou ik’ er ‘over in twijfel zijn,
of wij die verbetering niet veel eerder aan het onderwijs in natuur-
teekenen of - aan de - sportbeoefening ‘zouden moeten -toeschrijven
dan aan het onderwijs in de beschrijvende meetkunde: Ik zou wél
willen weten, wat de leeraren denken van ‘de verbetering van hun
eigen ruimtelijk voorstellingsvermogen' als gevolg van hun beoe-

fening van en hun onderwijs in de beschrijvende meetkunde. Hoewel
- We met verklaringenals deéze steeds een groote mate van voor-
zichtigheid in acht moeten nemen, durf ik, voor het geval, dat het
U belang mocht inboezemen, wel uitspreken, dat mijn eigen ge-
brekkig voorstellingsvermogen ondanks jarenlange’ beoefening van
en onderwijs in de beschrijvende meetkunde, naar mijn vaste over-
tuiging hoegenaamd niets verbeterd is. Ik schaam mij er niet voor,
te bekennen, dat de voorstelling van het gehate vlak, V\{vaarvan de
doorgangen in-elkaars verlengde ]oopen mijhog altijd moeite kost
en de gedragingen van zulk een vlak m1] nog rege]matlg verrassin-
gen bereiden. o .

De overweging, dat een hooge ontw1kkelmg 'van het rulmteh]k
voorstellingsvermogen slechts voor enkelen' van belang is, gevoegd
bij de overtuiging, dat het onderwijs in de beschrijvende meet-
kunde niet tot versterking van dat vermogen behoeft bij te dragen,
doen mij het bedoelde argument voor behoud van het onderwx]s
in dat onderdeel der wiskunde verwerpen. -

* Ik heb mij tot nu toe aangaande het nut van het onderWijs in de
beschrijvende meetkunde nog slechts in negatieve zin uitgelaten.
Wanneer ik thans verklaar, dat ik mij nauwelijks een wijziging in
ons leerplan kan denken, die ik méér betreuren zou dan een
afvoering van de beschrijvende meetkunde, dan zult Gij mij vragen
naar de reden van mijn bijzondere waardeering van die leerstof.
Die reden is zoo voor de hand liggend, dat ik niet begrijpen kan,
dat vakgenooten aan een afzonderlijke motiveering behoefte heb-
ben. Het doel van de beschrijvende meetkunde is namelijk geen
ander dan de daadwerkelijke  uitvoering van.de constructies, - die
tot de ruimte-meetkunde .behooren. De beschrijvende  meetkunde
is dus geen afzorderlijk onderdeel der wiskunde; het is een be-
standdeel, en wel een onmisbaar bestanddeel, van de meetkunde _
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der ruimte. Door :de verwijdering van de.beschrijvende -meetkunde
zou men even-onlogisch handelen als wanneer men bij het onder-
wijs in de planimetrie van de “constructies alleen de analyse gaf
en niet bovendien de werkelijke uitvoering met passer en lineaal.
Want inderdaad is deze daadwerkelijke uitvoering niets anders
dan een herhaald ten uitvoer brengen van-de beide grondconstruc-
ties in een volgorde, die door de analyse van het werkstuk aan-
gegeven wordt. Maar we weten allen, dat voor het meerendeel
der leerlmgen toch eerst door die werkelijke- uitvoering het vol-
ledige begrip van de constructie ontstaat. Wanneer wij in- ‘het eerste
hoofdstuk der stereometrie naar aanleiding van een werkstuk als:
;,door een gegeven punt een rechte te trekken, die elk van twee
gegeven kruisende lijnen snijdt” oprherken, dat wij in de ruimte
‘alleen kunnen zeggen, hoe het zou moeten, maar het niet ook
inderdaad kunnen doen, dan moet dat voor de leerlingen zeer
onbevredigend zijn, indien we er niet aan konden toevoegen, dat we
spoedig in de gelegenheid zullen zijn, in die leemte te voorzien.
. Het misverstand, dat het onderwijs in de beschrijvende -meet-
kunde een afzonderlijke motiveering zou behoeven (behalve dan
voor de leerlingen, die ,,naar Delft’ gaan), is naar alle waar-
schijnlijkheid een gevolg van de omstandigheid, dat dat onderwijs
steeds als afzonderlijk gedeelte van de leerstof in het programma
der H. B. School genoemd is. De verhouding van de beschrijvende
meetkunde tot de stereometrie is geen andere dan die van de atlas
tot het leerboek. Met dat onderwijs beoogen we niets meer en niets
minder dan het geven van een methode voor de correcte weergave
in het platte teekenvlak van wat de stereometrie oplevert. Dat die
teekenmethode -om ons bekende redenen die der orthogonale
parallel-projectie is, doet hierbij niet ter zake. '

. Het afzonderlijk noemen van de beschrijvende meetkunde als
.leervak heeft nog meer nadeelige gevolgen gehad. De samenhang
van dat onderwijs met het onderwijs in de stereometrie is -niet
steeds zooals het behoort; beide onderdeelen der wiskunde wor-
"den zelfs niet altijd door éénleeraar onderwezen! De stof is -op
verschillende punten getreden buiten de grenzen, die-haar van
nature zijn aangewezen; dit gevaar bedreigt een leervak des te.
meer naar mate het meer zelfstandig is. . o
. Ik kom door een en ander tot de conclusie, dat de beschrijvende
_mieetkunde op ons- programma niet kan worden gemist, maar .dat
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men--door 'samensmelting van die .stof met -de stereometrie moet
bereiken, -dat de -beschrijvende ‘meetkunde  de meer bescheiden
plaats verkrijgt, die haar nief naast; maar in de stereometrie toekomt:
Wanneer we dat denkbeeld in de practijk -willen bfengen, dan
ontmoeten we-wel hier en daar moeilijkheden,. maar:de voordee=
len wegen er tegen op. Men kan.het bezwaar opwerpen, dat men
met de orthogonale parallelprojectie eerst- beginnen kan, nadat
een vrij groot gedeelte der stereometrie, namelijk tot en-met -de
loodrechte stand van vlakken, behandeld is. Daarna kunnen echter
de verschillende hoofdstukken der stereometrie besloten worden
met het teekenen van de behandelde figuren en het uitvoeren van
de -aangeduide constructies in orthogonale parallel-projectie. De
bespreking van- het omwentelings-cylindervlak met- de eigen-
schappen van zijn punten, beschrijvenden, raaklijnen en raakvlak-
ken voert tot de constructies, die op hoeken’ betrekkmg hebben, in
orthogonale projectie, enz. o
Eigenlijk is het Gymnasium ons in deze rlchtmg reeds vOor-
gegaan. Want de wel eens gehoorde bewering, dat men zich daar
wel zonder beschrijvende meetkunde weet te redden, is onjuist.
Immers behoeven we slechts de examen-vraagstukken (waarin
men toch altijd in zekere mate een afspiegeling van het onderwijs
vindt) in te zien om tot de erkenning te komen, dat het construc-
tieve element in. het stereometrie-onderwijs ook- daar geenszins.
verwaarloosd wordt. Men handelt daar logischer. dan wij op de
H.-B. S. doen door de projectiemethode te. hulp te roepen, wan-
neer men haar gebruiken kan; men legt zich echter in het gebruik
te groote beperking ‘op. In het -algemeen voert men alleen con-
structies ‘in veelvlakken uit in scheeve parallel-projectie, en omdat
hierbij het bepalen van lengten en hoeken te groote bezwaren
oplevert, vult men het aan door het teekenen van netwerken,
waarbij men gebruik ‘maakt- van orthogonale parallel-projectie.
- Naar mijn meening gaat deze beperking te ver, omdat ik’ juist
de constructies omtrent de onderlinge stand van lijnen en vlakken
(0ok, als’zij ‘niet toevallig aan een-of ander veelvlak kunnen wor-
den.aangewezen) noodzakelijk acht. Dit eersté gedeelte der’stere-
ometrie, dat zoo buitengewoon leerzaam is, moet voor de leerlingen
iets gehelmzmmgs behouden; zoo lang zij niet op stoffelijke: wijze,
op grond. van .vastgestelde - afspraken de dmgen hebben' leerén
verwezenlijken:~ - - ' e :
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. :Toch acht ik eenige verlichting van de leerstof wel mogelijk,
en ik geloof, dat deze van:zelf komen zou, als men de beschrij-
vende meetkunde haar juiste plaats gaf. De wenteling van' veel-
vlakken om bepaalde assen van een gegeven eenvoudige stand uit,
om’een voorbeeld te noemen, is heel nuttig voor den technicus, die
zich op handige wijze prO}ectle-teekemngen wil verschaffen; tot
onze leerstof behoort zij niet. :

Ik zou echter vereenvoudiging veel meer willen bereiken door
‘het'doen van een beroep op het voorstellingsvermogen aanzienlijk
meer te beperken dan thans blijkbaar. gebruikelijk is. Wanneer
eenmaal de grondleggende afspraken gemaakt zijn, dan kan verder
het voorstellingsvermogen feitelijk geheel buiten werking blijven;
men begrijpt wel, dat ik z66ver niet gaan wil. Ik moet echter de
aandacht op het volgende vestigen. Zooals ik reeds opmerkte,
zie ik, wat als ruimtelijk voorstellingsvermogen aangeduid wordt,
als het resultaat van gecombineerde werking van het geheugen en
het begrip. Het is een bekend feit, dat- de leerlingen liever een
" beroep doen op het eérste dan op het tweede; misschien hebben
niet alléén de leerlingen deze eigenschap. Wanneer een leerling
zich beklaagt; dat hij zich de figuur niet meer kan ,,voorstellen”,
dan beteekent dit, dat hij zulk een figuur niet meer in zijn geheugen
kan terugroepen, en wil trachten aan een in werking stellen van
het verstand te ontkomen. Het onderwijs kan hieraan schuld
dragen, omdat het niet in voldoende mate tot uiting brengt, dat het
begrip hier alles kan doen, en dat ruimteinzicht soms, echter on-
noodxg, hulp kan bieden.

Wanneer. we een vlakke figuur, die door haar beide projecties
gegeven is, in neergeslagen stand gaan teekenen, dan behoeven
we slechts de plaats van één enkel, buiten de wentelingsas gelegen
punt in neergeslagen stand te kennen om door de eigenschappen
der affiniteit de geheele figuur in die stand te kunnen teekenen.
Het is dus niet noodig ,verschillende” manieren te onderwijzen
voor omwentelen en terugwentelen, o.a. die van het neerslaan der
punten afzonderlijk, die van het nieuwe projectievlak, die van de
beschouwing der rechte lijnen, die van de beschouwing van een
waaier. Is één der punten in neergeslagen stand geteekend, dan
behoeft men zich niets meer ,,voor te stellen”’; immers is de affini-
teit in het hier optredend geval door de affiniteits-as en een pun-
tenpaar bepaald. :
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Ik merkte reeds eerder op, dat men in de regel het opnemen

van_de. affiniteit in de leerstof ten onrechte verdedigt met behulp.
van de beschrijvende meetkunde; het begrip der affiniteit door-
dringt een groot deel der ruimte-meetkunde. Ik knoop mijn. be-
spreking der affiniteit aan bij wat ik 200 even omtrent de beschrij-
vende meetkunde heb. gezegd, om duidelijk te laten uitkomen, dat
het mij er niet om te doen is, weder een nieuw onderwerp bij de
leerstof in te lijven en aldus het onderwijs zwaarder te maken.
Zooals ik mij de behandeling en.de toepassing voorstel, zal zij
veeleer tot vereenvoudiging en verheldering dan tot. verzwaring
bijdragen. Ik stel mij die behandeling namelijk anders. voor dan
Wijdenes blijkens zijn betoog in Jaargang VII, bij welk betoog ik
me overigens .gaarne aansluit. - _—
- 1k zou willen beginnen met de affine verwantschap van vlakke
figuren te brengen, waar zij thuis behoort, d.w.z. in de vlakke
meetkunde. In de lagere klassen is dat begrip nog van weinig
beteekenis; dat het daar te moeilijk is zou ik niet willen beweren.
Ik geloof, dat de juiste plaats is in.de inleiding, die ik aan de
stereometrie. wil laten vooraf gaan. De behandeling dient ter
completeering van- de kennis, die men van de vlakke meetkunde
moet hebben .om goed voorberexd tot de-meetkunde der ruimte
over te gaan. : :

De invoering der affiniteit bij de herziening van de beginselen
der meetkunde kost weinig moeite. Wanneer men teruggekomen
is op de beweging en de omlegging‘van‘ het vlak, de congruentie
en de symmetrie, op de vermenigvuldiging, de directe en ‘indirecte
gelijkvormigheid, beschouwt men het geheel van alle figuren-in het
vlak, die door herhaalde toepassing van de bewerkingen beweging,
spiegeling, vermenigvuldiging op één. figuur kunnen ontstaan,
en men merkt op, dat, als men twee figuren van de ver-
zameling neemt, zij in zoodamg verband met elkaar blijken te
staan, dat : i

" a)  een punt der eene figuur met een punt der andere flguur
* .overeenkomt,

- b). een rechte der eene figuur met een rechte der andere figuur
overeenkomt,

.'¢) -dat evenwijdige rechten met evenwudlge rechten overeen-.
komen, : :
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d) dat correspondeerende-hoeken. gelijk zijn,

,e) dat -correspondeerende lijnstukken -een standvastlge ver-
" houding van lengten hebben. :

' Meén gaat nu op deze voorwaarden afdingen en het geheel der
figuren beschouwen, die met een figuur in zoodamg verband staan,
dat slechts- aan de onder a), b) en c) genoemde voorwaarden
behoeft te worden voldaan. ‘

- Dat ‘men ‘op deze’algemeene manier het begrip invoert en niet
dadeh]k het buzonder geval beschouwt, waarin -er een ,,affiniteits-
as” is en'een vaste richting van - de verbmdmgsrechten der corres-
pondeerende punten, schqnt mij van veel belang met het oog op
de toepassingen, die wij van de verwantschap zullen maken. Eerst
wanneer dit algemeene begrip is aangebracht, zou ik het zoo even
genoemde bijzondere geval willen bespreken; niet alleen, omdat
het zich bij de toepassingen zoo vaak voordoet, maar ook, omdat
het een zoo eenvoudig middel geeft om affine figuren te-teekenen:
Men mag dit: laatste vooral niet achterwege laten; réeds in de
eerste lessen in de stereometrie zal men er bij het teekenen van
ruimte-figuren zijn voordeel mee kunnen doen.-Aanbevelenswaar-
dige eerste voorbeelden zijn om ons reeds bekende redenen: de
gelijkzijdige driehoek met de hoogtelijnen, het vierkant met de
diagonalen, de regelma’uge 5-hoek of 6-hoek met omgeschreven
cirkel. enz. : - : :

-1k ben hiermede reeds .gekomen tot het zoogenaamde stereome-

trische teekenen, m.i. een-der belangrijkste toepassingen van de
affine verwantschap in het platte vlak. Ik bepaal mij tot de figuren,
dieuit platte vlakken en rechte lijnen samengesteld zijn.
-~ De methode van het stereometrisch teekenen is die van de-scheeve
parallelprojectie op een verticaal teekenvlak, waarbij echter niet,
zooals bij de werkelijke practische toepassing dier projectie-
methode gebeurt, de figuur door haar orthogonale projecties
vooraf gegeven wordt. Een der eigenschappen van die projectie-
methode is; dat. het beeld van een vlakke figuur met die figuur zelf
affien verwant is. Men kan dat eerst aantoonen, nadat de even-
wijdigheid: van lijnen en vlakken behandeld is, maar mag het dan
ook niet nalaten. Want eerst daardoor blijkt de deugdelijkheid van
de gegevén voorstelling en alleen daardoor voorkomt men de
dwaasheden, tot welke de leerlmgen in staat blijken -te zijn, die
niet zijn voorbereid.
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‘De bijgaande afbeelding van. een regelmatige
6-zijdige. pyramide ). zal menigeen onder U niet
geheel onbekend zijn; een gat in het papier, op de
plaats, waar de hoogtelijn neerkomt, is een bewijs
van de -overtuiging, waarmede de leerling zijn
regelmatige:6-hoek geconstrueerd heeft. Wanneer
-men vooraf het ontwerpen van affine beelden be-
oefend heeft en de projectie-methode gemotiveerd,
dan worden dergelijke teleurstellingen vermeden.
. Vervolgens ontmoeten we de affiniteit bij de
beschouwing van doorsneden van een prisma. ledere vlakke door-
snede is, ook in de stereometrische figuur, affien met het grondvlak;
de snijlijn van beide vlakken is affiniteitsas; dit is ook de eenvou-
digste manier om de gewone constructie van doorsneden te ver-
klaren.

Ik merk hlerbll nog op, dat bij de bepaling van de doorsnede
van een pyramide met willekeurige platte vlakken de affiniteit
ons in de steek laat. Echter kan men er bij- deze gelegenheid op
wijzen, dat de affine verwantschap van.vlakke figuren slechts een
eenvoudig geval is-van een nog algemeenere verwantschap; deze
laten we echter verder rusten. Het spreekt vanzelf, dat we, wan-
neer we op de school het groepentheoretische beginsel toepassen,
we moeten opklimmen van het bijzondere tot de hoogte, die we
bereiken willen; bij de wetenschappelijke behandeling gaan- we
uit van de volledige projectieve groep en we dalen dan af tot het
bijzondere- door -specialisatie. :

Bij de orthogonale ‘projectie van een vlakke flguur hebben we, -
weer met een affine ‘afbeelding te- doen; hierop wees ik echter
reeds bij gelegenheid van -de bespreking van het omwentelen en
terugwentelen in de-beschrijvende meetkunde.. i

- 'Ik’zou overal de affiniteit willen gebruiken, waar zij haar dlensten
kan bewijzen, b.v. bij de constructies van een der. orthogonale
projecties eener vlakke figuur, als de andere projectie en de door-
gangen van het vlak der figuur. gegeven zijn; voor eenigszins inge-
wikkelde vlakke figuren levert deze handelwijze voordeel op.

- De werkwijze, waarbij de affiniteit in het begin der 4e klasse
behandeld en beoefend wordt ter afrondmg van de plammetrxe

Fig. 2.

v 1) Nzet als scheeve parallelprojectie van een pyramlde die op een
horizontaal vlak staat, op dat vlak, doch op het verticale vlak.
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heeft:voor mij-het groote voordeel, dat men er.in de ruimte-meet-
kunde dadelijk over beschikken kan, terwijl men het bezwaar
ontgaat van de verdeeling van aandacht, die op moet treden, als
nien later het. onderwijs in de beschrijvende meetkunde door die
behandeling onderbreekt. :

- Een verdeeling van aandacht is ook het gevolg van de geschei-
den behandeling van stereometrie en beschrijvende meetkunde. De
behandeling van het cylinderviak met zijn raaklijnen en raakvlak-
ken behoort tot de stereometrie. Wanneer aan de hierop betrekking
hebbende vraagstukken de stereometrische moeilijkheden eerst
ontnomen zijn, dan kan bij de onmiddellijk volgende daadwerkelijke
uitvoering der constructies de geheele aandacht op de toepassing
der teekenmethode geconcentreerd blijven. .. '

Men zou mij van ondankbaarheid jegens Professor Wolff kun-
nen beschuldigen, indien ik na de prachtige uiteenzetting over
oppervlakten en inhouden, die¢ hij in de vorige jaargang van
»Euclides” 'gaf, thans in een beschouwing van.het meetkunde-
“onderwijs niets over dit onderwerp zou zeggen. Professor, Wolff
drijft de bescheidenheid te ver door op de vraag, of het onderwijs
op dit punt verbetering toelaat, het antwoord schuldig te blijven.
Ik krijg uit zijn woorden de indruk, dat hij geen groote verbetering
mogelijk acht; ik ben van deze zelfde meening. In de 2e klasse
de leerlingen te doordringen van het besef, dat de oppervlakte van
een rechthoek een begrip is, dat nog gedefinieerd moet worden,
schijnt mij niet mogelijk. Wel acht ik het mogelijk en nuttig in de
- hoogere klassen deze zaken wat meer kritisch te beschouwen. Het
best kan men dat wellicht doen aansluiten bij de definitie van de
oppervlakte van een cylindermantel; tot dit onderwerp zal ik deze
bespreking bepalen.. ‘

Men behoéft dit toch niet zoo oppervlakkig te behandelen als in
sommige leerboekem gebeurt. Bij het-techmische-onderwijs kan-men
er mede volstaan, dit oppervlak in een plat vlak uitgeslagen te
denken. Ik vermoed echter, dat enkele schrijvers van leerboeken
voor onze scholen de meening toegedaan zijn, dat men door dit
,uitslaan” de, toch altijd wat onaangename, limietovergang on-
noodig kan maken. Deze meening berust natuurlijk op een mis-
verstand. De oppervlakte van een gebogen vlak is slechts te be-
palen door uit te gaan van vlakke figuren, dus door op de oppervlakte
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wvan -ingeschreven .veelviakken limietovergang toe te .passen. Mem
brengt daartoe op het oppervlak een triangulatie aan. Nu is echter
et pijnlijke van het geval, ‘dat de uitkomst afhankelijk-is van de
‘wijze, waarop men-—het aantal der hoekpunten vermeerdert. De
‘methode van het uitslaan van de cylindermantel nu berust hierop,
dat men de triangulatie zoo kan aanbrengen en het aantal hoek-
punten zoo kan vermeerderen, dat men, na de door de driehoeken
gevormde figuur doorgesneden te hebben, het geheel in een plat
‘vlak uit-kan leggen, zoo, dat de driehoeken blijven samenhangen
zonder dat uitrekking of samendrukking op de driehoeken behoeft
.te worden toegepast; dat dit bij ‘de vermeerdering van het aantal
' :hoekpunten steeds zoo blijft, en dat de limiet van het bedekte viak
.de oppervlakte is van een rechthoek, die de hoogte van de cylinder
als hoogte en de omtrek van zijn grondvlak als lengte heeft. Om
aan te toonen, dat dit mogelijk is, hebben we slechts op de cylin-
' dermantel een aantal beschrijvenden te
trekken en elke twee opvolgende be-
-schrijvenden door een zigzaglijn te
" verbinden.. We zien dadelijk,.dat die
zigzaglijnen hier geen rol spelen; we
kunnen ons dus bepalen tot het trek-
ken van de beschrijvenden. Laten we
‘nu het aantal beschrijvenden steeds ‘
toenemen, zoodat de grootste afstand
van twee opvolgende onbepaald tot nul nadert, dan gaat de:uitslag
van het prisma-oppervlak bij de limiet over in de oppervlakte van
de genoemde rechthoek. Eerst door deze redeneering is de methode

van het ,,uitslaan” gerechtvaardlgd
Dat we hier niet met spitsvondigheden te doen hebben, bll]kt
'hlerunt, dat volstrekt niet ieder gebroken vlak, dat door triangu-
latie in de cylindermantel kan ontstaan, bij de limiet in de bedoelde
. rechthoek kan worden uitgelegd. We-zullen de mantel eerst ver--
deelen door parallelcirkels, op onderling gelijke afstanden aariggé
bracht. Voorts verdeelen we hem nog door 2n beschrijvenden
6p onderling gelijke afstanden. Het is de bedoeling.'iiet getal n te
vergrooten, terwijl de evenwijdige vlakken tot elkaar naderen. We
teekenen nu regelmatige n-hoeken in de parallelcirkels en ver-
binden de hoekpunten van verschillende n-hoeken op de in fig. 3
aangegeven wijze. Op deze wijze ontstaat een triangulatie. We

18

Fig. 3.
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zien, dat we het gebroken vlak, ﬁa het- ddorgesnedén ‘te - Hebben,
‘weer' in een vlak kunnen ultleggen De* driehoeken, -die ‘tusschen
‘twee paralle]cnrke]s hggen komen in ‘éen- strook - tusschen ‘twee
'eveandlge rechten: De breedte van'de strodk is echter niet gelijk
: -+ aan het stuk'CF van een be-
3‘schr|]vende maar gelijk aan

CE. De limiet'van het vlak,
k “waarin het gebroken vlak uit

te leggen is, is dus weer een

‘rechthoek, waarvan-de lengte

BN - K4 UMM “de omtrek van hét grondviak
TN N ) . van de cylmder is, maar waaff
\\\\ TN van' de hoogte gelijk’is aan de

] e

"~ limiet van ‘de som der hoogten

Fig. 4 RS N
co als CE. Die limiet wordt ver-

c “kregen door “dehoogte van
deé_cylinder te deelen door de

A\ * sinus van de.limiet van hoek
A E B ' CEF. Hoe groof deze’ hoek
lFig. 5. ‘ wordt bij de limiet, hangt ge-

heel af van de verhouding der
snelheden waarmede men de paralle!cnrkels eenerzqu en de be-
schn]venden anderzqu tot elkaar laat naderen. Men kan er zelfs
voor zorgen, dat bij vermeerdermg van het aantal hoekpunten de
hoek CEF een’ ‘bepaalde grootte heeft en behoudt Men kan dus zor-
gef, dat de rechthoek waarin het oppervlak kan worden’ ultgelegd
een vooraf geceven hoogte krijgt, die echter ministens gelijk is.aan
de hoogte van de cylinder. Onder alle ',,oppervlakten”, die aldus
kunnen ontstaan neemt dus de eerst verkregen rechthoek wel een
zeer quondere plaats in.

Het hier gegeven voorbeeld is. van Schwartz afkomstig. ') Of
de hier beschouwde kwestie voor de leerlingen van de hoogste
klasse te mOEllljk is, moet ik aan de beoordeeling van de collega’s
overlaten. In alle geval mogen we er Professor Wolif voor erkente-
lijk Zijn, dat hij op deze zaken onze aandacht gevestigd heeft, en
ons aldus opnieuw een aansporing gegeven heeft om onze leerstof

1) Zie b.v. Weber en Wellstein, Encyklopéddie der Elementar-
Mathematik II, blz. 573.



275,

. ‘ : ]
kritisch te blijven beschouwen, en er toe bijgedragen heeft, dat ons
onderwijs beter beantwoorden zal aan het boven door mij om-
schreven doel. ) :

Na de voordracht van den Heer Beth verlangt niemand der aan-
wezigen het woord ‘fot het stellen’ van vidgen dan den spreker,

De Voorzitter bedankt den Heer Beth voor zijn interessante voor-
dracht en voor -de’ groote -bereidwilligheid, “waarmee 'deze, “als .een
beroep op hem gedaan wordt, steeds klaar staat, om ons van dienst
te zijn, . 7 .. RTINS
~Daar er niets meer. aan. de orde is, sluit de Voorzitter. de sectie-
vergadering. B o
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SECTIEVERGADER[NG NATUURKUNDE
Verzorgmg ‘het bestuur van de Natuurkundesectie - van VeLzNeS

De Voorzitter (dr. Groosmuller) opent te 3.15 de vergadermg
fnet-een woord van welkom tot de aanwezigen en een woord van
dank aan den spreker om zich op korten termijn beschikbaar te
stellen De volgende voordracht wordt nu gehouden:

,,DE MODERNE ONTWIKKELING DER
FOTOGRAFIE” (met lichtbeelden)
' DOOR

Dr. A. VAN KREVELD.

De spr. begon met de opmerking, dat de in het programrﬁa 6pge-
nomen titel niet het onderwerp van zijn voordracht weergaf en dat’
hij over een meer speciaal onderwerp wilde spreken namelijk over
. de vooruitgang van het - spectrale gevoeligheidsgebied der foto-
. grafische plaat, welke zijn tegenwoordlg eindpunt in de infra-
roodplaat heeft bereikt.

De gewone broomznlvergelatmeplaat is slechts gevoehg voor de
golflengten beneden circa 5000 A°. Voor rood, oranje en geel is
zij zoo weinig gevoelig, dat men er in de practijk niets van be-
merkt. Deze beperkte gevoehghexd was reeds in 1840 door
Herschel aan de . pas ultgevonden Daguerreotypie-(joodzilver)
platen ontdekt, toen hij daarmee het spectrum wilde fotografeeren.
Dat de ongevoeligheid van rood en geel ook van groote invlioed
is op de natuurgetrouwe weérgave der helderheden op foto’s uit
de praktijk, (de z.g.n. toonwaardenvervalsching der fotografische
plaat) is pas veel later opgemerkt (omstreeks 1890).

Spr. behandelde nu eerst de verovering der korte golflengten.
In ’t algemeen wordt een fotochemisch proces door die stralen
teweeg gebracht, welke door de reageerende stoffen worden ge-
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absorbeerd. Nu absorbeert broomzilver- vanaf .circa 4700 A° tot.
aan de kortste golflengten met, een absorptietop bij omstreeks
2000 A°, zoodat de sterke gevoeligheidsafname -naar het ultra-
violet- aan bijkomstige oorzaken moet: worden toegeschreven. Als
zoodanig werd in de eerste plaats genoemd de absorptie door het
glas der lenzen ‘en prisma’s, waarmee wordt gefotografeerd. Dit
absorbeert reeds het nabije ultra-violet vanaf -circa 3500 A° vrijwel
volkomen. Voor -de- praktische. fotografie is dit een aangename
‘omstandigheid, omdat ook het oog voor ultra-violette stralen
ongevoelig is en dus. althans in dit gebied de plaat--én oogge-
,voehghend parallel gaan. Doch voor de spectrografie in het-ultra-
violet moet de glas-optiek door kwarts-optiek worden vervangen.
Deze is bruikbaar tot omstreeks 2000 A°, voor nog' kortere golf—-
lengten wordt vloeispaat-optiek gebruikt tot circa 1200 A° en daar
beneden reflectieroosters. Bij deze korte golﬂengten ontmoet men
echter nog andere bezwaren. Reeds van 2200° A° af blijkt de
gelatine van de fotografische emulsie zoo sterk te absorbeeren,
dat de gevoeligheid voor. kortere golflengten snel afneemt.-
Schumann is de ontdekker van dit verschijnsel (1893) en ter ver-
mijding ervan vervaardigde hij speciale gelatine-arme platen, de
z.g.n: Schumannplaten. Deze verkrijgt men door een gewone emulsie
zeer sterk met water te verdunnen en uit deze 0plossmg de broom-
,znlverkorrels op .een glasplaat te laten bezmken Dit bezinksel
bevat_slechts uiterst weinig gelatine, nameh]k die welke ‘aan “de
korrels geadsorbeerd is en noodzakelijk is voor de’ opbouw van
gevoelige emulsie.. Ook de lucht blijkt bij golflengten beneden
1800 A° sterk te absorbeeren Daarom- plaatste Schumann zijn
spectrograaf in vacuum. Op_ deze wijze berexkte hij golflengten
tot 1200 A, tegenwoordlg is men reeds ‘tot 100 A9 gekomen en
heeft aldus aansluiting -verkregen b1] de zachte Rontgenstralen
Daarna behandelde spr. de verovermg der lange golflengten Hier
doet zich de moeilijkheid voor, dat het broomzﬂver zelf- niet ge-
voelig is voor deze stralen. Door’ een toeval ontdekte- Vogel in
1873, dat de toevoeging van bepaalde kleurstoffen de fotogra—
fische plaat ook voor langere: golﬂengten gevoellg maakt (= sen-
sibiliseert) .en wel ongeveer voor die golﬂengten, die -door de
betreffende kleurstof worden geabsorbeerd Merkwaardig is het,
* dat het sensibilisatie-maximum en de grens van de sensibilisatie
bij langere golflengten liggen dan het absorptie-maximum en de
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labsorptiégrens-van de kleurstof. Dit verschijnsel en 00k de werking
der sefisibilisatoren: Zijit-iog- niet quantitatief. verklaard.. -

~ Van'dé zeer véle orgamsche kleurstoffen kunnen slechts:enkele
als seiisibilisatoren diénst doen (omstreeks 100) en-alle in bunten-
gewoon géringe concentratie bijv: 1 op :100.000. Te groote con-
‘centratie veroorzaakt gevoeligheids-afname en sluier..

Spr. gaf ddarna een‘overzicht van de meest gebruikte sensibili-

satoren. *Voor: orthochromatische platen wordt ~algemeen het
‘erythrosine ‘gebriikt, dat de sensibilisatietop bijv. circa 5600 A°
hieeft en tot 6000 A° sensibiliseert. Sensibilisatoren voor rood bestaan
et zeer vele en-hiermee behandelde platen worden panchromatisch
genoemd.: Al deze platen vertoonen "een sterke -gevoeligheids-
depressie bij circa 5200 A9 ‘welke alleen met pinaflavol is té over-
bruggen. Meestal laat men dit echter achterwege; omdat dan de
fabricage " der panchromatlsche emu151es bij blauwgroen llcht kan
‘plaats vinden. ' : :
" In absolute maat gemeten is de gevoeligheid .voor de sensibili-
$atie-kleuren - (geel, - respectievelijk rood) 'van alle. tot nu toe
bekende platen geritiger dan de gevoeligheid voor blauw en violet.
‘Dit is’echter geeni bezwaar, omdat het practische doel niet is een
‘plaat, “die ' voor alle kleuren-.even ‘gevoelig is, doch een, welke
dezelfde gevoehgheldsverdeelmg als het menschelijk oog vertoont.
‘Door ‘combinatie van verséhillende sensibilisatoren kan hieraan
tameh;k goed worden voldaan, doch de’blauwgevoeligheid- blijft
altijd ‘overwegen. Vdor een correcte weergave der visueele helder-
heden moet daarom altijd ‘met een filter van geel glas worden ge-
fotografeérd, dat de blauwe stralen ten deele absorbeert. Feitelijk
is voor: iedere émulsie een afzonderlijk geelfilter 'noodig, dat de
‘sensibilisatiekromme reduceert tot de “ooggevoeligheidskromme,
do¢h zoo pre’ci'es' komt het ‘er in de practijk niet op aan. Bij elec-
‘trisch™ licht met zqn overmaat van geie en roode stralen is geen
geelfllter noodig. 4

Nu' Zijn ‘dezé’ beschouwmgen in zooverre incorrect, dat in de
practijk spectrale kleuren niet voorkomen. Alle lichaamskleuren
zijn gemengd. De kleursommatie door het oog geschiedt volgens
hiet Ostwaldsche drie-kleurénprincipe, tenminste ongeveer. Het is
gebleken, dat ook de fotografische plaat de werking der verschil-
lend€ kiéuren' Sorimeért en wel exact volgens de 'door spr. gévon=
den somwet. Deze sommatie is weliswaar anders dan die van het
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oog, doch in de practijk -bemerkt men- geen. verschil en:-kan.'men
met het beschouwen van -spectrale kleuren: .volstaan. , —

Spr. komt daarna-tot 'de- mfra-roodplaten '‘De’ eerste brunkbare
senmbnhsator wvoor dit gebied, het Dicyanine werd Jeeds in 1905
door Konig ontdekt doch de groote-uitbreiding:der mfra—roodfoto-
grafie stamt pas van de laatste 10 jaren. Thans is. men reeds tot
12000 A° gekomen. Zulke platen zijn- echter slechts -eenige weken
houdbaar en moeten op ijs worden bewaard. Verder dan omstreeks
20.000. A° zal men principieel niet kunnen komen, omdat van deze
golflengteén reeds zooveel diffuse quariten in de ons omgevende
ruimte voorkomen, dat hiervoor gevoelige platen ook zonder be-
lichting zouden sluieren. - :

Op 't oogenbllk zijn de mfra-rood sens:blllsatoren nog moeilijk
verkrijgbaar, doch gereede infra-roodplaten zijn allerwegen in de
-handel. Spr. gaf een overzicht van de verkrijgbare soorten van
,Kodak”, ,Ilford”, ,,Agfa” en ;,Guilleminot” met hun respectieve-
lijke eigenschappen. Wat de behandeling betreft, wees spr. op twee
punten, ten eerste op de hypersensibilisatie, d.i. het baden in ver-
dunde ammonia, waardoor de gevoeligheid- voor de sensibilisatie-
kleuren (maar ook alleen voor deze) met een factor 3 kan toenemen
en ten tweede op .de noodzakelijkheid van het gebruik van een
filter. Zou men zonder filter fotografeeren, dan zouden de blauwe
stralen zoo sterk domineeren, dat van een specifieke infra-rood-
werking niets zou worden bemerkt. Daarom is een zwart of rood
of donker geel filter, dat alle stralen der eigengevoeligheid (dus
beneden 5200 A°) afsnijdt, noodzakelijk. Overigens wijkt de be-
han‘del'ing der infra-roodplaat niet af van die van gewone platen.

Daarna liet spr. vele lichtbeelden zien, welke de toepassingen -~
der infra-roodfotografie demonstreerden. We stippen hieruit aan:

1. de verdwijning der luchtperspectief, 2. de microfotografie van

ondoorzichtige voorwerpen, 3. de reflectie van infra-rood door
planten en bloemen en door de menschelijke huid. Tenslotte wer-
den met behulp van de episcoop circa 60 verfstoffen op het doek
geprojecteerd en daarnaast hun foto’s op ,,Ilford” infra-roodplaten.
Het bleek, dat de gele, oranje en roode verfstoffen alle het infra- _
rood volledig “terugkaatsten, doch dat de infra-rood-reflectie door

groene, blauwe en violette verfstoffen niet samenhangt met de

kleuren welke ze op het oog vertoonen en dat hier hoogst merk- ..
waardige verrassingen mogelijk zijn. '
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- Debat na de lezing van Dr. A. van Kreveld.. o

.. .De Heer Bouma--stelt de vraag of de gebruikte optiek bij de-ultra-
rood-fotografie een .gewone glasoptiek-is geweest. T

* *_Dr. van, Kreveld antwoordt bevestigend, inderdaad zijn gewone

. glaslenzen gebruikt, echter met dien verstande, dat de gebruikte lenzen
zeer sterk -werden gediafragmeerd,.in verband met het feit, dat ze in
dat gebied niet chromatisch gecorrigeerd zijn; tevens werd van een
roodfilter gebruik gemaakt. -

Ook stelde eerstgenoemde de vraag, waarom er bij de.fotografische
plaat, b.v. Schumannplaat, gelatine noodig is, waarop Dr. van Kreveld
opmerkte, dat dit het afgesplitste Broom absorbeert. ’

De Heer Huizinga vraagt, of de in den handel gebrachte Panchro-
matische platen geen bezwaar opleveren door het versterken der
contrasten, waar toch hun gevoeligheid voor rood die van het 0og
overtreft. ' ' '

Dr. van Kreveld spreekt dit laatste tegen. Het rood op de plaat
staat in den regel achter bij de verhouding rood-geel in het oog; bij
de allernieuwste platen, waarbij dit laatste niet het geval is, zijn aparte
filters geconstrueerd, die dit effect corrigeeren. Overigens is een ver-
sterking der contrasten toch niet merkbaar, . .

De Heer Huizinga stelt ook de vraag, of het juist is dat fijnkorrelige’
platen beter dan grofkorrelige gesensibiliseerd kunnen worden. Vol-
gens Dr. van Kreveld is dit.slechts een statistische waarheid, zoodat
er dus uitzonderingen op bestaan. ' o T

Thans geeft de voorzittér het woord aan Prof. dr. Zernike, die ter
aanvulling mededeelt, dat men bij de tegenwoordige microfotografie
naast de doorlichting met infraroode stralen ook die met ultraviolette
gebruikt, dit laatste voornamelijk bij zeer dunne lagen, welke bij
bestraling .inet zichtbaar licht geheel doorzichtig zijn en waarvan
men. op deze wijze goede contrastrijke. foto’s verkrijgt.

" 'Ten slotte dankt de voorzitter den sprekex; voor 'zijn belangv»;ek—‘
. Kende uiteenzettingen.en fraaie demonstraties. Co :
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VOORBERICHT

Bij de examens voor de N-acten, voor adspirant bouwkundig
Opzichter (adsp. B. O.) en bouwkundig Opzichter (B. O.) van de
Bond van Nederlandsche Architecten (B. N. A.), voor de diploma’s
van Machinist ter Koopvaardij en voor vele andere technische
examens blijkt elk jaar opnieuw, dat een groot aantal candidaten
_ wordt afgewezen voor de vakken Wis- en Werktuigkunde (Statica).

Onvoldoende oefening in het oplossen van vraagstukken is oor-
zaak, dat op de examens de problemen niet juist worden aange-
pakt of er in het geheel niet aan wordt begonnen.

De technische vaardigheid in het oplossen van vraagstukken
ontbreekt bij velen en de oorzaak is niet ver te zoeken: er werd door
hen voor het examen te weinig geoefend.

Om a.s. candidaten de gelegenheid te scheppen zich de noodige
vaardigheid eigen te maken is deze vraagstukkenverzameling uit-
gegeven.

Elke paragraaf bevat achtereenvolgens een vraagstuk over
rekenen, algebra, planimetrie, stereometrie en statica.

Ten gerieve van opleiders en zelfstudeerenden zijn de antwoorden
afzonderlijk verkrijgbaar gesteld (prijs 40 cts.).

Rotterdam W. P. v. LEERDAM.
Beukelsweg 91.
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§ 45.
1 12 :
3 3 3 7 1 7
T4+ b5 —(4? — 2+ 87> X 1g
2o .

Ontbind in factoren:
3552 — 3lx ++ 6; 80a® — 120a%x - 45ax2.

Bereken de oppervlakte van een regelmatige achthoek, als de
straal van de omgeschreven cirkel 20 cm is.

Bereken de inhoud van een bolsector, als de straal van de bol
18 cm is en de tophoek 120°.

Een kegel heeft een hoogte van 8 dm, terwijl de straal van het
grondvlak 7 is. Op 6 dm afstand van de top brengt men een
vlak aan evenwijdig met het grondvlak. Bepaal het zwaarte-
punt van de afgeknotte kegel.

§ 46.

; 5 3

1 57 X Tz T 7 — 207
I A A A A K §
3 8 9 11 21 5 ° 3

Ontbind in factoren:
2a%h) — 6ac — ab + 3c; 9x° — 72a3%% — a2x3 + 845.

Van een driehoek zijn de zijden 36; 42 en 54 cm. Bereken de
drie hoogtelijnen.

Een gelijkbeenig trapezium, waarvan de evenwijdige zijden
48 cm en 32 cm zijn en de hoogte 15 cm is, wentelt om de
lange evenwijdige zijde als as. Bereken de totale oppervlakte
van het omwentelingslichaam, dat ontstaat.

Een cylinder heeft een diameter van 3 dm, terwijl de lengte
12 dm bedraagt; s.g. = 0,8. Men zaagt er het vierde deel af
en vervangt dit door een metalen schijf met hetzelfde grondvlak
en s.g. = 8. Hoe zwaar weegt deze, als het zwaartepunt op
dezelfde plaats ligt als bij de oorspronkelijke cylinder?

§ 47.
102 3. 58\l 1
[’s?*?“’*“(“éﬁ)};z
3
g 21,625 )

15 7,5
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2.

3.

Deel (a® 4 1)x% — (342 — 2a 4 1)x2%y 4 (32 — 1)xy? — 2y°
door (a - 1)x—2y.

Gegeven twee lijnstukken in hggmg en grootte: Beschn]f twee
gelijkbeenige driehoeken, met dezelfde top, welke die lijnen
tot basis hebben.

Een regelmatige pyramide heeft tot grondvlak een regelmatlge
vijfhoek, waarvan de zijde 20 cm is. De hoogte is 12 cm. Bereken
de inhoud.

Een massieve cylinder met middellijn 4 en hoogte 2 wordt in
de richting van de as uitgeboord ter wijdte van de halve middel-
liin. Hoe ver kan men die uitboring voortzetten, v6ér het

:zwaartepunt buiten het metaal komt te liggen?

§ 48. .
0,86
215

V{x-l-_(y y} !y+ e 2y)}2'

0,74
3

{ (3% + 22 X 0,875) X 52 —0 35}

Bepaal de oppervlakte van een regelmatige vijthoek, als de straal
van de omgeschreven cirkel 60 cm is. '

Bereken de inhoud van een afgeknotte kegel, waarvan de straal
van het grondvlak 30 cm is, de straal van het bovenvlak
20 cm en het apothema 12 cm.

Bereken de oplegreacties van onderstaand spant (belastmgen
in kg; afstanden in meters).
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