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- Toen de Redactie van het Bijvoegsel mij verzocht een beoordee-
- ling te geven van deze beide werken, heb ik geen oogenblik geaar-
~ zeld om daaraan te voldoen. Ik had wel eens vernomen, dat de
“héer Ruben zoo ongeveer permanent examinator is voor de Lagere
~Acte Wiskunde; bovendien had ik ook eens vernomen (gelezen had
ik ze niet), dat er van genoemden heer een minder gunstige beoor-
deeling verschenen "was van boeken, die in mijn oogen nu niet
precies een quonder sieraad zijn van den Nederlandschen paeda-
goglsch w1skund1gen boekenschat. " Dit alles plaatste voor mij den
‘heer R. op een zoodanig niveau, dat ik meende: mij wel mét een
beoordeeling zijner ‘pennevruchtei te kunnen. inlaten. Deze ‘uitdruk-
king klinkt misschien eénigszins aanmatigend; ik zou echter zeggen,
dat wij leeraren wel zooveel aanmatiging mogen hebben, dat wij
b.v. nu niet in een beoordeeling van een eventueel uitgegeven boek
van een willekeurigen leerling eener H. B. S. zouden treden. '
- Een paar dagen, nadat ik mijn jawoord aan de Redactie gegeven
had, ben ik eens aan het lezén gegaan, volgens voorschrift het eerst
van het Beknopt Leerboek. Ik moet toen echter wel heele rare
geluiden hebben untgestooten want “er werd mij na een poosle
gevraagd, wat er foch in mijn kamer aan de hand was. Ik heb
toen geantwoord, dat mij, na een derde van een eeuw bij het onder-
wijs te hebben doorgebracht gebleken was, dat ik mij zeker in de
9
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kenmenken van goed paedagogisch en methodisch wiskunde-onder-
wijs moest vergist hebben, want dat, wat ik pas gelezen had,..mij
aan :mij..zelf had doen twijfelen. Toen ik, ten einde raad, mijn
© wedervaren aan de Redactie schreef, kreeg ik ten antwoord, dat
't met.mijn verwarring wel zoo’n vaart niet loopen zou. Als ik bij.
_mijn beoordeelmg al te gekke dingen zou zeggen, zou men mij wel,

door gchrapping van een en ander, voor ’t publlek ‘en voor mijn
‘famihe sauveerern:

Na dit. bemoedlgend woord van de Redactle Yy heb ik. gemeend
het best'aan mijn opdracht te voldoen -door van een aantal bladzijden
maar, eens prec1es alles te zeggen, wat ik er van vmd Opdat de.
lezer mun oordeel kan volgen, zal 't m. i. noodlg zijn,. dat ik telkens
geheele zinnen overschrijf. Ik begin te lezen:

Bq enkele vraagstukken uit de meetkunde hebben ‘we, wanneer
,,oa een hoek van een driehoek gegeven was, een betrekkmg
tusschen de zuden kunnen vinden. Wij hebben toen uit 2 zqden
en een hoek een derde zijde kunnen vinden.

Hiér stoot ik al dadelijk op de woorden ,0.a.7 Wat, hebben we
dan wel eens een betrekking tusschen de zijden (zonder meer) van
een_ driehoek ,,gevonden z0o geen hoek gegeven was? ) Zoo'n

hoek moet altijd of impliciet of expliciet gegeven zijn. Dit ,,0.a.” kan o

nu wel op. ,,exphmet” slaan, maar dan moet 't toch duidelijk gezegd
zun Dat ,,toen is ook niet fraai. Als er nu ,toen o.a.” had

gestaan, was 't juister geweest (Denk b.v. aan een driehoek met

één bekende zijde, een hoek van 30° en een hoek van 45°).

- ,,Dit ging echter slechts, als de hoek 30°, 60°, 120°, 45° 135°

, Was .0f bij een gelijkbeenigen driehoek met tophoek van 36°, of
bq een rechthoekigen driehoek met een hoek van 30° of 45°.

Dit is nu wel heel slecht gezegd. Vooreerst wordt hier de zaak
zoo gedecreteerd alsof nu wel alle hoeken genoemd zijn, die voor
deze berekenmg mogelijk zijn; wat absoluut onjuist is. (Denk eens
aan tal van andere hoeken, die in eenig verband staan met regel-
matige veelhoeken!) En vervolgens is 't heel mal achteraan een
rechthoeklgen driehoek met een hoek van 30° of 45° te noemen. Is

1) De ezer vergeve mij dit semi-ernstige begin_ van mqn recen51e Ik
wist heusch mijn volmaakte ernst bq de lezmg van deze boeken niet
steeds te bewaren. : '

~%) Niet waarschijnlijk is, dat de schrijver ,,één” -bedoéld heeft want “het
handbogek vermeldt het zelfde woord ,,een” o0k, . oo T e T v

3
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de grorid*voof de mogelijkheid der berekening bij’ die i’i‘i’él‘&%ﬁ""‘iir‘f
't eerstgenoemde geval ‘anders dan in.’t laatste? ! Z":if S At e
Wanneer jemand iets ,in 't algemeen” wil’ zeggen et h1] ide®
" stof*wel zeer: goed beheerschen endan’ nog geducht oppassen”De
SC]’II‘I]VCI‘ had” m.i; ‘beter’ gedaan zzjn 1nle1dmg met eén O
te - begmnen PR . . ,, RHAPSIEATRIL S
,De goniometrie of “wel hoekmestkuride leért’ ons formules i
,ons in staat stellen uit 3 elementen (onder welke dus- al'fijd"‘h'dékén
,mogen voorkomen) van een drlehoek de andere elementen te ‘vin-
. ,den door’ berekening. R ST s Tt e
Vooreerst is, wat hier bedoeld wordt, toch niet.dé gangbare opV a’t’—"
* ting*'van “de " beteekenis van de ,»,goniometrie” * (hoekmeetkun'
"maar van de ,,trlgonometrle”'(dnehoeksmetmg) Wat gomorﬁetrle' '
is wotdt feitelijk niet gezegd én wat tngonometrle betreff, zou wel
altijd *t doel berekening van elementen zijn? Bovendlen is ér nog"-
een bezwaar. De argelooze lezer mocht zich eens verbeelden dat”
die formules alleen hem in ’t beloofde land zouden brengen ' Zondet
hoogere wiskunde en zonder tafels zou h1] in afzxenbaren ‘tijd’ “niet
ver komen! . o .
,,Pro;ecteert men ‘én béen van eer hoek (gemeten van’ Hef hoek—’
»punt tot .een zeker punt)- op het andere, dan ontstaat een recht—
,,hoeklge driehoek. De hoek zal .dan bepaald zun indien de vers’
,,houdmg tusschen 2 zijden van dlen rechthoeklgen dnehoek bekend
"»is. Die verhoudmgen heeft men de volgende namen gegeven
,,Sinus enz. -
Dit is een slordige inzet.. Wordt hier een wxllekeurlge hoek
bedoeld of een scherpe" Het lijkt wel, dat de Schr een scherpen
bedoelt (men moet dit wel opmaken uit den zin, waarm 't woord
,,bepaald” voorkomt) ‘maar hij zegt’t niet.’ Vérder hebben de‘
namen ,,smus enz.” op zichzelf niets te beteekeren.’ Ultdrukkelqk
" moet et bij 't laatste woord verhoudmgen worden vermeld ,,t/o van
dien hoek”. Y ’ g
De Schr. laat nu jets volgen aangaande de ‘beteekenis der woor-
den- sinus, cosinus en tangens, iets waaraan op dit moment memand
wat heeft. ,,Sinus”, zegt hij, »is de latijnsche _vertaling van_een
Arabisch woord, cosinus beteekent complements smus...'.".. D,e,naam
.tangens s 't eerst aangegeven door......” o ,,
=Nadat oris: op--een -volgende..bladzijde verteld. wordt dat de
notatles a, bc a fy alsuelementen van: ‘éen drrehoek vam ‘EULER
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zqn (waar de man. al niet beroemd door- geworden is!!) en ons
genoemd zijn (rechth drlehoek) smus a_—c— enz. 1) kn]gen we—

tharis  als- ,,opmerkmg.. sin a = cos (90°-— a) . en tg a =cot-
(90° —a).” 4 : :

< We- mogen nu zeker wel aannemen dat de Schr tot. heden
met ‘a alléen een scherpen hoek bedoeld heeft. :
‘-'§ 2. :-Aan" het hoofd staat: ,Enkelc betrekkingen ' tusschen
goniometrische verhoudingen (functies)”. En in een .noot: ,func-
tie = betrekking. Bij grafische voorstellingen - wordt - deze naam
eerst recht duidelijk.” : : : '
" Hier moet ik toch. even mijn oogen untwn]ven Functie =
betrekking?! Bij een dergelijk fundamenteel begrip als dat van
'»';,funétie” met zoo’n averechtsch verkeerd woord als. ,betrekking” .
te komen aanzetten,. is wel kras! Bovendien is de toevoeging.
hier wel een armzalige dooddoener.. -
' ln deze § worden nu voor een scherpen hoek a bewezen
,1_0.‘ sina - cos?a=1; . tga X cota=1; 3, gs—a_tga,
40, 1 +4tg?a=sec?a; 5° 1 4 cot®a—=-cosec? a. Niet opzettelijk

genoemd maar wel gebrunkt worden hlerbq seca=—: en

_ cosa
.Wel, zal de heer R. zeggen, " dit volgt toch

’ 1
cosec a—
sin

“direct uit mijn bepalingen van secans en cosecans-(wat trouwens
daar vermeld is). Toegegeven, maar waarom dan de 2¢ formule
~genoemd? Daarvan kan men toch hetzelfde zeggen! Ik krijg hier
~ een ondeugend vermoeden: in een goed leerboek ziet de heer R.
‘aanvankelijk ook vijf formules' staan, maar gedeeltelijk andere.
Ze worden’ daar - grondformules genoemd. -Maar er wordt dan
slechts één formule gegeven met kwadratische termen. Zou-de
heer R. begrepen hebben waarom? In een goed boek staat het
toch duidelijk genoeg? Welaan,-de heer R. heeft gemeend ook
vijf formules te moeten -geven;. hij heeft echter toevallig drie
met kwadratische termen genomen. Laat- hij nu eens aan een
leerling. geven sin a —=14%. Hoeveel -ste/ waarden voor de overige -
gon. verhoudingen moet die leerling met zijn vqf formules "dan
‘vinden?!! Ho, ho, zal -een lezer van mijn-kritiek’ mij toéwerpen,
“’t kan" natuurlijk beter,  maar " zoo erg-: is 't me’( den Schr “niet

1) Nimmer zag ik staan colgs (cotangens)l



1133

gesteld :. hij. bedoelt toch immers. scherpe- hoeken! Goed;: maar
wat zie ik terstond na de ge'_noen_ide formul_es,staan,.(tusscheri
haakjes): ,Later is na te.gaan, of deze betrekkingen algemeen
geldig zijn.” Hoe is ’t nu, wordt hier op twee gedachten gehinkt?
Denkt de- Schr. zich dus.-toch een voor nu en voor" later
gegeven. algemeen geldig stel (grond?)-formules? Men-zou.’t: wel
zeggen, want hij komt later op die formules niet meer terug

§ 3. ,Over de gon. functies van- ‘hoeken tusschen 0° en 360° ”
De heer R. zal. wel eens gehoord -hebben, dat.er zoo iets bestaat
. als ., mathematische smaak.”’” -En ik heb mij wel .eens l,aten.zver',,—
- leiden tot de uitspraak, dat deze.niet geheel vreemd is aan een
' algemeen: gevoel voor-. smaak, s1erh]khe1d elegance (zeker in
algemeen . wetenschappeh]ke zaken).”Men houde ’t mij ten goede,
maar. ik moet bekennen, dat mijn smaak bij de lezing . van deze
§ geducht. geweld .wordt aangedaan: lk lees .vooreerst: -,Van
»2 POB noemen we OB het vaste,. OP ‘het beweeglijke been, dat
»om O draait tegen den zin der beweging van de wijzers- van-
,een uurwerk in. .

Ik stoot- mij hierbij al aan dr1e dmgen LPOB moet zun
. £ BOP, het -woord beweeglijk vindt ik hier een naar woord (je
denkt zoo onwillekeurig aan een beweeglijken ]ongen) en ver-
volgens doet men bij .de lezing van 't slot van den zin de vraag,
of dit nu.een wet van PERZEN en MEDEN is. -

»Op het beweeglijke been- neemt men een punt P en laat d1t
»een cirkel om O beschruven Den cirkel noemt men trlgono-
,metrischen cirkel. : :

Hebben we hier met een ultvmdmg van den heer R. te doen?!-

»1% De sinus. De cirkel .is door 2 _ml,ddelh]nen AB en CD
»verdeeld.in 4 quadrahten. Correcter is ,,DC”’ in plaats van ,CD”,
»BOC is het 1¢ quadrant. e '
»LAOC , , 2¢ .’ Beter: ,COA.”
~AOD , , 3¢ ., . _ '

,BOD , , 4¢ , .” Beter: ,DOB.”
PQ

»NU is 'sinq (a:een hoek van 't 1¢ qu. )_—~

;?Vraag: Waarom is ST de sinus van £ SOB (hoek van het 2¢ qu. )'?

SO
.- Heeft de Schr. tot heden slechts scherpe hoeken bedoeld dan
is ‘die ,vraag” misplaatst...Hij heeft dan.zelf een-,definitie” te

geven, in plaats van een vraag te. stellen

-
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va7pWeh zullen . nu . onderzoeken, hee .die sin. verandert, als het
isbeweeglijke :-been PO. zich van BO .naar links.door de 4.qua-
»dranten beweegt, wanneer dus .a achtereenvolgens een: hoek in.
6én der-'quadranten ‘voorstelt: . . d ] '
ivslkizlees -voor ,PO” en ,BO” liever OP” en OB” Afge21en
«daarvan; vmd ik die geheele manier, van uitdrukken .(,naar lmks”)
slordig. Bovendlen .mag . hter geen sprake zijn van ,onderzoeken :
maar :van.,vaststellen.” - L '
L Wi wnllen afspreken den. sinus altud te meten op een vertlcaal
,,en aigemen. den sin. positief naar boven en negatief-naar beneden:
Afgeznen daarvan, dat spreken van een ,verticaal”, van: ,boven”
__,,be,ned_en -alleenzin heeft, wanneer eerst de aangenomen
- plaatsing der figuur vermeld is; is het, zooals de Schr. de zaak
" ~behandelt,--onzin -den sinus-te willen ‘meten: op—een ;verticaal.”
Indeze :§: heerscht bij hem een grove verwarring - tusschen .den
-sinus -als verhouding en als goniometrische lijn. Laat de.héer'R.
«die. zaak .eens .in een goed boek nalezen! - L
-Zonder: ‘de. volgende regels geheel over te. schn]ven wil.. 1k
nog even :vermelden:, s - St
- »In:het 3% qu. neemt de sm weer toe van 0 tot 1....en i_s
»dus: negatief”.: - S S ‘
Het slot ‘moet zeker het foutleve begm corrlgeeren' Over den’
sinus:.in het 4° qu. treft:men een :soortgelijken zin aan.
.:De beschouwmg over den sinus eindigt met:
',~,,; - 020 90° | 180° | 270°  360° enz. -
» sinus’ 0 1 0o -1 0 (absolute waarden)
Waarom niet de werkelijke waarden opgegeven? - ,
Er: is::tegen deze § nog een bezwaar aan te voeren: nergens
-ontmoet men de'definifie van een hoek.in (van) een bepaald kwadrant. Ny
Laat ik “verder de beschouwmg van ,2% cosmus”'met stll-
-zwqgen "voorbijgaan. . : ’ B
PQ EB.
QO ~ 0B
,enwOB niet correspondeeren, omdat ze tegengesteld ge,ncht zijn.
Dergelqke verwarringen komen meer voor; ik ga ze maar voorbq
De’'heer R: ‘zegt: misschien: dat doet er bij - mij niet toe.‘Ik-ant-
‘woord::dan-echter: /'t Was te..wenschen;. dat. 't er bij: hem wel toe -
-deed. -;Verder- yalt-op- te merken dat: de -Schr.- totaal zwijgt: over
den ove_rgang :van ; teeken, - dies bij . het;.oneindig _.,wgred'en,:,van

-

Bij’,,3° tangens ontmoet 1k Wlga—= = waarbq QO
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tangens -en cotangens plaats vindt. Een opmerking: dadrover
(vooril, omdat die overgang bij beide juist andersom plaats heeft) -
is toch zeker wel op haar plaats.. - A e
Op 'blz. 13 worden - de grafische voorstellingen:gegeven van
y=sin.x, y=cos x, y =tg x en y = cot x. lk heb-een ‘priticipieel
bezwaar “tegen ‘deze teekeningen, -dat ik kan -neerleggen in deze
vraag: Welk verband bestaat er-tusschen de eenheid in"de fichting
der X-as en die in de richting der Y-as?! Hoe ‘behooit it 222
»§ 4. Een hoek aftrekken van .180° noem ik eefr herleldmg
.van “t1¢ in ’t2¢- kwadrant. Van een hoek- 180° ‘aftrekKer~of-
,bij een hoek 180° optellen: een herleiding van-’t 1esin:, St 3e
~kw. Een hoek van 360° aftrekken: -een herleldmg {vani .t 1€
in 't 4¢ kw. . Carox el b
Nu kan de heer R. dat wel zoo ,,noemen , maar is dat ,,noemen
-door de realiteit wel-voldoende gemotiveerd? Dit:laatste heeft
hij eerst aan te toonen. Nu demonstreert hij wel met een -voor-
beeld [sin (a 4 270°) = — sin (90° — @)= —cosa], dat-dit met -
_ de teekens (hier komt ’t bij deze materie toch hoofdzakelijk: op.
aan) uitkomt, maar verbeeldt de heer R. zich -nu,  dat~ hij een
algemeen geldig bewijs heeft gegeven? Zoo is ’t met “alle: for-
mules, die in deze § voorkomen Nergens treft men- algemeene
bewijzen -aan. ' : ' E
§ 5 behandelt . ,de hoofdformules der gomometne Eerst krij‘gt
" men sinus- en cosinusregel, waarvan de laatste (zeker in dit boek) -
_met _die hoofdformules niets van doen heeft. De bewiizen der:
hoofdformules . worden .gegeven door middel van Ptolemaeus,
tegen welke bewijzen een- gewichtig bezwaar is" in te brengen.-
In de theorie behooren ze daarom niet in.de eerste plaats” thuis.
Hetzelfde bezwaar is in te - brengen .tegen de afleiding *uit
c=bcos A+ acos B. Aan het einde der § blijkt, datde Schr.
wel iets van het gewnchtlge bezwaar tegen zijn bequvoermg
gevoeld heeft ('t gebrek aan algemeenheid; &-propos:.hoeveel
combinaties- van bijzondere gevallen zijn wel vmogélijk?!)" is
’t bezwaar toch niet voldoende tot hem doorgedrorigen; immeérs
. na zijn 2¢ bewijs (unt een dnehoek) gaat hij zeggen is B neg’d‘—
tief .dan-krijgen we....!! - ‘
. Op blz. 32 zie ik onderaan de bladzude een aardige opmerkmg, .
‘eigenlijk eeri-vraag: ,Gaat deze formule (tg ma --tg mp:+-tg my =
== tg'matg:mptg:my” voor a + B 4 y =:180°) “altijd:‘door?-: Neem
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‘eens a=f=y=30° en m=23". Het komt:mij voor, dat die
‘vraag--hier na zoo weinig voorbereiding misplaatst is. Ik.zou ’tant-
woord van den heer R. zelf op deze vraag. wel eens willen hooren!
< Op blz. 33. wordt-voor ’tbewijzen van identiteiten. (trigono-
-metrische- formules) de ,,R-methode” aanbevolen, alsof men. hier
met -iets bijzonders te doen heeft en. z66 verre de voorkeur.ver-
dient.: b.v." boven -’t uitdrukken van de zijden in: één.zijde en

_ goniom, - verhoudingen: van- de - hoeken! Men  handele in die '
- bewijzen -naar omstandigheden! Zoo worden 2 bladzijden. gewijd .
aan de oplossing van a = b uit atg A+ btg B=(a-+b)tg%(A+ B).
[L. O.-1916}. Laat ik -den heer R. de volgende ongekunstelde
‘oplossmg aan-de hand doen: -

U1t ’t gegeven. volgt terstond

sin B
sin A

aitg A—1g3(A+ By} —‘a‘

Tangenten in sin. en cos. uitdrukkende:
R (smAcosB—-cosAsm B) sm%(A -B) .

itg%(A—{-B)-——th t=0.

sin A cos A cos Bcosi(A + B) =0
sm(A B)-— . siny(A— B)__O
A=B L A=2_8.

Voor. mijn part maakt de heer R. hier een R-methode -van.

- Op. blz. 38 zie ik weer zoo’n omslachtig gedoe (meer dan- ¥

bladzijde): »Voorbeeld 1V. In welken driehoek is /= s(s —a)?”

Zie hier mijn oplossing: : ‘ -
1—‘~sr-—s(s— a)tg 3 A, alzoo tg $+A=1, waaruit A —-90°

(Een regeltje!). - :

- Op blz. 41 zie ik 'staan (bij het logarithmisch- maken van den
co,sinusregel) »Nu is cos? %y altijd = 1.” ,=" is mis. Over het
"4abcos’}y

NCEEOE
goed boek naslaan. :

Op blz 42 staat het logarithmisch maken van den cosinusregel

steilen s}an = sin®? ¢ moet de heer R nog eens een

door het stellen van 2 _I_Z cot 3y = tg @ [dus = tg 3(a — P

Zou het nu niet de moeite waard zijn te vermelden, dat deze
- geheele herleldmg tot niéts anders leidt dan tot. een formule van
: MOLLWEIDEP' s SRR

Op blz. 55 worden de hoeken van een dnehoek berekend
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zo0 de 3 zijden bekend zijn. lk zie hier. logarithmen met 6 deci-
* malén-staan. Deze zijn- al-zeer ongebruikelijk. 1k heb hier-voor
‘mij liggen een boekje getiteld: Landmeten en,Waterpa'sSeh'fdddi'
- H. J. VAN LEUSEN, Inspecteur der Heidemaatschappij-te Arnhem
(Voorwoeord van Prof:- HEUVELINK). In ’talgemeen ziét men-hierin
logarithmen met 5 decimalen - (soms ook wel met 7). -Wat wil
nu eigenlijk de heer R. met die logarithmen met 6 decimalen
ten opzichte van de schliooljeugd?! Bovendien komt op -deze
bladzijde voor ,Opmerking. Bij deze en dergelijke bewerkmgen
mag het verschil zeker niet meer dan 10” bedragen met 180°.”
Wat bedoelt de Schr. met dit ,mag”? Eischt de practijk (en .
dan welke practijk) dit? Of levert deze berekening hoogstens dit
verschil op? Mij dunkt, dat, mocht ’tlaatste’ de bedoeling: zijn,
men hiervan zoo maar niet in een vloek en een zuchtvan af is!
Zou ’tniet geraden zijn, hier maar een zéér voorzwhtlge u1t-
- drukking te gebruiken?! . : : . -

Op blz. 60 zien wij weer eens het gevolg van een gebrekklge
»methode De Schr. wil oplossen de verg. cos (p — y) =cosy
(¢ onbek. en y bekend) en schrijft ., —yw=1wy of 360° —1v,
waaruit volgt ¢ =2y en ® = 360°”. Had 'hij geschreven de
volledige oplossing: ¢ —w =2k X 180° & y, dan had- hjj
gekregen: @ =2y -+ 2k X 180° en ¢-= 2k X'180°, uit “welke
laatste verg.- men vooreerst gewoon is te laten volgen ¢ = 0°,
-wat toch zeker — daar de verg als toepdssing. van een meet-
- kundig vraagstuk geldt — eenvoudiger gezegd is dan ¢ == 360°!

- Op de bladzijden 65, 66 en 67 zien we weer eens, hoe de
heer R. de kunst verstaat om van eenvoudige vraagstukken mmder
voor de hand liggende oplossingen te geven.

sVoorbeeld. .- Op de - bissectrice van ABAC—-za llgt een

vast punt P (BAP_a) BC draait om P. Bewijs, dat —— AC + AB

=constant’. l:aat de heer R. eens bekijken de. in: een paar’

regeltjes te vmden formule: b, _2bc cosﬂ -waarin nu ~b§
b+ c_ b+ ¢ _ b+c¢
dus ——=— +— constant is. '

;Voorbeeld u. . £/ ABD=90°, BC=a (C op BD); CD=b.
Op AB een.punt A te vinden, zé6dat - £ DAC = £ CAB.” .Heel
- natuurlijk zou  zijn de oplossmg AD° ABQ—(a—{—b)2 en
AD:AB=b:a. enz .



¢ Vrdagi Als £ DAC # « CAB, bepaal: AB: dan" zoo,- dat .b -
onder een'maximumhoek gezien wordt.” In de €én bladzijde lange
;oplossmg zig. ik . nergens de waarde van AB. Het is.toch zoo
eenvoudlg' De cirkel door A, C en D raakt 4B, dus-.is
AB =—'I/a-(a*+»b).—rEn' wat -moet nu die dwaze- voorwaarde

‘tg CADIz 21

"7 Vooral -dat mmusteeken is kosteluk

2I/a(a+b)
V(vooral;m verband met dat gelijk- teeken)"

Op de bladzijden 75, 76 en 77 qugt de heer R. weer eens
een R-nachtmerrie! .. .
it ‘De . behandeling van den afstand van twee ontoegankelqke
punten op:de: bladzijden 82, 83 en gedeeltelijk 84 doet heusch
niet.naar..meer .van dat soort -verlangen, terwijl juist nuttige

"'t"opmerkmgen bij - het - probleem -van SNELLIUS (blz. 86) ont-

breken! .. o .

;, De. aﬂeldmg van formules van den koordenwerhoek op de
:volgende bladzqden kan_men-gerust aan den leerling: overlaten!

Het boek sluit — wat theorie betreft — met een behandelmg
van cyclometnsche functies. Over de moelhjkheden, die zich hierbij
voordoen, glijdt de heer R. zonder blikken of blozen heen. Tegen
de usance in' maakt hij ’t zich met te schrijven. ,,bg cosec 126 =
= bg cot 4+ 5” wel heel gemakkeluk' : '
Ik had een ﬂauwe hoop Er zijn docenten, die meenen, dat
men.’ 't met strengheid .van methode bij ]eugdlge leerlingen niet
-zoo nauw moet nemen. lk behoor tot die categorie geenszins.
Ik vind ’t beste (wel te onderscheiden van 't moeilijkste!) voor
mx]n .le_‘erh_.r_xgen nog niet goed genoeg. Is de stof te moeilijk, dan
zwijge ‘men absoluut, maar ik_zou niet gaarne zien, dat men mij
'kon verwuten dat ik ze steenen. voor. brood neerzette.

Maar dit a]les daargelaten. Er bestond nog de mogelijkheid,
dat het »Handboek” (,voor hen, die voor een dcte Wiskunde
studeeren”) .nu eens den .heer R. als rigoureus man zou laten
zien.... Doch het laatste restje hoop had ik dra.verloren. Tot '
blz. 19 onderaan vond ik dezelfde ongelukkige theorie als in het
Leerboek” Toen. plotseling als een kat in een vreemd pakhuis
Tees ik- den zin: ,,De volgende nauwkeunger bepalingen en be-
handelingen zijn afkomstig van MoBIUS.” Nu twee en een halve

bladzqde en dan abrupt emdlgende aldus: [ ruitewnn 30 e -0
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- »Siti (g k) cos (fp) + sin (7 f) cos-(g p) + cos (f g) cos (fzp)==0")
»Sin (g-h) sin (£p) + sin (k) sin (g p) + sin (f &) siti:(hp) 2=0ic
»uit welke de betrekkingen der gomometnsche funches*afgeleld
wKunnen worden: ) s D pEYTnes
" Verder zwijgt.’t ,,Handboek” hierover. Was 't daaroiy ‘maar fiiet
beter ‘geweest »MoBIUS” geheel achterwege 'te hebben: gelaten?_~
Want welke leerling zal nu de portee hiervan inzien?!
. Het ,Handboek” bevat verder wemlg andere gezmhtspunten
dan het ,Leerboek”. : ' weld el i
Op blz. 56 zie ik het volgende vraagstuk e ; _
»12. Gegeven La, s-en R.:Voor welken’ driehoék ns bq,
»constante a en s een minimum van R ‘voorhanden? " i
~ De heer R. geeft hierbij een aanwijzing. - Maar -ik”moét?v‘ee'i‘-lijk
bekennen, dat ik een’ examinandus met zoo’n -aanWwijzing fiet
~ benijd. Daar -is. veel kans op, dat de man in de war raikt.
Waarom niet begonnen: met te trachten R uit te’ drukKen in¥sen
de hoeken. Kent de man weinig formules, dan. zal hu -aldus
beginnen: . : SRR
a b c
2smA 2smB 2sinC_
2s s -
2(smA+sm B¥sinC) 4cos%~Acos%Bcos%C

2cos%Bcos%Cofcos%(B C)+cos%(B+C)—cos%(B C)+
+ sin3 A moet nu een maximum worden, dus? . ‘

De 3 bladzijden, 64 65 en 66 worden gewud dan ’t bewus
van ¢ 4+ @7 + @, < 180°, als ¢, @, en’ g; de scherpe. standhoeken
zijn van een rechthoekig viervlak. Welnu, ik zou zeggen men '
heeft terstond: cos? ¢ 4 cos? ¢; cos2 Py = 1" (bedenk b.v.
= % COH) Nu is voor ¢ + 2 + @3 = 180° : cos® g+ CosZ@,’ +
4 cos? g pg=—1-— ¥ cos’ qp COS @, COS s (in een  paar rege]t]es ‘te
bewijzen). Ook is'p + ®,>90°, dus @3 < 90°, dus cos? <p3 < cos <p2,-
waartit g > @, Alzoo @ 4@, + @, < 180°. -

- Op de bladzijden 79—103 krijgt men" teel ‘wat formulés “over
merkwaardlge lijnen enz: te zien, maar waarom ‘niet de aﬂexdmg’
" van ‘veel daarvan aan den leerling overgelaten'P Tk denk -dat -
deze dan in vele -gevallen een heel - wat eenvoudlger aﬂeldmg
zoir’ geven dan de heer RE-7 -5 - & '_’" w3t

eeyoOEn
L AP it}

=

" %) Fout of drukfout? . «.i-in o5 "F0 iin
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< Ik zie b.v. op de bladzijden 90-en 91 zeer ingewikkeld afge-

Ield tgx— tg%C waarin x de hoek voorstelt tusschen

b‘+
bc en zc(mc) Men heeft toch terstond uit de geh]khead van 2 drle—
hoeken:.

. : asm(éC—l—x)—bsm(‘}C—x)

sin(3C+x) .

sin ('2‘ —x)

sm(éC-i—x)——sm(éC—x) _b—a
csin(C+x)Fsin3C—x) b+a

tgx __b—a
tg3C  b+a
_1%.bladzijde is dus wel niet noodig! _
. Zoo ook wordt in een volle bladzijde (98 en. 99) opgelost de
vr_aag »Voor welke driehoeken met constante O en A is b% 4 ¢
minimium ?” Dit kan in een enkel, regeltje! Men heeft:
_ . .40
B2 2 = (h —2 )2 i — (B — )2 4 .
| b-lfc__-(b c) +2bc_'(b c)+sinA’A
dat minimum is 'voor b =c.

'Zoo is ’took met die wijsheid over den vierhoek. In een paar
regeltjes kan men formules bewijzen, waaraan de heer R. blad-
zijden besteedt. lk doe maar een greep: de z.g. cosinusregel.
Men heeft

AB*—= BC? 4+ AC? — 2BC. AC cos BCA =
. =BC*+CD*+ DA2 —2CD . DAcos D — 2BC. CA cos BCA.

" Nu is CAcos BCA= CD cos C 4 DA cos E = CDcos C —
- -—— DAcos (A4 B), dus. ' '
. Op de bladzuden 108 en 109 past de Schr. de prolectle—
stellingen op den .vierhoek toe. Dit zou inderdaad heel fraai zijn, .
als de heer R. die stellingen maar behoorlijk gefundeerd had!
Thans blijkt volstrekt niet, dat men hier met algemeen geldlge
formules te doen heeft

Bij -de behandeling van de 7 verschnllende gevallen (waarbij
slechts een paar minder eenvoudlge) van den ‘vierhoek op de
bladzuden 109—117 komt ’t mij voor, dat men beter doet directe -
aansluiting te zoeken bij de meetkundige construc’ue Men kan
dan werkelijk al dat formulen-gegoochel missen! De leerling redt
zxch dan in voorkomende gevallen zelf wel. :

:'Op blz. 125—129 behandelt de heer R. drie problemen, waarin
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‘de"‘vorm van -een vierhoek -moet bepaald  worden uit vier van
elkaar onafhankelijke hoeken.-Hoeveel levendiger -wordt dit stel;’
wanneer men sfeeds SNELLIUS voor oegen ‘houdt (al past men
“de oplossing van -dit probleem niet ‘steeds-letterlijk toe)! ‘

Op blz. 137 zie ik een drukfout-staan, die ook in’t Leerboek”
voorkomt:” Het lijkt wel of boeken schn]ven fabriekswerk is!- Het
is -trouwens “bij deze gelegenheid dezelfde gebrekkige methiode
als die van ’t ,Leerboek”, een-methode, die ik op fal van plaatsen -
bij den heer R. -aantref, maar die bij zoo'n- lOngCh ‘te "ontwik-
kelen betrekking toch wel zeer- onaangenaam aandoet Het gdat
nl om ‘het bewijs van - - :

bgsmx+bgsmy-—bgsm(xl/l—y2+yl/1—x2),

waarop trouwens nog wel wat af te dingen valt; -maar- dit daar-
gelaten. [Dat de heer R. het zich ten opzichte van de moellqk—“
heden bij cycl. vormen wel heel gemakkeh]k maakt, vermeldde
ik reeds bij de bespreking van het ",Leerboek”]. Wat “doet nit
de Schr.? Hij neemt van beide leden den- sinus, krijgt. 't zelfde
en klaar is hij. Is dat nu eén methode.om iemand zoo’n formule
zelf te laten vinden? De herhaalde ergernis doet mij ten slotte
" mijn hart ook hierover nog eens uitstorten. Het is in’t algemeen
een minder gewenschte methode tot 't bewijzen van een ideriti-
teit beide leden te verwerken. Men moet ‘slechte ‘hoogst zelden
deze methode toepassen, daar 't den leerling een paedagoglschen
factor ontneemt! :
. Het geknoei aan ’t einde van het hoofdstuk over cyclometnsche
vormen (wat ook in 't ,Leerboek” wordt aangetroﬁen) gaan ‘we
‘maar met stllzwugen voorbq ,
. Kijk, kijk, zei. ik zoo ~ bij mij zelve toen lk de bladzqden
147—150 (handelende over invoeren en verdrijven van’ wortels’
bij " gon. vergeh]kmgen) “onder de oogen kreeg, de "heer Ruben
was nog al eens conscientieus om te vermélden, wi€ dit en’ dat
gevonden had. Zou ’t niet eerh]k zijn geweest te vermelden, van
wie deze beschouwmgen (de’ clou ontbreekt trouwens') oor-
spronkelijk afkomstig zijn?! :
Waarom staat vijf keer op blz. 148 Llin” in plaats van ‘,,lim”?

' En hierbij _ben_ik zoo .ongeveer aan het slot van .mijn beoor-
- deeling van het werk-van den heer Ruben.gekomen. .Een collega,
dien ik er een dezer dagen over.sprak-en wien ik te kennen gaf,
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ddt" ik ‘die“boeken'wel op een heel laag peil vond staan, antwoordde
mij’i! madr” ér komen toch wel aardige opgaven in voor. Nu, dat
kafh ‘Wéli'zijn, maar vergoeden nu - die’ wel-eens-aardige opgavén
den’Gvérigens ‘gebrekkigen irihoud ? - Natiurlijk geenszins. 'Want
€en’ leerling “riiet gemiddeld intellect wordt door een béehandeling
van de stof, als in deze boeken "gegeven . wordt, eigenlijk ver--
kinoeid:>' Het *is" “inderdaad treurig, dat deze- prullen gebruikt
’wérden natuurluk gebrulkt ‘door.’ menschen die er de examen- -
foef]es in"“hopen- te vinden.

JMedelqden 'moet ‘ieder deskundige, die deze boeken met-aan-
dacht ‘doorziet, bezieleri met het lot van allen, die daaruit hun
quheld voor ’tL. O.-examen opdoen en niet ’t minst lijkt “mij
bovendien- nog ‘dat medelijden gerechtvaardlgd als ... een zeker
fxemand dat examen afneemt! , . D P A V.

317

CONVERGENT[E EN SOM VAN ONEINDIGE
- REEKSENY). -

door

Dr. M. J. BELINFANTE.

,‘ Geachfe Hoorders,

De belangquste begrippen in de theorie der onemdlge reek-
sen “de gronden waarop vrijwel het geheele gebouw rust, zijn, naast
de ook in de overige deelen der analyse benoodigde leer der
1rrat10nale getallen en der limieten, de convergentie en de som der
’onemdlge -reeksen. In den loop der tijden zijn de aanvankeh]k
zéer vage voorstellingen die men dienaangaande had, verdicht tot
scherpomhjnde mathematische begrippen bij - uitnemendheid. Van
den groei dezer begrippen wil ik U een overzicht geven, en hiertoe -
© sommige opvattmgen nader toelichten.

Wat is” een ‘oneindige reeks? De tegenwoordlge ‘wiskunde beant—

’ 1) Openbare les ter aanvaardlng van het pnvaat docentschap aan_
de Unlversnelt Van Amsterdam gehouden op 25 Maart 1925 De noten"'
en-¢itaten” zijii ldter bijgevoegd. T e v
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agy_ e]k‘natuurh]k (dwz pos_mef geheel get}a])» ee,n:.grgpthggg‘ t_o:er_,
. ordent. Deze-bepaling zal, :zooals'meer ~voorkomt;. bij -dengene ci'ie‘
nog niet wist wat een oneindige-reeksis,- -geen duldelqker Noorstel= v
ling wekken van het gedefmleerde object; gaan we. daarom BEY hoe-.”
men er toe gekomen is deze definitie op-te stellen. .. in1: ap -
Het begrip-.eindige reeks zij hierbij zonder. meer. voOEs 1edereen>,
duidelijk ondersteld: eenige getallen naast elkaar op:een. rij. geplaatstzs
en door komma’s gescheiden vormen een- eindige reeks getallen Ans
de lagere. algebra-beschouwt men. reeksen, waarvan, de opvolgende
termen op een bepaalde wijze uit elkaar ontstaan, en heeft.
afzonderlqke benamingen ingevoerd: ... . .. ...
..de reeks 1, 3, 5, 7, 9, heet een. rekenkundlge reeks e]ke ,volgende:
term ontstaat. uit den voorgaanden door. vermeerdermg met .2;. de:
reeks 1, '/,, 1/, noemt men een meetkundige reeks, elke voldende
term ontstaat uit den voorgaanden door dezen door 2 te deelen.
Men kan nu een dergelijke reeks, waarvan ons hetgeen men de
wet ‘van opvolging noemt- be_kend is, verder voortzétten: ‘bu Cde
genoemde meetkundige  reeks van .drie. termen kunnen. we '/,
bijschrijven als. vierde, /i als vijfde, enz. Vraagt men hoe ‘b.v. de
elfde term zou moeten Iuiden, dan leert een eenvoudige berekening
dat deze 'fi02a bedraagt. :
Wij ge]ooven dus in staat te zijn deze reeks zoover voort te Zetten
als .we willen, en dit zou ook het geval zijn, indien we over vol-
“doende schrijfmateriaal, tijd, enz. konden beschikken. Denken we
ons boven dergelijke beperkingen van het- menschelijk leven ver-
heven, dan zou de reeks dus onbegrensd kunnen worden voortgezet
De naieve wiskundige komt er zoodoende toe -om te spreken van een ¥
onemdnge reeks, en meent zich zelfs in het ongestoorde beznt van;
de geheele reeks te kunnen verheugen. Dit laatste is natuurlqk _
slechts  een ‘illusie, want de onbeperkte voortzetting van “de” reeks,_
indien zij- al mogelijk ware, kan niet be€indigd gedacht worden,:
daar elke laatst neergeschreven term de taak oplegt den volgenden
te berekenen.
De in het nauw, gedreven wxskundlge komt dan ook vroeg “of laat
tot de bekentenis dat zijn oneindige reeks, als geheel gedacht
elgenlqk een hersenschlm 15, en hij zal beseffen dat het elgenh]ke
wezen van hetgeen h1] voor een onemdlge réeks hield, bestaat in_
de 'wet van opeenvo]gmg der’ termen Een onemdlge reeks wordt '4
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daarom. gedefinieerd als een voorschrift dat aan elk natuurlqk getal.
een grootheid toeordent. ' : L R

- ‘Dit.natuurlijke getal is dan het rangnummer van den bljbehoorenden
term:van. de, reeks. Het is duidelijk dat de opeenvolging der termen
door..dit, veorschrift evenzeer bepaald is"als omgekeerd de. toevoe-
ging van term en.rangnummer door de opeenvolging van de termeu.
Daarentegen is de moeilijkheid betreffende het oneindige karakte:
der’ reeks” niet opgehelderd maar verplaatst, en teruggebracht tot
een soortgelijke met 'betrgkking tot de rij der natuurlijke -getallen.
. Het.-oneindig zijn -van deze rij kan men, al naar het standpunt
dat-men: inneemt, bewezen achten door haar te definieeren als een
teekenrij . welke ontstaat uit een eerste teeken en het voorschrift dat
uit elk teeken een volgend afleidt; men kan haar ook zonder meer
- als- intuitief -duidelijk object aanvaarden;-of wel zich daarentegen
op-finitistisch standpunt plaatsen, en wél de genoemde definitie der
natuurlijke -getallenrij accepteeren,- doch daarbij denken'aan een
eindige rij-die uit een-menschelijkerwijze ‘gesproken zeer groot aan-
tal termen bestaat. -Het doet er trouwens voor den opbouw “van
de theorie ;der” oneindige reeksen-niet toe wat men hierbij denkt,
zoolangi de. conclusies uitsluitend berusten op de- definities welke
als-praemissen. gekozen- worden; op dezelfde wijze als-het er over
den-bouw van een huis slechts op aankomt hoe de steenen geplaatst
worden, en niet of de steenensjouwer zich verbeeldt edelgesteenten
dan wel gewone klinkers te -vervoeren.

- lets van de illusies die sommigen van hen gekoesterd hebben en .
anderen misschien-nog bezitten, wordt-door de mathematici bewaard
. in hun notatie, doordien zij van een zoogenaamde oneindige reeks
enkele termen opschrijven, en deze door tittels laten volgen. '

De - -zooeven besproken meetkundige reeks wordt bqvoorbeeld
~ geschreven-als 1, /,, 1/,, Y/g,...... : : :

. Bij. een -eindige reeks getallen kunnen we vragen naar de som, .
waarmede we bedoelen het resultaat van -de gedunge optelling der
"volgende. termen bij- de eerste. : -

- Als men zich op het standpunt stelt dat een oneindige reeks een-
voudig. is. de onbepaalde voortzetting van een groeiende eindige
reeks, komt men.er licht toe ook hiervan de termen achtereenvolgens
bij, de .eerste;.opgeteld te- denken; hétgeen.we: bij- onze me‘etkundige
reeks -aanduiden door haar'—té schrijven:d-4- A, A4 Y et
,Het bezwaar. tegen de ;beschouwing::vai-'een--oneindige- reeks “als:
01
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iets.dat-kant en.klaar voor ons ligt, treedt nu nog duidelijker.naas
voren dan straks: we zouden immers nooit-klaar komen ‘indien we
alle termen van de reeks successievelijk. wilden -addeeren. Is de
optelling.van een aantal termen. (b.v. de eerste honderd) .van onze-
reeks -volbracht, -dan zal bij Vérdere voortzetting een steeds grootere
gedee]telijke som worden verkregen. Het heeft er dus den schijn van
dat -de gedeeltelijke som, door maar een genoegzaam aantal termen’
fe:nemen,-zoo groot.gemaakt kan worden als we willen. .De wer-
kelijke uitvoering van het proces schenkt ons echter spoedig de
overtuiging, dat dit. geenszins het geval is, waaruit dan-tevens
b]ijkt dat de scrupules betreffende het lichtvaardig concludeeren
over een zoogenaamd oneindig proces-niet overdreven zijn. Inder-
daad, de som van de eerste twee termen bedraagt 1*/,, die van de
eerste drie 1%/,;- gaat men zoo verder, dan vindt men achtereenvol-
gens de getallen 17/;, 13/4,...... enz. We zien dus.dat de verkregen
sommen beneden 2 blijven, doch dit getal steeds meer naderbij
komen. Het verschil met het getal 2 is eerst !/,, dan slechts ¥/,, - /8,
Yigrersenr €NZ. : : S S

De naieve opvatting leidt er hier weer toe om ons dit sommee-
ringsproces. ten einde toe volvoerd te denken, en daar men bij elke
stép het getal 2 steeds meer nadert, terwijl dit getal aan den anderen
kant nimmer overschreden wordt, is men zeer geneigd te meenen
dat met deze redeneering bewezen is-dat de som van de oneindige
reeks 1 + ¥/, 4 Y/, +...... gelijk moet zijn aan 2. Deze conclusie
is onjuist, omdat de redeneering stuit op het oude voor de hand
liggende bezwaar, dat men zich het proces ten onrechte ten einde
gevoerd denkt; want, doordat elke term gevolgd wordt door een
anderen; staat men na.iedere volbrachte optelling meteen voor de
taak den volgenden term bij het verkregen resultaat te addeeren.

De wiskundige vermijdt deze fout door een soortgelijke definitie .
van som te geven als van oneindige reeks: een oneindige reeks heeft
volgens hem een'.bepaald getal s tot som, indien er een voorschrift
gegeven is dat aan elk positief getal een natuurlijk. getal toeordent
op zoodanige- wijze dat, als men van de termen in volgorde -er
meer sommeert dan het natﬁurlijke getal aanwijst, de verkregen som
minder dan het gegeven positieve getal van s afwijkt.
" Inderdaad “is een dergelijke handelwijze de eenig loglsche het
begrip som was slechts gedefinieerd voer -een eindig aantal termen
€n berustte op.de mogelukheld om alle’ térmen achtereenvolgens te

10
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addeeren: voor een oneindige reeks was het begrip som nog niet
gedefinieerd en is het addeeringsproces niet te volvoeren: wij moeten
dus een nieuwe bepaling-van som geven. :

Al naar nu bij het onderzoek van een oneindige reeks het voor-
naamste doel is het bedrag van de opeenvolgende termen te leeren .
kennen, dan wel in hoofdzaak het bestaan van een som ons interes-
seert, spreekt men van fundamentaalreeks en van somreeks. Bij de
laatste verbindt men de termen door -+ teekens. Met de theorie der
oneindige reeksen bedoelt men die der somreeksen. Op de fundamen-
taalreeksen zal ik niet verder.ingaan, evenmin op het ook voor de
somreeksen zoo belangrijke limietbegrip eener fundamentaalreeks.

" Het voorgaande moge voldoende zijn om een indruk te geven wat
een oneindige reeks is: we hebben gezien dat men ook bij oneindige
reeksen van som- spreekt, doch dat het woord som hier een nieuwe
definitie verlangt; deze bepaling is van dien aard dat de oneindige
reeks .juist dat getal tot som krijgt, hetwelk men van naief stand-
punt meent te zullen vinden door alle termen op te tellen. De primi-
tieve opvatting omtrent de oneindige reeksen en haar som vond
reeds in de oudheid indirect een bestrijding in de zoogenaamde
drogredenen van Z e no, waaruit de ongerijmdheid van de primi-
tieve opvatting kan geconcludeerd worden.

‘Bespreken we nu nog wat de moderne mathematicus bedoelt met
de convergentie van een reeks. De definitie hiervan kan men als
volgt formuleeren: een reeks is convergent als er een voorschrift
bestaat .dat aan elk positief getal een natuurlijk getal toevoegt met
de eigenschap dat de som van een willekeurig aantal elkaar opvol-
gende termen uit de reeks, wier rangnummer dat natuurlijke getal
overtreft, in absolute waarde kleiner blijit dan dat gegeven positief
getal.

‘Dit komt, populair uitgedrukt, hierop neer, dat de som van de
termen die op een bepaalden term volgen, willekeurig klein wordt,
“als men dezen bepaalden term ver genoeg in de reeks kiest. Stelt
men de som van de eerste n termen eener reeks voor door S, dan is
de reeks convergent als bij elk positief getal ¢ een natuurlijk getal
M te berekenen is, zoodat voor n > M en willekeurige p voldaan
is aan: |

| Sn+p — S| <e

Men kan bewijzen dat convergente reeksen een som hebben; en’
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ciat omgekeerd reeksen, die een som hebben, convergeeren. Als een-
reeks convergeert kan men haar som naar willekeur benaderen door:
de som van een genoegzaam aantal termen te nemen. Het spreekt:-
vanzelf dat reeksen die niet convergent zijn, ook geen som" kunnen
bezitten. Zulke reeksen heeten divergent: de reeks 1 — 1 41—
T ... b.v. is divergent, en we zien dat de som van een zeker
aantal termen van deze reeks 1 of O is, naar gelang we een oneven’
of een even aantal termen nemen. : A

Gaan we na deze korte uiteenzetting van de begrippen oneindigeé
reeks, som en convergentie, hunne historische ontwikkeling na. De-
overgang van het primitieve standpunt tot het moderne strenge is-
niet. steeds in stijgende lijn gegaan: in de overgangsperioden werd
nu eens strenger, dan weer lichtvaardiger gehandelvd.

Het eerste voorbeeld van het gebruik eener oneindige reeks vinden
wij in Archimedes’ ,,Kwadratuur der parabool”. Daar bewijst
hij n.l. dat: :

- 1 .1 4 .
o Ity tet=3 |

Knopp merkt in zijn voortreffelijk leerboek over de- oneindige
reeksen*) hierbij op (in navolging van anderen trouwens), dat
Archimedes slechts laat zien dat een veelterm welke uit de-
eerste n 4+ 1 termen dezer reeks bestaat, Kkleiner blijft dan %v
welke waarde n ook heeft, en dat het verschil van dien veel-
term met %, gelijk is aan %41—", - :_
n Kleiner blijft dan een willekeurig gegeven positief getal. Feitelijk.
zou Archimedes dus slechts met eindige uitdrukkingen,
hebben gerekend. Na het voorgaande zal men echter begrijpen
dat hiermede juist de kern van de zaak naar voren is gebracht,
Immers in wezen bedoelt de hedendaagsche wiskunde met de boven-
staande gelijkheid niets anders dan wat Archimedes hier
weergeeft. Daargelaten of Archimedes de klip die in de primi=
tieve opvatting ligt onbewust, dan wel opzettelijk heeft vermeden, is .
zijn gedachtengang onberispelijk en komt men in de geschiedenis
voorbeelden van oneindige-reeksbehandeling tegen, die. voor het;
moderne gemoéd heel wat minder bevredigend zijn. ’

) K. Knopp. Theorie und Anwendung der unendhch,en Rezhen
J. Springe¥,- Berlin, 1924 (p. 103). : - o

hetgeen voor voldoend grooté’
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fn»De-vo_lg'ende' wiskundigen- plaatsen zich in. hoofdzaak op het
primitieve - standpunt, volgens hetwelk de oneindige: reeks gesom-
meerd wordt-door voortdurende additie der termen. Bij sommigen
doet zich de .behoefte aan een convergentiebewijs gelden,-0.a. bij
Brguncker, Newton en Leibniz.
~+.Afdoende zijri hun convergentiebewijzen weliswaar geenszins,
doch deze pogingen beteekenen in elk geval een stap in de goede
richting. ~Zij werden echter spoedig door een teruggang in dit
opzicht gévolgd. In de tweede periode, die Reiff*) die der for-
meele_ontwikkeling noemt, werden convergentievragen- geheel naar
den achtergrond gedrongen. Leibniz vormt den overgang,
doordat hij. eensdeels het bekende convergentiecriterium voor alter-
neer.énde reeksen opstelde, terwijl hij aan den .anderen kant niet
schroomt-om aan de klaarblijkelijk niet-convergente reeks 1 — 1
+1—1 4. de som 5 toe te kennen, en wel op grond van het
réeds fﬁeermalen genoemde primitieve standpunt, waarbij de som
,als het resultaat van de optelling van alle termen beschouwd wordt.
Een zekere Grandi had reeds vé6r Leibniz aan de reeks
1 1 — 1 de som Y gegeven, door in de meetkundxge

reedsl—x—l—r—x"’—}-l ..... dlevoor|x|<lge11]kls aanH_ ,
de waarde 1 te substitueeren. Om te laten zien dat de primitieve
somdehmt]e vervuld is, houdt hij de volgende redeneering.
, Twee broeders erven uit de nalatenschap van hun vader -een
P éteen van onschatbare waarde, welke niet verkocht- mag worden;
»Zi] komen daarom overeen dat de steen afwisselend in de verzame-
- ,ling van.elk hunner een jaar lang vertoeven zal. Als men nu vast-
-, stelt dat dit in alle eeuwigheid tusschen de beide families besloten
wordt dan zal aan de familie van elken brogder de steer oneindig
: dlle]]S gegevenen oneindig “dikwijls ontnomer worden en toch
‘,,heeft elk het halve bezit van den steen.” .

Het behoeft nauwelijks betoog, dat de wiskunde in haar tegen-
woordig stadium van dergelijke redeneeringen niet meer gediend is.
Eigenaardig is dat Grand.i zelf de tegenspraak opmerkt, waartoe
et klakkeloos addeeren van de termen eener divergente reeks kan
leiden. Vereenigt men namelijk van de besproken reeks telkens

._;.1) .I R. Reiff, ,Gesch'ichte_ ‘derf unqﬁdl‘icl_bqn_ Rethen. - Tiibingen; 1889.
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twee op elkaar volgende termen, dan komt er: 1 — I’ —}— R +
=1 —=1) ... — 040 +...... = 0. S

“Er zou dus uit 'volgen % = 0. Deze tegenstrqdlgheld wordt
‘door Grandi.echter in verband gebracht met de - scheppmg van
de wereld. : :

Om den afstand nog eens breed uit te meten welke tuSscherf'de
‘strengheld der wiskundige beginselen van thans en destqu bestaat;
'moge het woord gegeven worden aan den zooeven genoemden
"grooten w1skund1gen denker Leibniz, die betere gronden voor de
‘gelijkstelling van onze reeks met de- breuk meende té kunnen aan—
tvoeren E : o
,,Neemt men een even aantal termen van de’ reeks aldus
-redeneert deze tijdgenoot van Grandi, ,,dan vmdt men 0 neemt
men een oneven aantal termen, dan’ vindt men 1. Het onemdlge is
" noch even, noch- orieven, maar beide praedlcaten zijn even gerecht—
vaardigd; volgens de waarschqnlqkheldsrekenmg is het rekenkundxg
gemiddelde van twee waarden die voor een grootheld ever . waar-
schunluk zijn de ]ulste dus zal de ]mste waarde ‘van de reeks 1/2
zijn.” - . S

Neemt men in aanmerking. wie deze redeneermg gehouden heeft,
dan ‘schijnt de kloof tusschen het wxskundlge denken van nu en van
destijds wel heel wijd. Er dient echter aan toegevoegd dat ér ook
in dezen tijd mathematici waren, d1e zich tegen dergeh]ke loglca
richtten, o.a. de wiskundige V-arignon; voorts mag " niet"onop-
gemerkt b]1]ven dat het beginsel van’ de’ gemtddelde ‘waarde,
-ofschoon in het geciteerde verband- verwerpehjk mettemm later een
gezonde basis zou krijgen. ’ '

"Met Euler en Goldbach wordt de tweede perlode defmztlef,
"mgelu1d De wiskundigen uit deze perlode rekenen in het algemeen
‘met oneindige reeksen en onemdlge uitdrukkingen als- met emdlge
reeksen- en éindige uitdrukkingen, passen alle elgenschappen voor
polynomen toe op machtreeksen, en voeren herleidingen et dlver-
gente reeksen uit. Het groote probleem voor den modernen ‘orider-
zoeker is dat de voornaamste vertegenwoordiger uit deze perlode
Teonhard Euler, vrqwel uitsluitend ]mste resultaten heef’t
afgeleid, niettegenstaande zijn bewerkingen" meestentijds volkormen
ongeoorloofd moeten genoemd worden. Gewoonlijk_wordt van
Euler alleen gecritiseerd dat hij met divergente reeksen gewerkt
heeft;” ik- zal’ ectiteér “frachten “Haii* té*toonen “dat dit ‘lang riet ‘het
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“zwakste punt 'van Euler is; en daarna een voorbeeld geven van
veel gevaarlijker manoeuvres. :

In de eerste plaats dan dient geconstateerd dat E'uler volstrekt
niet -geheel onkundig aangaande de convergentiequaestie was; hij
geeft een vrij behoorlijke omschrijving van wat convergentie is, en
merkt het verschijnsel- van de zoogenaamde semi-convergentie op.
Voorts was'E uler zich er zeer wel van bewust dat hij met diver-
gente.reeksen werkte, maar hij trachtte hiervoor een rechtvaardiging
te vinden in de opstelling van een nieuw sombegrip voor een onein-
dige reeks. - Hij kiest hiervoor namelijk de waarde van de eindige
uitdrukking waaruit de reeks ontstaat. Niclaus Bernoulli
opperde hiertegen de bedenking dat eenzelfde oneindige reeks mis-
schien uit verschillende eindige uitdrukkingen zou kunnen .ontstaan,
‘weet- hiervoor - echter ‘geen voorbeeld aan te voeren. Dergelijke
voorbeelden kent men tegenwoordig wel; zoo is b.v.

l;lij_—l)ixz. .1 i =1 —x2+x3—x5+x6—x8—|— oy

- waardoor voor x = 1 de betrekkmg
fa=1—14+1—1+4.....
‘voor den dag komt.

,,Das Eulersche Prinzip ist-also ]edenfalls unsicher, und nur der
»ungewdohnliche Instinkt Eulers fiir das mathematisch Richtige hat
»ihn :trotz der ausgiebigen Benutzung solcher divergenten Reihen
,,davor bewahrt, falsche Ergebnisse zu zeitigen” zegt Knopp in
zijn reeds genoemd werk.?)

Het standpunt van Euler kan tegen dergelijke opmerkmgen
verdedigd worden als men de somdefinitie een weinig anders
preciseert. -Het is n.l. mogelijk een aan den gedachtengang van
"Euler nauw verwante, doch aan strengere eischen voldoende
sommatietheorie op te bouwen zonder het convergentiebegﬁp te
gebruiken. Ik wil de grondbeginselen hiervan kort weergeven
zoowel ter toelichting van mijn bewering dat het standpunt van
Euler na het aanbrengen van dezen steun en reduceering tot de
hierin. gelegen beperking voldoende stevig gegrondvest .is, als om
een voorbeeld te geven eener van het convergentiebegrip onafhan-
kelijke sommatietheorie, welk voorbeeld straks nog ter sprake komt.

In deze formeele sommatietheorie der oneindige reeksen heeft

1) - 1. c. p. 459.
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elke term een vaste plaats met daaraan verbonden index; de:termen
mogen niet verwisseld, noch gesplitst worden, evenmin mogen-er
termen. samengenomen worden.. . » Lt

Verder gelden de volgende beginselen: SRTRE

9 Onemdlge reeksen die slechts verschillen door een u1t louter
nullen bestaand beginsegment worden als gelijk beschouwd. .~ -

?) De som van een getal en een oneindige reeks is Dij definitie
de oneindige reeks die ontstaat door dat getal bij den eersten term
der oneindige reeks op te tellen. -

) . De som van twee oneindige reeksen is de reeks die ontstaat
door de gelijkgeindiceerde termen van beide reeksen bij elkaar op
te tellen. : : = : .
%) Het product van een oneindige - reeks met een. getal is’ de
reeks die ontstaat door elken term van die reeks met dat getal te
vermenigvuldigen. - . : :

®) Het product van twee onemdlge reeksen wordt volgens den
bekenden multiplicatieregel van Cauchy gedeflmeerd

Uit deze definities volgen- gemakkelijk de gewone regels voor-de

associatieve, distributieve en commutatieve eigenschappen van som
en product. Aan sommige oneindige reeksen kan-nu een getal, som
genaamd, worden toegevoegd en wel krachtens de volgende begin-
selen: ’ : :
a) indien de oneindige reeks aan een formeele vergelijking vol-
doet, die slechts één wortel heeft, dan is de som gelijk aan dien
wortel. ' : S
b) bestaat de reeks uit-een beginsegment gevolgd door' louter
nullen; dan is- de som-het getal dat gelijk is aan de som van de '
termen van het beginsegment.

c.) indien een reeks aan een formeele vergelijking voldoet waarin
nog andere oneindige reeksen optreden, waaraan reeds een som
is toegekend, wordt de som op grond van het eerste beginsel vast-
gesteld nadat de gesommeerde reeksen in de formeele vergelijking
door hun som vervangen zijn.?) Ook ‘kan aan een aantal reeksen
tegelijk een som worden toegekend indien er.een voldoend  aantal

1) Eenvoudigé voorbeelden van deze sombepaling zijn o.a.:
20142444 )+ 14040+..)= (14244+...); 2s+1= 5 s=—1
FOF1FH1+ )+ ( 14040+ )= (1+i+i+..); dsHl= § s=2
(=14 1—14. ) (— 14040+ .. J=—(I—14L1—...); s—l=—s; s=}. -
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~onderlmg onafhankeh]ke Betrekkingen langs formeelen weg gevonden
: zijn. ~Het is duidelijk dat op deze wijze aan één reeks geen twee
verschillende getallen kunnen worden toegevoegd, daar immers met
betrekking tot de optelling en‘de.vermenigvuldiging voor ‘de onem-
dige reeksen dezelfde rekenregels gelden als voor getallen :
Beschouwt men-naast de nurherieke reeksen ook reeksen waarvan
de - termen - functies zijn vai een veranderlijke, dan kunnen deze
beginselen’ grootendeels oriveranderd bll]ven -Omtrent de toeken-
ning van een somfunctie aan een functiereeks zou men denzelfden
(Weg . kunnen volgen als- bl] numerieke reeksen ‘voor ‘het geval dat er
&n en slechts één éénduidige functie bestaat, die aan. dezelfde
- formeele vergehjkmg voldoet als de reeks.
- Voor de numerieke reeks, die door substitutie-van een bepaalde
' waarde voor: de veranderh]ke ait- de functiéreeks: ontstaat zal men
dan dezelfde som vinden als vroéger.?) ‘
_____ <. Houdt-men-aan deze begmselen vast, dan is het manoeuvreeren
_op de que van Euler, voor zoover het formeel rekenen met
gewone “ofieindige reeksen betreft niet gewaagd; men behoeft echter
.slechts de Analysis Infinitorum op te slaan om veel gevaarlijker
handelwuzen aan te treffen. Bij wijze van illustratie wil ik ‘met
u den weg bewandelen langs welken Euler en Johann
Bernoulli de som van de hyperharmomsche reeks voor k=2
hebben afgeleid. : .
«~iZoowel Leibniz als Jacob Bernoulli hebben tevergeefs
:hun . viterste best gedaan om deze som te vinden. .
su:Jolann Bernoulli berekent de som met behulp van de
-Jeeks voor sin x, terwijl Euler een volkomen analoog procede
. volgt met de. reeks voor den sinus hyperbohcus

| zVan de vergeh]kmg sinx=—=2x— 3' + 5 =....=0"

deelen we beide Ieden door X en substltueeren x? -_—%,--dan komt er:

-

1
I/z sml/z 1——— —-|—5'.—5—,— ..... =0.

~Breken we het linkerlid van deze vergelijking bij een bepaalden
termvaf, dan zal de som van de wortels van de hierdoor ontstane
-.Vergelijking gelijk zijn aan /.. Johann B~ern-o~ulli meent dat

:231) 7 0p de-nadere ‘uitwerking' varn-dit ‘beginsel, dat 1k in dezen vorm
nergens aantrof, hoop ik te gelegener tijd t,erug te komen
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onemdlge reeks is. De wortels van l/z sin l/]_ 0 --'iijh:
“_-,,1 ""j‘ R | — 2 : A
0, @ G waarult “dus vo]gen Zou:

l
2 + (271)2 + (3n)2 +

of door vermemgvuldlgmg met n?

oL __1+22+32+ :
Ik Wwil. nu aan éeén ‘vootbeeld ‘laten zien hoe gemakkehjk deze
handelwuze tot een ongerijmd resultaat kan voeren. ' " .
Beschouwen we de transcendente verge]qkmg
Tee teae S .1 : ) .\. o . l 1 . L Tae

x§e"‘—l¥—1+2x+2 3x2+2 3. 4x3+ _0

De wortels. van deze vergelijking zijn, zooals gemakkelqk bh]kt

1 waarm n posntlef geheel

imagmalre geta]len van den vorm —
2nn” —1"

- De toepassmg van ‘de redeneermg van E u l e r—B e r n o u 1 fi
leldt tot het resultaat ' !

yoe 7d

=0 B

2naV —1 2 .

Het ongerijmde van ‘deze .uitkomst is minder: gelegén ‘in* het
divergente karakter van de reeks in het linkerlid, -dan wel-in " het
feit ‘dat -alle termen zuiver imagirna'ir zijn." ‘Niet ten oénrechte dus
wijst ' Knopp-op het mafh_ematische instinct van" E'ul e, -dat'hem
in staat gesteld heeft om in- het doolhof der ongeoorloofde liérleidiri-
gen steeds den uitgang te vinden .enmet een juist resultaat.:yoor
den dag-te komen. Om hog eens aan dezelfde vergelijking te laten
zien"hoe dezelfde ongeoorloofde handelwijze tot een goede‘uitkomst
kan-leiden, merken we op dat voor gewone vergelijkingen de som
der quadraten van de wortels gevonden wordt door het vierkant van
den tweeden coéfficient te verminderen met het tweevoud-van :den
derden. Deze eigenschap klakkeloos toepassende op onze transcen-
dente Vergeh]kmg vmden we voor de som der .quadraten. van;-de

-wortels-— 2 2 n 2 5 voor het vierkant van.den- tweeden coefﬁc:ent
1 S . B ’,-Z; RIS RS RRP RIS
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-""v'é,r'n{ipdér:d":r_r‘let het tweevoud van den iderdefl‘: —}1— %_ 11—2
ST N N R
en du_.s, na ,gelqk_stell;ng. f—z-ZWf_f 12 . vof,‘_'_dovor __ve{;
. . . 1 N .

2

~ménigvuld’rging met —2n2: E”‘IZ =%

Deze vbetrekkmg, die wij. nu reeds tweemaal langs ongeoorloof-
“den weg hebben gevonden,. is ook wel langs wettigen weg te ver-
krijgen,’ alleen- niet zoo spoedlg, want 00k hler duurt eerh]k het
langst. *) '

De besproken handélwijze is slechts een klein s’taaltje van al de
verschillende onwettige procédé’s waaraan E uler zich heeft schul-
dig gemaakt, en waarmede hij, op geniale wijze manoeuvreerend, de
‘'schoonste resultaten wist te voorschijn te-tooveren. Zijn Analysis
Infinitorum blijft, ondanks het totale gemis aan strengheid, wegens
de. fraaie formeele herleidingen ook voor den modernen lezer
een genietbare lectuur. De reeksen waarvan Euler de som weet
op te schrijven vormen een formulelijst, die niet veel te wenschen
overlaat. Men mist weliswaar de som van de hyperharmonische
reeks voor k.= 3, 5 enz. Maar tot heden zijn ook de moderne onder-
‘zoekers er niet in geslaagd deze leemten'aan te vullen, zoodat het
vermoeden voor de hand ligt dat de som dezer reeks geen een-
voudige functie van in ander verband bekende getallen is. 2)

De verdienste van de onmiddellijke opvolgers van Euler op dit -
terrein ligt dan ook niet zoozeer in hetgeen zij aan zijn resultaten
hebben toegevoegd, als wel in de strengere behandeling, die ‘zij
de oneindige reeksen deden ondergaan, en de wijze waarop zij deze
resultaten opnieuw afgeleid hebben.

Duidelijk blijkt dit als men de Analysis Infinitorum van Euler
vergelijkt met het bijna zeventig jaar later verschenen, niet minder

1) Zie voor vier geheel verschillende strenge afleidingen: Knopp,
L. c. p. 239, 267, 325 en 376. Een onbe:rispelijke afleiding, nauw verwant
aan de boven besproken korte, maar onbetrouwbare is te vinden in
Weber—Wellstein, ,Enzyklopidie der Elementarmathematik”,
Bd I, § 139. Teubner, Leipzig, 1909. : :

%) Vgl. Knopp, 1. ¢. p. 232, 233.
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baanbrekende werk van Cauchy, dat den titel draagt: ,Cours
d’analyseé”. Dit boek behoort geheel tot de. derde periode, die door
Reiff gekarakteriseerd wordt als de periode der exacte behande-
ling. . In dezen tijd wordt, .voornamelijk onder invloed van Gau's's
en Cauchy, het convergentiebegrip ontwikkeld zooals dit tot op
heden Vl’]]WCl algemeen- aanvaard wordt en inzake het gebrulk van
divergente reeksen een geheelonthoudersverbod u1tgevaard1gd Uit
de leerboeken der analyse werden de divergente reeksen verbannen,
en zij kwamen er niet anders. voor. dan om als afschrlkwekkend
-voorbeeld -te dlenen in-de toegepaste wiskunde daarentegen voor-
namelijk in de astronomie, werd op groote schaal gesmokkeld. )

Gauss is de eerste die volledig en streng de convergentie ofider-
zoekt en bewijst van de hypergeometrische reeks. Negen jéar later
werd door Cauchy in bovengenoemd werk een strenge leer ‘d.er
.convergentie ontwikkeld, en werden de naar hem genoemde criteria
- opgesteld en bewezen. In het voorbericht merkt hij o.a. op:

;J’ai été forcé d’admettre diverses propositions qui paraitront
speut-étre un peu dures: par-exemple, qu’une série diverg_ente na
,»,pas de somme.’ ‘

Veel krachtiger spreekt Abel- znch vijf jaar later u1t in de
volgende bewoordingen:

»Les séries divergentes sont, en général, -quelque chose de b1en
,fatal et c’est une honte qu’on ose y fonder aucune demonstra’uon

In deze periode wordt nog het begrip der gelijkmatige conver-
gentie door Stokes en Seidel ingevoerd, en hiermede emdlgt
het werkje van R eiff, datin 1889 geschreven werd.

Nu, ongeveer 35 jaar later, kunnen we constateeren dat deze
derde periode door een vierde gevolgd is, welke de strengheld van
de derde periode eenigszins vereenigt met de methoden van Qe

1) Dat ook hier grootendeels juiste resultaten bereikt werden heeft
een geheel andere oorzaak dan bij de formeele rekenwijze van Euler.
Het karakter van de in de astronomie optredende divergente reeksen
brengt mede dat de gedeeltelijke sommatie aanvankelijk steeds dichter
voert tot de waarde der te berekenen functie, doch er zich op den duur
weer hoe langer hoe meer van verwijdert. Voor de practisch vereischte
nauwkeurigheid is het niet eens noodig de gunstigste waarde te kennen,
.Vergelijk H. Poincaré: ,Les méthodes nouvelles de la. Mecanlque céleste”,
t I, p. 1—b. Gauthier—Villars, Paris, 1892.
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tiveéde ‘door -‘middel van de somimatietheorieén,  die in die viérde
‘période zijn- opgesteld. De divergente reeksen, die eigenlijk nooit
-géheel™vah " het:tooneel verdwenen waren, maar zich toch niet
‘openlijk "durfdén - vertoonen, zijn volledig in eere” hersteld. Eens-
‘deels is dit te danken aan het practischie nut dat zij in de toeégepaste
Wiskundé ™ afwierpeii, aan.den anderen: kant ten gevolge 'van -de
‘neiging der mathemat1c1 om zich in het bezit te stellen van de ver-
geh]kmg . :

e 1—1—|—1—1+ ...... —1/2,

“die- gedurende de derde periode de w1skund1gen als een verboden
vrucht “bleéf: “aanlokken. De annexatie geschiedde nu ‘echter niet
zooals vroeger bij wijze van:brutale roof, doch onder behoorlqke
betalmg van den logischen kostpn]s De eerste welgeslaagde poging
van “dien-aard’is-ondernomen door Frobenius, die de grond-
gedachte van Leibniz op- gelukkige wijze in verbinding bracht
met het begmsel van het continuiteitstheorema van Abel. Niet
lang daarna werden ‘door Cesaro en Holder somdefinities
gegeven voor’ reeksen welke in het geval van convergentle dezelfde
s6m opleveren als de oude, en die bovendien aan sommige divergente
‘feéksen eefi som toekennen. Toen dit begmsel eerimaal was vast-
gelegd heeft de productie van sommatiemethoden niet stllgestaan
_v;n zij ‘is feitelijk nog in vollen gang. In tegenstelling met de zoo-
even ' iitvoeriger besproken formeele sommatie zijn alle voor-
gestelde methoden onvoorwaardelijk van toepassmg op .convergente
-reeksen : :

“*Ter illustratie: wil ik de sommeerbaarheid van de eerste orde
'Vo‘lgen‘s".f'C €saro-Holder even bespreken. We stellen de som
Vvati‘dé-eerste n termen eener reeks voor door s,, en de gemiddelde
waarde van ‘de-eerste n' dezer partieele sommen door t,, zoodat:

‘ \ £, = 31 + S + e tSn o

" Iridien de oorspronkelijke reeks convergeert heeft de fundamen-
taalteeks " s, Sy.--... een limiet, die de som is van de conver-
génte“reeks. Men kan nu gemakkelijk bewijzen dat de fundamen-
tadlreeks #; t, ...... in dit geval ook een limiet zal hebben, en wel
een die even groot is als de voorgaande. Als we dezelfde fundamen-
taalréeksen - opschruven voor een 'niet-convergente reeks, zal de
fiiddmentaalreeks Fsab geen llmxet hebben;" het kan echter ge-
Beurer!dat: de réeks: §#, {7 ~toch €& lifiet heett:' Mén “spreekt ddn
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af deze limiet te beschouwen als: de som-.van de niet-convergente
reeks. Er is dan voldaan aan den zoogenaamden consistentie-eisch
dat het procédé, op .convergente reeksen .toegepast, geen ander getal
levert dan -de.gewone som... Terecht is er. .door Silv-erman.op
gewezen .dat men, dezen. elsch bij -een_nieuw : procedekook ‘moet
stellen- ten -opzichte van: de: reeds ingevoerde procédé’s,, en;hij-laat
dai - ook door . een voorbeeld - zien dat twee -procédé’s .consistent
kunnen zijn.ten opzichte van het gewone convergentie—-pmg@s;;.Q,Qg:h'
niet-ten opzichte van elkaar, d. w. z.”dat beide procédé’s wel voor
een convergente reeks de gewone som leveren,-doch aan:gen; zekere‘
divergente reeks verschillende waarden tot som ‘toekennen. :

“Welke van de niet met elkaar consistente procédé’s..zal ,men .nu‘
handhaven? Het ligt voor de hand dat men zich ,b,qu de :keuze
hiervan zal laten leiden doof het belang dat ;dﬁ_p‘r'océ_déf_s:-vp(,)r-'ande‘(g
wiskundige onderzoekingen hebben, en verder, voor..zoover. het
voorgaande a priori niet te overzien is, door de eigenschappen welke
de 'sommatieprocédé’s ten opzichte van de fundamenteél,ebgwer@q—s
gen met oneindige reeksen meebrengen. In.het bijzonder .vg:slt‘ig,tdijle’r}
de aandacht op. het vroeger besproken beginsel van E u_,l:gr,r,i.;(_a,jt_l
stelt gaarne vast dat de sommatieprocédé’s -meestal aan. divergente
reeksen als som de waarde teruggeven van een eindige uitdrukking
waaruit de reeks af te leiden is door een formeele bewerki.ng;),,; 5]‘51
dit verband wil ik er nog even op wijzen dat misschien -de:‘cpmb'ingtig
van de vroeger besproken formeele sommatie met de andere metho-
den vruchten zou kunnen afwerpen.. Immers als. een divergente-lreek's
door formeele bewerkingen kan ‘worden uitgedrukt als -een functie
van convergente of reeds gesommeerde divergente reeksen, dan
levert deze uitdrukking, krachtens het formeele sommatiebeginsel,:
een middel om de som van die divergente reeks te bepalen.. ... . :.

Het is overigens vrijwel ondoenlijk om in kort bestek een over-
zicht te geven van de sommatieprocédé’s, die ‘tot nogtoe zijn voor-
gesteld en van de uitbreidingen, die het begrip som hierbij. verkre-
gen ‘heeft. Het convergentiebegrip daarentegen heeft in-.dezelide
periode - geen wijziging ondergaan; de opstelling ervan :zooals: zij
sinds Cauchy en:Gauss heeft plaats gehad, is tot. vo_or.,kor}
vrijwel afdoende gebleken. , : Lo

. Het overzicht .over. den groei .van.de begnppen convergen’ne en
,so_m zou echter onvolledig zijn, indien ik niet-met nog enkele woor--
- den melding maakte van den invloed vAar‘lA cjg nieuwere, intuitionisti=
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sche - strooming. op -het .gebied der oneindige reeksen.') Zooals
bekend mag worden ondersteld is een der meest fundamenteele
verschillen . met de klassieke richting het niet-onbeperkt aanvaar-
den van het principium tertii exclusi in verband met den zoogenaam-
den eisch tot constructiviteit. Dientengevolge wordt het aantal te
onderscheiden gevallen in den regel niet onbelangrijk vergroot,
doordat de negatie van het tegengestelde eener bewering niet zonder-
meer gelijkgesteld ) wordt met haar bevestlgmg Zoo vervalt deze
gelijkstelling voor een oneindige verzameling elementen, daar men
hiervoor niet als voor een eindige verzameling in staat is, het al
dan niet aanwezig zijn eener eigenschap aan elk element afzonder-
lijk te onderzoeken, totdat alle elementen een beurt hebbef gehad.
Men zou kunnen meenen dat dus de finitist wel het recht zou
hebben tot onbeperkte aanvaarding van het principium tertii exclusi
meét de consequenties daarvan; dit behoeft echter m. i. geenszins het
geval te zijn, want ook als men de rij der natuurlijke getallen eindig
maar. zeer lang denkt, moet men zich haar in elk geval voorstellen
als door geen mensch ten einde doorloopen. Het onderzoek betrei-
fende het al dan niet aanwezig zijn eener eigenschap kan dus in
geen geval aan elken term individueel ten einde uitgevoerd worden.
"-Gaan we thans de consequenties na voor het convergentiebegrip
eener oneindige reeks, en kiezen we daartoe de gebruikelijke formu-
leering van dit begrip, dan is een reeks convergent als bij elk positief
getal ¢ een natuurlijk getal M kan worden aangegeven, zoodat:

' | Sn4p—Sn | <& voor n > M.

De negatie van de eigenschap der convergentie is klaarblijkelijk
het bestaan voor elk positief getal ¢ van twee fundamentaalreeksen
van toenemende positieve getallen {n,{ en {m,} zoodat:

' | Sn,+m, — Sa, | > & voor elke ».

.Stel nu dat er voor een bepaalde reeks bewezen is dat deze negatie
zich niet kan voordoen. Dan bezitten we daarom in het algemeen
volstrekt geen middel om bij elk gegeven positief getal een bijbehoo-
rend natuurlijk getal M te berekenen. Inderdaad bestaan er tegen-
voorbeelden waarbij het voor het vinden van dat natuurlijke getal M

1) L E.J. Brouwer. Over de rol van het principium tertii exclusi
in-de wiskunde, in het bijzonder in de functietheorie. WIS— en Natuur-
kundig  Tijdschrift 2. (1923). :
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noodig zou zijn om de .oplossing te kennen van- problemen die . als-

tot nu toe onopgelost bekend staan ). . B T TS

Vandaar .dat voor het ongerijmd zijn van de negatie. der .conver-
gentie de benaming non-oscilleerend is ingevoerd. ' o

.Hoe staat het nu met het sombegrip dat in den aanvang hand:aan:

hand .ging met dat.der. convergentie? De reeks Su, hadhet:getal s

tot som als bij -elk-positief getal -een natuurlijk getal M te bérekenen:-

was, zoodat: |s—s,/ < & voor n > M. Uit deze bepaling" blijkt:

gemakkelijk dat -reeksen die- -een som -hebben convergént:ziji;®
en dat dus niet-convergente reeksen volgens deze definitie:geen:
som kunnen hebben. -Non-oscilleerende. reeksen *waarvan. de-
convergentie niet vaststaat, hebben dus ook -geen-som: - Daareri=-

tegen kan het wel - gebeuren dat’ er bij -een non-oscilleerende

niet-convergente reeks een getal .s bekend is, zoodanig,.:dat de’

negatie der someigenschap voor de reeks met s als.som onge-

rijmd is, m.a.w. voor welk getal s bij elk positief getal ¢ de
onmogelijkheid vaststaat van het bestaan eener klimmende funda-

mentaalreeks natuurlijke getallen }n,{ zoodat:|s —s,, | = & voor-
elke ». Deze non-oscilleerende reeksen, die dus niet convergent-

zijn en geen som hebben in de gewone beteekenis, maar waarvoor
toch een. getal bekend is dat bij een convergente reeks de rol van som

zou spelen, noemt men negatief-convergent, en in tegenstelling daar- -
mede de gewone convergente reeksen wel positief-convergent.” -

Hoe principieel deze onderscheidingen ook zijn, enhoe verstrekkend
de gevolgen van de intuitionistische ziénswijze voor andere onder-
deelen van de wiskunde, voor de bestaande theorie van de oneindige
reeksen blijken de consequenties niet zoo ingrijpend als men na het
voorgaande zou kunnen meenen. Zeker, er dienen wijzigingen aange-
bracht: zoo b.v. in de formuleering en de bewijsvoering van het
bekende convergentiekenmerk van Kummer?*) en in den bequ—

gang van menig theorema van Hardy-Littlewood.?)" Maar’

het veld van onderzoek naar de voor de bestaande theorie nood-

zakelijke correcties blijkt bij nadere beschouwing reeds grootendeels

1) Zle voor voorbeelden Brouwer 1 c.
2) Vergelijk Proc. of the Lond. Math. Soc. Ser. 2 Bd 11 p. 411—478,
Bd 13 p. 174—191 met L and a u. Darstellung und Begrindung einiger

neuerer Ergebnisse der Funktionentheorie, p. 45—55. Sprmger Berlm,-

1916.
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ontgonnen, en het merkwaardige hierbij is dat zulks niet is- geschied
om te voldoen aan de consequenties van het intuitionistische stand-
punt, doch’om de bedoelde bewijzen in duidelijker of aantrekkelijker
vorm te gieten. Zoo hebben Pringsheim?!) en Landau?)
onbewust medegeploegd op den intuitionistischen akker, en het lijkt
mij voor het intuitionisme geen gering feit dat wiskundigen als de
genoemde de beginselen er van gedeeltelijk' met de daad beleden
hebben. -

Afgescheiden van de gesignaleerde "punten ‘en nog enkele andere
kunnen van de bestaande theorie der oneindige reeksen de voor-
naamste gedeelten ongewijzigd blijven, terwijl de opbouw eener
systematische theorie -der non-oscilleerende en negatief-convefgente
reeksen, die ongetwijfeld een vijide periode in de geschiedenis van

de theorie’ der oneindige reeksen zal inluiden, tot dusver niet. is’

aangevangen. -De in de : bestaande theorieén gebruikte reeksen
daarentegen zijn- vrijwel geregeld positief-convergent, en ‘hiervan
geven de desbetreffende cb_nvergentiebewijzen bijna steeds ondubbel-
zinnig blijk, zoodat -er’ geen wijzigingen aangebracht behoeven -te
‘worden. - :

Hiermede hbi)"p’ ik U in korte trekken een vluchtig beeld gegeven
te hebben van de ontwikkeling van de begrippen convergentie en
som van de primitieve opvattingen af tot aan de subtiele onderschei-
dingen van den laatsten tijd toe. » :
Tk wil deze openbare les niet besluiten zonder een woord van dank
voor het in mij gestelde vertrouwen, en zonder uiting te geven aan
mijn groote vreugde dat het. mij vergund is';ﬁede.te werken tot de
beoéfening der - wiskunde aan de universiteit, waar mijn hoogver-
eerde leermeesters, ‘.wiep ik mijn opleiding dank, hunne voortref-
felijke lessen geven. _lk heb gezegd. ‘

-1 Zie Brouwer, L ¢ ‘

?) "Vergelijk Proc. of the Lond. Math. Soc. Ser. 2 Bd 11 p. 411—478,
‘Bd 13 p. 174—191 met L and au. Darstellung und Begriindung einiger
neuerer Ergebnisse der Funktionentheorie, p. 45—55. Springer, Berlin,
1916. . R . .



Leerboek der Vlakke Meetkunde

DOOR

Dr. P. MOLENBROEK (en P. WIJDENES).
Prijs, in linnen gebonden, f 6.50.
ZESDE DRUK.

De Heeren Molenbroek en Wijdenes hebben hiermee het door hen
opgevatte plan gansch ten uitvoer gebracht: de leerboeken voor
Meetkunde van eerstgenoemde in tweeérlei vorm te bewerken,.een
kleine uitgave voor het Middelbaar en Voorbereidend Hooger Onder-
wijs, en een groote voor actestudie en voor al wie er meer van wil
weten. '

Vergeleken met de vijfde uitgave (zie Schoolblad van 20, 10,’23)
is deze bewerking onbeilwistbaar een vooruitgang: alle goede eigen-
schappen bleven behouden, en bovendien werden tal van verbete-
ringen en aanvullingen aangebracht. De definities werden met zorg
nagezien en op menige plaats verkort en verduidelijkt; de onontbeer-
lijke postulaten uitdrukkelijk aangegeven; op de meeste plaatsen (1log
niet overal) het incorrecte ,,rechte” vervangen door ,lijnstuk”. Nieuw
opgenomen onderwerpen zijn: enkele hoofdstellingen uit de moderne
meetkunde van den driehoek (aan ,driehoekmicroscopie” willen .we
niet doen, verklaren de schrijvers); inversie; de raakprob]emen van
Apollonius; cirkelbundels; isogonaal — en supplementaircirkels van
een stel van twee of drie cirkels; de hoofdeigenschappen van ellips,
hyperbool, parabool in elementaire behandeling. Daar het boek be-
stemd is voor lezers die reeds een eerste Wiskunde onderwijs genoten,
wordt hier en daar beroep gedaan op Driehoeksmeting en ook
al eens vooruitgeloopen als het er op aan kwam gelijkaardige vraag-
stukken dadelijk na malkander te behandelen. Van het geheel mag:
getuigd worden dat de schrijvers erin geslaagd zijn een uitstekend:
leerboek samen te stellen, dat de vergelijking met de beste uit het
buitenland kan doorstaan. N

Wat de inkleeding betreft: overal werd gezorgd voor beknopte
en geschikte notaties; randschrift, cursief en vetjes maken - den
inhoud zeer overzichtelijk en een alfabetisch register vergemakke-
lijkt het naslaan; eindelijk heeft de Heer Wijdenes de fraaie, spre-
kende en van een onderschrift voorziene figuren met kw1st1ge hand,
rondgestrooid. '

Ook typografisch is het boek tot in de puntjes verzorgd: zoo
naar inhoud als vorm is het een genot voor geest en oog! A"

Het Schoolblad voor Vlaanderen van 25 April 1925,

UITGAYE VAN P. I\OORI)HOFF ’I‘b (xRO\ll\GEN



Zoo juist verscheen:

. Deel 10 van
Noordhofi's Verzameling van Wiskundige Werken:

MODERNE INTEGRAALREKENING

(Inleiding tot de Teer der Puntverzamelingen en der Integralen

van Lebesque)
door

Dr. C. H. VAN OS,

Hoogleeraar a. d. Technische Hoogeschool te Delft.

Prijs gebonden f 5.50.
Voor abonné’s Nieuw Tijdschrift voor Wiskunde en

Christiaan Huygens' tot 1 September a.s. . . f 4.50.

Zoo juist verscheen:

KLEIN LEERBOEK
DER ALGEBRA

DOOR
P, WIDENES,
Deel 1. — Prijs geb. f 1.60.

Eerste deeltje ter perse om dezer dagen te verschijnen.

UITGAVEN VAN P. NOORDHOFF TE GRONINGEN




